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WYKLAD 1, 8.XI.2011

Zakladamy znajomo$¢ analizy funkcji wielu zmiennych (pochodne, calki, miara
Lebesque’a), topologii i algebry liniowe;.

1 Analiza funkcji wielu zmiennych - co najwazniejsze
na razie

Zadanie. Funkcja

- ei, <0
Pokaza¢, ze f € C* (R) i
£ (0) = 0.

Hint: a) pokaza¢ indukcyjnie, ze dla dowolnego n, istnieje wielomian stopnia n taki, ze
dlax <0
w
x2n

£ (2)

b) pokazaé¢ indukeyjnie, ze f™ (0) = 0 (do liczenia granic stosowa¢ pomocniczo podstaw-
ienia t = z71).

Funkcja f (z) nie jest R-analityczna w 2 = 0, tzn. nie rozwija sie w szereg potegowy
o érodku w 0, bowiem kazda funkcja f (z) = > ° , a,z" o dodatnim promieniu zbiezno$ci

ma wspélezynniki a, = £ ™) gdyby wiec gdy f™ (0) = 0 dla n € N, to funkcja f w

nl

otoczeniu = = 0 bylaby 0, ale f (z) > 0 dla z < 0. Funkcje rozwijalne lokalnie w szereg
potegowy nazywamy funkcjami klasy C¥, widzimy, ze C*° C C“.

Definicja 1.0.1 Niech f : R" D U — R™ bedzie danym odwzorowaniem (oznaczenie
znaczy: f: U — R™ gdzie U jest otwartym podzbiorem R™ ). Rdéiniczkq (pochodng mocna)
odwzorowania f punkcie xg nazywamy odwzorowanie liniowe L : R™ D U — R™ takie, ze

lim f (%o +h) — f(x0) — L (h)
h—0 |7

=0.

Wiasnoéci
a) rézniczka L jest conajwyzej jedna, oznaczamy ja D f (xo) .
b) jezeli Df (xo) jest rézniczka w xq to funkcja f ma w xo pochodng kierunkowa w
kazdym kierunku f};, (xo) i
fin (x0) = Df (x0) (h).

W szczegélnosci pochodna kierunkowa jest liniowa wzgledem kierunku oraz istniejg
pochodne czastkowe g g (x0), tzn. pochodne kierunkowe w kierunku wersoréw osi wspol-
rzednych e;

- (%0) = flo, (%0) = D f (x0) (&) .



Wektor gfi (x0) zapisujemy wierszowo lub kolumnowo gg{i (x0) = gf; (%0) ..., %J;:L (Xo)] |
T
2] ofl ofm
hub 5 (x0) = [ 35 (x0) - S5 (30)|

Mcierz rézniczki jest macierza pochodnych czastkowych (czyli tzw. macierzg Jaco-
biego)

afI
Df (o) = [ )] -
j<m
g_ﬁ(xo) AT (xg)
Df (x0) = : :
ot (%0) oo G (x0)

lub transponowana (jak wygodniej).

Macierz powyzsza nazywa sie macierza Jacobiego odwzorowania f w Xg.

c¢) 7 istnienia rézniczki w x¢ nie wynika ciggto§¢ pochodnych czastkowych, np. tak
jest juz dla n = m = 1 dla funkcji f : R — R danej wzorem

2?sint, x #0,
f(x){ 0, =0

(Df (0) = 0 jest rézniczka, ale pochodna nie jest ciagla),
d) z ciagto$ci pochodnych czastkowych wynika, ze odwzorowanie liniowe D f (xq) o

macierzy [g’; . (Xg):| jest rézniczka odwzorowania f w Xo.

e) rézniczka superpozycji D (g o f) (xo) jest zlozeniem rézniczek

D (g o [)(x0) = Dg (f (%)) o Df (x0)-
f) jezeli f jest odwzorowaniem liniowym to Df (x¢) = f.

Definicja 1.0.2 Dyfeomorfizmem klasy C* nazywamy odworowanie f : U — V, U,V C
R" sa otwarte, ktére jest bijekcja, oraz f i f~' sq klasy C*.

Twierdzenie 1.0.1 (O dyfeomorfizmie, inaczej tw o funkcji odwrotnej) Jezeli
f:R" DU — R" jest klasy C* oraz w punkcie xq rézniczka Df (xo) jest izomorfizmem,
to istnieje otoczenie Uy punktu xXo zawarte w U takie, ze f|Uy jest réznowartosciowe,
[ [U1] jest zbiorem otwartym oraz f : Uy — f [Uy] jest dyfeomeorfizmem klasy C*.

Dowdéd na ¢wiczeniach - pan Bienias

2 Rozmaitosci topologiczne i r6zniczkowe, mapy i at-
lasy - definicje
Definicja 2.0.3 Rozmaitosciq topologiczng wymiaru n nazywamy przestrzen topologiczng

M dla ktorej kazdy punkt ma otwarte otoczenie homeomorficzne z otwartym podzbiorem
w przestrzeni R”.



Definicja 2.0.4 Niech M bedzie n-wymiarowq rozmaitoscia topologiczng. Jezeli ¢ jest
homeomorfizmem otwartego zbioru U C M na otwarty podzbior V. C R"™ ¢ nazy-
wamy mapa rozmaitosci M (na zbiorze U) a uktad (U,d) nazywamy systemem [ukita-
dem/ lokalnych wspdtrzednych. Mowimy tez, ze ¢ jest mapg na U o zbiorze parametréw
V. Gdy ¢ = (¢y,...,0,) ( ¢; = prio ¢) to funkcje ¢; : U — R nazywamy funkcjami
wspdlrzednymi a system wspdtrzednych oznaczamy (U, ¢y, ..., 0,) . Jesli dla p € U mamy
¢(p) =0=(0,...,0) € R" to mowimy, ze uktad wspdtrzednych (U, p) jest o §rodku w p
(lub: jest wycentrowany w p). Homeomorfizmy postaci ¢, gdzie, ¢ jest mapq, nazywamy
parametryzacjami M. Czesto wspdtrzedne danej mapy ¢ oznaczane sq przez (1, ...,Tn),

T; = pri © Q.

Je§li ¢ : U — V jest mapa na M oraz A : V — V; jest homeomorfizmem, to A o ¢ jest
tez mapa. JeSli ¢ : U — V jest mapa oraz U’ C U jest otwartym podzbiorem, to obciecie
¢|U’ jest mapa na U’ o zbiorze parametréow ¢ [U'] (otwartym w R™).

rysunki: sfera, torus, wstega Mobiusa.

Uwaga 2.0.1 Poniewa? topologia w R™ jest topologiq metryczng wzgledem metryki kartez-
janskiej d (x,y) = /2 (ys — 2;)° to kazdy otwarty podzbior V. C R"™ wraz z punktem q
zawiera kule otwartq K (q,r) o pewnym promieniu dodatnim r > 0. Gdy ¢ jest mapg na
rozmaitosci topologicznej M wokdt punktu p to zmniejszajgc jej dziedzine mozna otrzymac
mape ktorej obrazem dziedziny bedzie kula otwarta o $rodku w ¢ (p) albo kostka D o $rodku
w ¢ (p) i bokach o dlugosci 2a,

D(¢(a),a) ={(r1,....mn); |ri = ¢; (a)] <a}.

Kule otwarte o réznych promieniach sq dyfeomorficzne (tym bardziej homeomorficzne)
A K (q1,m1) — K (g2,72), A(@) = @2+ (v — q1) 12, jest dyfeomorfizmem klasy C*], takze
kostki o réznych bokach sq dyfeomorficzne, to sktadajoc mape z odpowiednim X\ mozna
otrzymac mape wycentrowang w zdanym punkcie i aby obrazem dziedziny byta kula o
srodku w 0 i zadanym z gory promieniu (np. 1 lub 2) lub kostka o $rodku w 0 i bokach 2a.
Kula o promieniu 3 jest dyfeomorficzna z catq przestrzenig R™ (postugujemy si¢ tangensem
i arcusem tangensem - ¢wiczenie), kostka o danym boku takze, zatem zawsze mozna otrzy-

mac w otoczeniu danego punktu mape dla ktorej obrazem dziedziny bedzie cata przestrzen
R™.

Prz. top. jest Tj jesli dla dowolnych dwu punktéw = # y istnieje otwarte otoczenie
punktu x nie zawierajace y.

Lemat. Rozmaitos¢ topologiczna jest zawsze T} .
Dowéd. Niech M bedzie rozmaitoscig topologiczng i niech x,y € M, © # y. Jedli = i
y lezg w dziedzinie jednej mapy ¢ : U — V, x,y € U to skoro R" jest T5 to punkty
¢ (z) i ¢ (y) mozna oddzieli¢ roztacznymi zbiorami otwartymi ¢ (z) € Vii¢(y) € Vo w V.
Wtedy o € Uy := ¢ ' [V4] jest otwarty w M iy ¢ Uy. Jedli x i y nie leza w jednej mapie i
¢: U — V jest mapa taka, ze v € U oraz y ¢ U to U oddziela x i y. =

O topologii rozmaitosci topologicznej zazwyczaj zaklada sie wiecej niz 7}, mianowicie
ze

a) jest T2,

b) spehia drugi aksjomat przeliczalnoci (tzn. ma baze przeliczalng).
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Przyklad 2.0.1 Latwo podat przyktad rozmaitosci topologicznej nie Hausdorffa:
Rozwazamy prostq R i jeden punkt "zdwajamy"

M = (R\{a})U{d,d"}.

Topologie ma M definiujemy nastepujaco: za baze otoczen punktu r € RN\ {a} =
M\ Ad,d"} uznajemy otwarte przedziaty zawierajagce x, (r —e,xr+¢€) i zawarte w
RN\ {a}, natomiast za baz¢ otoczen punktu a' uznajemy zbiory postaci (a — €,a) U
(a,a +e)U{a'} a za baze otoczen punktu a” zbiory (a—e,a)U(a,a + e)U{a"} . Sprawdzamy
aksjomaty BP1 — 3 bazy otoczen punktéw (R.Engelking BM 47, rozdziatl) i upewniamy
sie, ze istnieje doktadnie jedna topologia ma M dla ktérej wskazane rodziny sq bazami
otoczen punktow. Jasne, ze dla x € M\ {d',a"} otoczenie "mate" U = (v — e,z + ¢)
jest homeomorficzne z otwartym podzbiorem R za pomocq id : U — U. Dlax = a € M
otoczenie (a —e,a) U (a,a +¢) U {d'} jest homeomorficzne z (a — €,a + €) za pomocq,

¢ : (a—e,a)U(a,a+e)U{d} — (a—¢e,a+¢)
o - {1t

a, y=ad

(analogicznie okreslamy mape wokdt a”). Punktow o' i a” nie daje si¢ rozdzielic zbiorami
otwartyma.



WYKLAD 2, 15.X1.2011

Twierdzenie 2.0.2 Jezeli M jest rozmaitoscig topologiczng T2 wiwczas warunki sq
réwnowazne:

(a) spetnia drugi aksjomat przeliczalnosci (tzn. ma baze przeliczalng),

b) jest parazwarta, tzn. ma nastepujacq wtasnosé: w katde otwarte pokrycie
U ={Ua},e; 2biorami otwartymi mozna wpisat podpokrycie B ={Vs},_; lokalnie skofic-
zone, tzn. takie, ze i) dla kazdego [ istnieje o, takie, ze Vg C Uy, oraz kazdy punkt p € M
ma otwarte otoczenie U takie, e card {5; V3 NU # @} < Ro.

Na razie bez dowodu.
Gdy ¢ jest mapa rozmaitoSci M to dziedzing tej mapy oznacza¢ bedziemy takze D.

Definicja 2.0.5 Niech ¢ i 1 bedg mapami na rozmaitosci M. Funkcjg przejscia od mapy
¢ do ¥ nazywamy homeomorfizm otwartych podzbioréw przestrzeni parametrow R™

wO(bil(ﬁ[Dqngw]%w[D(ﬁﬂDw]

Definicja 2.0.6 Atlasem rozmaitosci rézniczkowej M nazywamy rodzing map {dy},ec;
taka, ze |, Dy, = M. Jesli dziedzing mapy ¢, jest zbior U, to atlas ten zapisujemy takze

w postaci uktadu systemow wspotrzednych {(Ua, ¢4} e -

Definicja 2.0.7 Moéwimy, ze atlas A ={(U,, ¢,)} rozmaitosci topologicznej M jest klasy
Ck, k € NU{oco}U{w}, jezeli dla kazdego v, 3 funkcje przejscia (bﬁogb;l sa klasy C*. Niech
A bedzie dowolnym atlasem klasy C* na rozmaitoci topologicznej M i niech (U, ¢) bedzie
dowolnym systemem wspdlrzednych na M. Méwimy, e mapa ¢ (system wspdtrzednych
(U, ¢) ) jest zgodny klasy C* z atlasem A jezeli AU{(U, @)} jest tez atlasem klasy C*, tzn.
gdy poo ! oraz ¢,00 " sq klasy OF. Atlas A nazywamy zupelnym (inaczej maksymalnym),
jezeli zawiera wszystkie mozliwe systemy wspotrzednych na M zgodne klasy C* z A.

Jesli ¢ : U — V jest mapa z atlasu A klasy C* i A : V — V] jest dowolnym dyfeomor-
fizmem klasy C* to zlozenie A o ¢ jest mapa zgodna z atlasem A. Obciecie do otwartego
podzbioru ¢|U’ jest tez mapa zgodna z atlasem A. Wynika stad, ze w otoczeniu kazdego
punktu istnieje mapa zgodna z danym atlasem A dla ktérej obrazem dziedziny jest kula
K (0,r) o z géry ustalonym promieniu r (np. r = 1 lub r = 2) a takze mapa zgodna z
atlasem A dla ktérej obrazem dziedziny jest kostka D (0, a) lub cala przestrzen R™.

Kazdy atlas A klasy C* mozna jednoznacznie rozszerzy¢ do atlasu zupelnego: gdy A
jest danym atlasem to

A = {(U7 ¢); po¢.t € CF oraz ¢, 0¢ ' € C*, dla kazdego a}

jest atlasem zupelym.

Dwa atlasy A; i Ay klasy C* nazywamy zgodne klasy C* jedli ich suma A; U Ay jest
atlasem zgodnym klasy C*. Jedli uzupelni¢ atlas A, do atlasu zupelmego A’ to A’ zawierac¢
musi takze ten drugi atlas.

Definicja 2.0.8 Rozmaitosciq rézniczkowq klasy C* nazywamy pare (M, A) gdzie M jest
rozmaitosciq topologiczng a A jest atlasem maksymalnym klasy C* na M.
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Liatwo z wczeSniejszych obserwacji zauwazy¢ prawdziwosc lematu:

Lemat 2.0.1 Na kazdej rozmaitosci rézniczkowej klasy CF istnieje atlas zozony z takich
map ktorych obrazem dziedzin sq kule K (0,7) o ustalonym z géry promieniu (np. 1 lub
2) lub kostki o srodku w 0 i boku 2a, a takze atlas ztozony z takich map ktérych obrazem
dziedzin jest cala przestrzen R™.

Jest twierdzenie ktérego tu nie bedziemy dowodzi¢, ze z kazdego atlasu A klasy C*
mozna wybraé¢ podatlas klasy C*° (na ogét nie mozna wybraé podatlasu klasy C*). Sa tez
przyktady rozmaitosci topologicznych (a wigc z atlasem A klasy C° - homeomorfizméw)
na ktérej nie istnieje zaden atlas klasy C* (Kervaire 1960 - pierwszy przyktad w wymiarze
10). Rozmaitosci klasy C™ sa nazywane gladkimi.

Nie jest prawdg ze atlas maksymalny klasy C'* jest jedyny. Moga sie zdarzy¢ na danej
rozmaito$ci rézne maksymalne atlasy klasy C*°, tzn. moga istnie¢ atlasy maksymalne A
i B takie, ze funkcje przej$cia miedzy mapami z réznych atlaséw nie sg rézniczkowalne.

Przyklad 2.0.2 Rozwaimy R z normalng topologiq. Okreslamy dwie mapy globalnie
okreslone

01,0 @ R—R
¢1(z) = x
¢y (z) = .

Oba odwzorowania sq homeomorfizmami. Rozwazmy atlas Ay = {¢,} oraz Ay = {¢,}.

Kazdy z nich rozszerzamy do atlasu maksymalnego otrzymujgc dwie struktury rozmaitosct
rézniczkowych na R. Pokazaé, ze atlasy te nie sq C zgodne.

UWAGA: za jaki$§ czas zapoznamy sie z pojeciem odwzorowania gladkiego (czy innej
klasy C*) miedzy rozmaitosciami i latwo zauwazymy, ze obie rozmaitoci 1-wymiarowe
(R, Ay) 1 (R,.Az) sa dyfeomorficzne.

Nie jest prawda, ze zawsze atlasy maksymalne na danej rozmaitosci tworza roz-
maitosci rézniczkowe dyfeomorficzne. Jest to znacznie trudniejsze zagadnienie z topologii
rézniczkowej. Np. na sferze S7 istnieje az 28 réznych niedyfeomorficznych maksymal-
nych atlaséw ! Jest twierdzenie méwigce, ze dla wymiaru < 4 atlas maksymalny klasy
C® istnieje i z doktadnoscig do dyfeomorfizmu jest dokladnie jeden. Na rozmaitosciach
zwartych wymiaru > 4 istnieje conajwyzej skoniczona ich ilo$¢ takich atlasow. Wymiar 4
jest wyjatkiem. Moze by¢ nieprzeliczalna ilo§¢ réznych atlaséw maksymalnych niedyfeo-
morficznych. Na R” dla n # 4 jest tylko jeden atlas maksymalny, a dla R* jest ich
nieprzeliczalnie wiele (Donaldson). Nazywane sa egzotycznymi.

3 Elementarne przyklady

Przyklad 3.0.3 Przestrzen R™, jej otwarte podzbiory U C R™, oraz ich sumy roztgczne
sq przyktadami n-wymiarowych rozmaitosci topologicznych.



Przykiad 3.0.4 Gdy n = 0, rozmaitos¢ nazywa si¢ dyskretna i jest to suma roztgcznych
1-punktowych przestrzeni topologicznych, czyli inaczej jest to dowolna przestrzen topolog-
iczna dyskretna (kazdy podzbior jest otwarty).

Przyklad 3.0.5 Kazda n-rozmaitosé topologiczna z atlasem o jednej mapie A ={¢},
¢ : M — U CR" (mapa globalna) czyli rozmaitosé homeomorficzna z U C R"™) jest
rozmaitoscia klasy C* bo jedna mapa jest oczywiscie C* zgodna i wystarcza ten atlas
uzupelnic do maksymalnego. Konkretny przyktad: jesli f : U — R™ jest dowolng funkcja
ciqgta to jej wykres

M={(z,f(x);z €U} CU xR"™

z topologig indukowana z U x R™ jest homeomorficzny z U; parametryzacja globalna jest
oM —-U, (z,f(z))r— z.

Istotnie, o' : U — M, v — (x, f (2)), jest ciggla z zalozenia ciggloéci ¢, zas & to po
prostu obciecie do M rzutu pr : U X R™ — U (rzut jest ciggly - nawet klasy C*°- wiec jego
obcigcie jest ciggte). M ma wiec strukture rozmaitosci rézniczkowej kazdej klasy, choé¢
jezeli f nie jest réiniczkowalne to M nie bedzie tzw. hiperpowierzchnig rézniczkowalnag,
w/q definicji nizej.

Przyklad 3.0.6 (na ¢w.) Pokazaé, e zwarta rozmaitosé topologiczna M nie ma atlasu
Ztozonego z jednej mapy.

Przyklad 3.0.7 Kazda skoncznie wymiarowa przestrzen wektorowa V- ma strukture roz-
maitosci klasy C™. Wybierajgc baze {e;}._, mozemy okreslic bijekcje ¢ : V. — R™,
o (Zrie;) = (rt,...,r™). Wprowadzamy w V topologie dla ktdrej jest to homeomorfizm.
Topologia nie zalezy od wyboru bazy (proste ¢wiczenie). Atlas zlozony z jednej mapy

rozszerzamy do atlasu maksymalnego danej z gory klasy k € NU {oco.w} .

Przyklad 3.0.8 Zamieniajgc formalnie w  definicji  rozmaitosci  n-wymiarowej
rozniczkowalnej przestrzen parametrow z R™ na C" i rézniczkowalnosé w sensie
rzeczywistym na rozniczkowalnosé w sensie zespolonym dochodzimy do pojecia r0z-
maitosci holomorficznej wymiaru zespolonego n. Poniewa: C* = R?** (jako przestrzeh
wektorowa) to wymiar rzeczywisty C" jest 2n. Zatem holomorficzna rozmaitosé wymiaru
zespolonego n jest rozmaitosciq rézniczkowa klasy C* wymiaru 2n.

Przyktad 3.0.9 Pokazaé, ze podzbior K = {(z,y) € R?; xy = 0} 2 topologiq indukowang
2 R? nie jest rozmaitoéciq topologiczng 1-wymiarowq. (UWAGA: nie jest tez rozmaitoéciq
topologiczna 2-wymiarowq, z jakiego tw. trzeba skorzystac? hint J.Mioduszewski, Wyktady
z topologii , topologia przestrzeni euklidesowych, Katowice 1994, wyd. Uniw. Slgskiego)
Przyktad 3.0.10 (na ¢wiczenia) Sfera S™ C R™ L,

St = {(3:17 ..-,an+1); 25522 = 1} :
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Zbudowaé dwa atlasy (a) za pomocq wykresow funkcji: gdy (ai,..,a,+1) € S™ to istnieje
indeks iy taki, se a;, + 0. Rozwigzujac réwnanie Yx? = 1 wzgledem x;, dostajemy w
otoczeniu (ay, ..1...,an41) € R™ dwa rozwigzania

1‘2 = 1-— ZZ¢Z‘O$?

Liy = :i:\/ 1— Ez;ﬁlox%?

znak + zalezy od znaku x;,. W otoczeniu (aq,..0...,a,) (w jakim najwiekszym mozliwym
otoczeniu?) sfera jest wykresem tej funkeji i w/g przyktadu pierwszego wyzej definiujemy
parametryzacje (i mape) a zatem atlas Ay. Sprawdzié, ze jest to atlas klasy C*. Z ilu
conajmniej map on sie musi sktadac?

(b) za pomoca rzutéw stereograficznych z dwu biegundw pdinocnego i potudniowego.
Otrzymamy atlas ztozony z dwu map As.

(c) sprawdzié, ze otrzymane dwa atlasy Ay i As sq C™ zgodne (definiujq wiec te samaq
romaitos¢ rozniczkowq klasy C™).

Przyklad 3.0.11 Okrgg. Jeszcze jeden atlas. Rozwazmy S* C R? = C i funkcje
f:R— S f(0) =e? = (cosh,sinb).

Ograniczajge sie do przedziatow otwartych o dlugosci 2w otrzymujmy bijekcje takiego

przedzialu na okrag pozbawiony jednego punktu. Pokazac, e atlas As zlozony z odw-

zorowan odwrotnych do tak okreslonych obcict (f| (a,a+ 2m))~" jest klasy C*. Sprawdzit,
e jes to atlas C*°-zgodny z atlasem Ay z poprzedniego zadania (dlan =1).
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WYKLAD 3, 22.X1.2011

Przyklad 3.0.12 Produkt rozmaitosci rézniczkowych. Niech My i My beda dwoma roz-
maitosciami réiniczkowymi wymiaru ny i ny odpowiednio klasy C* o atlasach maksymal-
nych Ay i As. Tworzymy produkt przestrzeni topologicznych M = My x My (z jakich
zbioréw sktada sie ta topologia?) Dla dowolnych map ¢, i ¢4 na My i My odpowiednio
defintujemy odwzorowanie

¢1 X¢Q:D¢1 XD¢2 _)Rnﬁ_nQa ¢($,y):(¢1 (x)7¢2 (y))

Jest to homeomorfizm otwartego w produkcie My x My podzbioru Dy x Dy, C My X My
na zbior otwarty ¢, [D¢J X [D%} C R™m x R™ = R™M*"2 Pokazaé, e atlas
{p, X ¢g; ¢ € A1, ¢y € Ao} jest klasy C*. Uzupelniamy go do maksymalnego otrzymujgc
produkt rozmaitosci.

Przyklad 3.0.13 W szczegdlnosci mamy tzw. n-wymiarowy torus T% = St x ... x St.

Przyktad 3.0.14 Pelna grupa liniowa GL (n) macierzy n x n nieosobliwych tworzy n?-
wymiarowq rozmaitost rézniczkowaq klasy C* o jednej mapie. Podat mape (zauwazyé, e
obrazem jest otwarty podzbior w R™,

4 Sklejanie rozmaitoSci

Przypomnijmy pojecie topologii ilorazowej. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna
i R C X x X dowolng relacjg réwnowaznosci na X. Niech X,r bedzie zbiorem klas
abstrakcji relacji R i oznaczmy przez m odwzorowanie rzutowania

m: X — X/, 7w(z)=|2].
Rozwazmy na przestrzeni ilorazowej X, rodzine zbioréw
Tri={AC X/ 7 '[A] €T}.

Wéwezas rodzina 7 jest topologig na przestrzeni ilorazowej Xz, nazywamy jg ilorazowq
i rzutowanie 7 jest wéwczas ciggle. Poza tym mamy taks charakteryzacje topologii ilo-
razowej: jest to najsilniejsza topologia w zbiorze X, p dla ktérej rzutowanie 7 jest ciggte.

Wiasnoéci topologii ilorazowe;j:

(a) éwiczenia. Niech Y bedzie dowolng przestrzenia topologiczng i f : X;p — Y
dowolng funkcja. Wtedy f jest ciagla gddy f o 7 jest ciggla.

(b) ¢wiczenia. Cigciem rzutowania 7 nazywamy funkcje s : X, — X taka, ze
mos =id, tzn. gdy [s (a)] = a (inaczej s (a) € a, s (a) jest jakim$ reprezentantem klasy a)
dla kazdego a € X/p. Jeli istnieje ciggle cigcie s woéwczas dowolna funkcja g : Y — X/p
jest ciagla gddy s o g jest ciagla.

(c) éwiczenia. Niech U C X bedzie podzbiorem nasyconym (czyli zawierajacym
cale klasy abstrakcji ktore przecinaja sie z U) z topologia indukowang z X, 7|U =
{UNV;V er}. Polézmy

U ={[z]; e U} C Xg.
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Skoro U’ jest podzbiorem X, to posiada topologie indukowans 7x|U" =
{U'NW; W € 1r}. Z drugiej strony mozemy na U rozwaza¢ relacje réwnowaznoSci
Ry = RN (U x U) a dalej przestrzen ilorazows U/ g, ze swoja topologig ilorazowa. Oczy-
wiscie U" = U/p, - jako zbiory. Sprawdzi¢, czy obie topologie na U’, indukowana i
ilorazowa, pokrywaja sie. [nie zawsze, ale tak jest gdy 7 [U] jest otwarty lub domkniety
w X/ - Engelking, BM 47, rozdzial 2, Tw 7]

Rozwazmy dwie roztaczne rozmaitosci Hausdorffa M; i M, tego samego wymiaru n i
wybierzmy na nich dwie mapy odwzorowujace swoje dziedziny na R" (wystarczy zadac
aby obrazami byty kule K (0,2 + ¢) dla pewnych dodatnich ¢).

(U1, ¢1) ma M,
(U27¢2> na M2

¢1 [Ul] = ¢2 [U2] :

Wycinamy z M; podzbiér zwarty K; = ¢;' [K (0, %)] i analogicznie wycinamy z M,

podzbiér zwarty K, = ¢,' [K (O,%)} Zwarte podzbiory przestrzeni Hausdorffa sa
domkniete, wiec M\ K jest otwartym podzbiorem M; oraz Mo\ Ky - otwartym w M.
Tworzymy sume tych rozmaitoSci

M = (MiN\NK1) U (My\K,) .

Rozwazamy pierécien P (O; %,2) = {x € R™; % < ||z|| < 2} oraz podzbiory V; C Uj i

Vo C U, okreslone nastepujaco

= pod)
s allods)

"Wsuwamy" jedng szyjke w drugg i sklejamy za pomoca odwzorowania ktére "przestawi"
kolejnos¢ brzegéw pierscieni, doktadniej wezmy dyfeomomorfizm p : P (O- 1 2) —

)9
P (O; %, 2) okreslony wzorem
x

.
||
1

(brzeg o promieniu 5 przechodzi na drugi brzeg o promieniu 2 i odwrotnie). Sklejanie
polega na utozsamieniu V; i V5 za pomoca bijekcji

p(r) =

Foo Vi—=V
F = ¢;'0pogy.
Doktadniej opisujemy to za pomoca topologii ilorazowej: w zbiér M wprowadzamy relacje

réwnowaznosci R nastepujaco:
T~y

gddy (a) z =y, lubz € Vi, y € Vo iy = F (), lub odwrotnie, y € V; i z € V; oraz
x = F (y) . Definiujemy przestrzen ilorazowa M /g z topologia ilorazowsa ktéra oznaczamy
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M, # M, (oznaczenie jest sensowne, bo okaze sie, ze otrzymane rozmaitoSci ilorazowe "nie
zaleza" od wyboru owych map sklejajacych, tzn. dokladniej méwige dla dwu wyboréw
takich map otrzymane rozmaitosci bedg dyfeomorficzne w sensie jaki opiszemy niebawem.

Twierdzenie 4.0.3 M /g jest rozmaitociq topologiczng. Jezeli wychodzimy od atlaséw
klasy C* to dostaniemy rozmaitosé klasy CF.

Dowdéd. Pokazemy, ze kazdy punkt [p] € M,z ma otwarte otoczenie homeomorficzne z ot-
wartym podzbiorem w R". Otrzymana mapa bedzie "z dokltadnoscig do sklejen punktow"
obcigeciem map z zadanych atlaséw (tak, ze klasa gtadkoSci pozostanie jaka byta).

(a) Rozwazmy [p] € M dla p € (M1\¢;1 [K (0, 2)]) U (M2\¢2‘1 [K (©, 2)}) =0 -
jest to zbidr otwarty w M i oczywiScie wysycony klasami abstrakeji (bo dla punktéw z tego
zbioru klasy sa jedno-elementowe, nic sie tam nie sklejalo). Zbiér 2 mozna traktowaé jak

podzbiér otwarty przestrzeni ilorazowej M/ r. Topologia indukowana na € z M/ - zgodnie
z wlasnoScia (c) topologii ilorazowej - jest topologia ilorazowsa - a ze sie nic nie sklejato

to jest to po prostu topologia indukowna z M. Zalézmy, ze p € M1\¢f1 [m] :
Wybieramy teraz dowolnie mape w otoczeniu p (z zadanego atlasu) o dziedzinie zawartej
M\ ¢;* [m} , mapa ta jest homeomorfizmem z topologii ilorazowej (bo w otoczeniu
p jak wyzej pokazaliémy topologia z M/ iz M pokrywaja sie.

(b) p € U\t [K (0 1)} (analogicznie dla p € Us\ ¢y " [K (0, l)}) Po wysyceniu

’ 2 2

U:= <U1\¢1_1 [K <0,%>

ktory jest otwarty w M (oba jego skladniki sg otwarte w U i w M). Niech U C Mg
bedzie zbiorem klas abstrakeji elementéw z U, poniewaz
1
K10, -

}:m

to U’ jest otwarty w M. Z c) topologia na U’ indukowana z M/ pokrywa sie a topologig
ilorazowa w przestrzeni U/ g, = U’ dla relacji Ry w U ktéra jest przecigciem relacji R ze

otrzymamy zbior

)UVQcM.

1

U = {la] € U} = {m e Ugr! [K (0:5) AN

zbiorem U x U, a wigc ktéra utozsamia punkty z V) C U1\¢f1 [K (O, %)} z punktami

z Vo przez F. Niech my : U — U’ bedzie rzutowaniem. Za pomoca mapy ¢,;U; —
K (0,2 +¢) C R" definiujemy odwzorowanie

- 1
by U — K (0,2 4+ ) \K (0,5) — W
wzorem ¢, ([z]) = ¢, (z) dla z € U\ ¢y ! [K (0, %)] . Zauwazymy, ze jest to homeomor-
fizm. 3
ciaglosc ¢, : U' — W . Wezmy zlozenie



5 oy (2) = { b (2); e U [K(0,3)]
¢ (F 1 (@) =plogy(a); €V
jest ono ciagle (¢, 0 F71 = ¢, o (¢51 opo ¢1)_1 = ¢, 0 ¢;1p_1 o 0y),

ciaglos¢ odwrotnego &1_1 : W — U'. Znajdziemy ciagle ciecie s, : U' = U/g, — U.
Okreslamy je wzorem

si([z)) =2z dla 2ze€UN\g;! [K (0, %)] :

Wzér jest dobry bo klasy [z] wyczerpuja wszystkie z U’. Zbadamy jego ciagloé:
otéz jego obraz jest réwny U\ ¢p* [K (0,%)] a ten zbidr jest otwarty w U. Zatem
wystarcza zobaczy¢, ze sy [B] jest otwarty dla otwartych podzbioréw B zawartych w
UN\¢; " [K ((), %)} . Z definicji topologii ilorazowej zbiér s; ' [B] C U,g,, jest otwarty gdy

7' [s7 [B]] C U jest otwarty, ale mj;* [s7! [B]] to suma klas abstrakcji punktéw z s;* [B]
£.j.
' [si'[B]] = BUF [B]=BUF[BNV]

a to jest zbior otwarty. Skoro zlozenie s; o éﬁ;l : W — U jest dane wzorem
~71 _ _
(51001 ") (w) = s (67" (w)]) = 67" (w)
to jest ciagle. m

WYKLAD 4, 29.X1.2011

5 Hiperpowierzchnie

Definicja 5.0.9 Macierzq Jacobiego odwzorowania f : R" D U — R™, w punkcie x € U
nazywamy macierz pochodnych czastkowych wspdtrzednych odwzorowania f w punkcie x

.= o @)

i<m,j<n

(dla skrétu bedziemy dalej pochodne czgstkowe oznaczaé takze inaczej ngi_ = ffj ).
J

Rzedem odwzorowania f: R™ D U — R™, w punkcie x € U nazywamy rzqd macierzy
Jacobiego odwzorowania ¢ w punkcie

(rank f), ;= rank [fllj (xﬂigm,jgk .

7Z liniowej algebry wiemy, ze jest to wymiar obrazu odwzorowania liniowego o macierzy
(Jf), (czyli wymiar obrazu rézniczki [mocnej] (Df), : R® — R™. Z algebry liniowej dalej
widzimy, ze warunki sg réwnowazne

1) (rank f), = n (zatem w szczegélnoéci musi by¢ n < m),
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2) dimIm (Df), = n,

3) (Df), jest monomorfizmem, czyli ker (Df), = 0.

Gdy n < m to odwzorowanie f : R® D U — R™ ktére jest w kazdym punkcie x
maksymalnego rzedu (rank f), = n nazywamy regularnym.

7 twierdzenia o dyfeomorfizmie jest

Whiosek 5.0.1 Odwzorowanie f : R* D U — R" (n = m) reqularne i globalnie
réinowartosciowe jest homeomorfizmem na obraz (jest dyfeomorfizmem tej klasy co ¢ ).

Przyklad 5.0.15 Odwzorowanie f : R* D U — R™, U C R", n < m, reqularne 1
globalnie réznowartosciowe nie musi byé homeomorfizmem na obraz! (odwrotne moze nie
byt ciagte!). Wezmy przyktad "petelka”.

Twierdzenie 5.0.4 (Tw o odwzorowaniu regularnym) Jezeli f : R* D U — R™,
n < m, jest odwzorowaniem reqularnym, to kazdy punkt x € U ma otoczenie G takie, ze
fIG : G — f [G] jest homeomorfizmem na obraz f[G] C R™ z topologiq indukowang z
R™.

Dowéd. (Analiza IV) Niech w punkcie x € U rank [ ffj (x)} = n. Wtedy istnieje

i<m,j<n )

rosnacy ciag indekséw I = (i1, ...,7,), 1 < i < ... < i, < m taki, ze macierz [f;s (x)]
jest nieosobliwa. Wybierzmy wspéirzedne

= ).
Z tw o dyfeomorfizmie f! jest dyfeomorfizmem pewnego otoczenia GG punktu x na otocze-
nie G’ = f1[G] punktu f! (x). Niech 7! : R™ — R" bedzie rzutem na osie I = (iy, ..., %,) .
Skoro f jest ciagle to fi¢ : G — R™ tez jest ciagle, wiec fi¢ : G — f[G] jest tez ciagle
gdzie na f [G] rozwazamy topologie indukowang z R™. Z diagramu

j’s

s
© 7 M (5.0.1)
¢ & o

_ -1
(zobaczy¢ przemienno$¢ !) (fic) f o ( f|IG) Oﬁllf[G} jest ciagle gdzie na f [G] rozwazamy
topologie indukowang z R™. m

Uwaga 5.0.2 Z dowodu widzimy takze, ze f‘IGo (f|G)_1 jest rzutem na osie I = (iy, ..., iy) .

Definicja 5.0.10 (1) Niepusty podzbior M C R™ nazywamy n-wymiarowa hiper-
powierzchniq topologicznag jezeli wraz z topologig indukowang jest rozmaitoscig topolog-
iczng (tzn. jezeli katdy punkt p € M ma otoczenie U otwarte w M ktére jest homeo-
morficzne z otwartym podzbiorem R™. Kazdy taki homeomorfizm ¢ : U — V, U C M,
V C R™ nazywamy mapg hiperpowierzchnin M. Odwrotny do niego ¢ ' : V — U nazywa
sie parametryzacjq M.

(2) Niepusty podzbiér M C R™ nazywamy n-wymiarowa hiperpowierzchniq kl. C*
gezeli kazdy punkt p € M ma mape ¢ : M D U — V C R" wokdt p dla ktérej parame-
tryzacja ¢tV — U C M C R™ jest rézniczkowalna kl. C* i jest reqularna.
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7 uwagi przed definicja mamy natychmiastowy wniosek:

Twierdzenie 5.0.5 Niech M bedzie n wym. podrozmaitoscig kl. CF w R™. Wtedy kazdy
punkt p € M ma otoczenie U w M na ktorym istnieje mapa ¢ ktora jest rzutowaniem na
pewne osie, ¢ = 7r|]U . Otoczenie to jest wykresem pewnej funkcji n zmiennych.

Dowdéd. Dla mapy ¢ bierzemy parametryzacje f = ¢~ ' i przy oznaczeniach j /W mapa
w otoczeniu danego punktu jest 7!|f[G] : f[G] — G'. Po odwréceniu odwzorowanie
g = (x'|f [G])_1 = (g%, ...,g™) ma wspétrzedne g' o numerach innych niz w ciggu I =
(i1, ...,1,) ktére sg funkcjami zmiennych (x;,,..,x;, ), jasne tez ze g’ (x;,,..,x;,) = T;,. ®

Przyktad n = 2, m = 3. M jest lokalnie wykresem funkcji f (x,y) lub f(x,z) lub
f(y,2).

Przyklad, n = 1, m = 3, M jest lokalnie wykresem funkcji (z(z),y(z)) lub
(y (x), 2 (x)) lub (z (y), 2 (y)) -

Jezeli juz wiemy, ze M jest hiperpowierzchnig to latwiej sprawdzi¢ aksjomaty na para-
metryzacje:

Stwierdzenie 5.0.1 Niech M bedzie hiperpowierzchnig n-wymiarowq kl. CF w
przestrzeni R™. Kazde odwzorowanie f : R™ D Q — R™ reqularne i réznowartosciowe
takie, ze f Q2] C M jest jej parametryzacjaq.

Dowdéd. Brakuje tylko otwartoéci f [2] w M i ciggloci odwrotnego f~1. Ustalmy x €
ip= f(x). Wokél p istnieje mapa ¢ : U — V ktéra jest rzutowaniem na pewne osie
I, ¢ = 7r|IU. Poniewaz na M rozwazamy topologie indukowang z R™ to f : 2 — M jest
ciagle. Zatem G := f~1[U] jest otwarty i zawiera z. Wezmy f! = 7l o f. Poniewaz mapa
o= 7r|]U jest homeomorfizmem to skladajac f‘IG = 7r|IU o fi¢ z lewej strony z ¢! dostajemy
réwnosc
f|G - ¢_1 Of\IG?
skad
-1
Poniewaz rézniczka (Df), jest monomorfizmem, to z tej réwnoéci wynika natychmiast

to, ze rézniczka D < f‘g) jest takze monomorfizmem co pociaga za soba (wobec réwnosci
x

wymiaréw) jej izomorficznoéé. Do f! i punktu z mozemy zatem zastosowaé twierdzenie
o dyfeomorfizmie i znalezé otoczenie z € G' C G i fl(x) € V' C V takie, ze f! :
G' — V' jest dyfeomorfizmem. Poniewaz parametryzacja ¢ ' : R* DV — U C M jest
homeomorfizmem to U’ := ¢! [V'] jest otwarty w U a wiec i w M. Ale

U=¢ V=0 [fIG]] =GN C .

Dowodzi to otwartosci zbioru f[(2] (kazdy jego punkt ma otoczenie otwarte w nim
zawarte). Wreszcie, skoro f = ¢ ' o fl na f~!'[U] to tym bardziej na G’ wiec

-1
f|*U} = ( flfg> o ¢y . Dowodzi to ciagglosci f~'na U a z dowolnoéci p ciggloéci f~1. =
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Cwiczenie 5.0.1 Pokazac, e odwzorowanie
f:R* - R?

dane wzorams

£ (u.0) 4u 4o 4 — y? — v?
u,v) =
’ 44+ u?2+v2" 44+ u2+02 4+ u2 402

jest parametryzacjq sfery S>.

Definicja 5.0.11 Niech M bedzie hiperpowierzchnig k-wymiarowq kl. C" w przestrzeni
R™ ¢ niech ¢y : U — M i ¢y : V — M bedq dwoma parametryzacjami w otoczenieu punktu
pEM (tzn. pe W = ¢, [UN@y[V] C M ). Funkcjg przejscia od ¢, do ¢4 (inaczej
zmiang zmiennych) nazywamy odwzorowanie

A=yl o ¢ W] — ¢y [W].

(Dla map z i y otoczenia punktu p funkcja przejscia A = yoz~' : z7'[D,ND,] —
y ' [D.NDy])
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WYKLAD 5, 7.XII. 2011

Twierdzenie 5.0.6 Niech M bedzie hiperpowierzchnia n-wymiarowa kl. C* w przestrzeni
R™. Funkcja przejscia dla dwu dowolnych map klasy C* jest dyfeomeorfizmem C* (tej
samej co klasa gtadkosci M ).

Dowéd. Niech ¢, : M DUy — Vi CR"1 ¢y : M D U; — Vo C R beda dwoma mapami
klasy C* takimi, ze U; N Uy # @. Oczywiécie odwzorowanie

A=¢y0¢r" 1 ¢ [U1NUs] — ¢y [Ur N U

jako ztozenie dwu homeomorfizméw jest homeomorfizmem. Wystarczy pokazaé gtadkoSe
A (z symetrii zalozen oznaczaé to bedzie takze gladkoéé odwrotnego, bo A~' = ¢, 0, ).
Wezmy dowolnie punkt €, [U; N Uy iniechy = A (z) = ¢py0¢] " (7). Pokazemy gladkos¢
A w otoczeniu punktu z. Z regularnogci parametryzacji ¢, wynika, ze istnieja indeksy
I = (i1,..ik), 1 < iy < ... < i < m takie, ze (gb;l)l = 7l o ¢, ' jest dyfeomorfizmem
otoczenia punktu G punktu y na pewien zbiér otwarty @ w R", (qb; 1)|IG G — Q.
Oznaczmy odwrotny do niego dyfeomorfizm przez p : ) — G, wtedy w otoczeniu punktu
p = ¢5" (y) mamy réwnos¢
by =por’

skad w otoczeniu punktu x mamy

A=d,08 = porog =podl
a to jest gladkie, co dowodzi gltadkosci A na otoczeniu punktu x. =

Whiosek 5.0.1 Hiperpowierzchnia n-wymiarowa klasy C* w R™ jest w naturalny sposdb
rozmaitosciq rézniczkowq klasy C* (wszystkie mapy klasy C* tworzq atlas klasy C* ).

Zadanie dla mlodych fizykéw (aby wzmocnili sity a analizy wielu zmiennych).

Twierdzenie 5.0.7 (O funkcji uwiklanej) Korzystajgc z twierdzenia o dyfeomor-

fizmie udowodnic twierdzenie o funkcji uvwiktanej: jezeli f : RP x R? — RP jest funkcjq

klasy C* taka, ze f (a,b) = 0 i det [ffj (a, b)} # 0 {dziedzina f moze byé mniejsza -
L,J<p

otoczenie punktu (a,b))} to istnieje otoczenie a € V- C RP i otoczenie b € W C RY takie,

ze jezeli w € W to istnieje jedyny punkt v (w) € V' dla ktérego f (v (w),w) = 0. Funkcja
W — V okreslona wzorem w —— v (w) jest klasy C*.

Jako zastosowanie rozwigzac¢ zadanie:

Cwiczenie 5.0.2 a) Korzystajgc wylqcznie z tw. o funkcji uwiklanej pokazaé, ze zbior
T = {(m,y,z); (x2+y2—|—z2+3)2 =16 (x2+z2)} cR?

jest 2-wymiarowq hiperpowierzchniq klasy C°.

b) Pokazaé, ze jest to powierzchnia obrotowa powstata przez obrét okregu (y — 2)2—1-22 =
1 wokdt osi OZ (jest to wiec torus).

c¢) Znalezt atlas zlozony z trzech map.

Cwiczenie 5.0.3 Niech p(t) = (y (t),z (t)) bedzie funkcjg [przebiegiem] klasy C® w R
(o zmiennych (y,z)) réznowartosciowym i takim, ze y(t) > 0. Pokazaé, e po obrocie
wokdt osi OZ otrzymamy powierzchnie klasy C'™°. Znalezc atlas ztozony z dwu map.
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6 Odwzorowania gladkie miedzy rozmaitoSciami

Definicja 6.0.12 Odwzorowaniem klasy C* z rozmaitosci rézniczkowej M klasy C* o
atlasie A w rozmaitosé N klasy C* o atlasie B mazywamy funkcje F : M — N takq, Ze
dla kazdego punktu p € M istnieje mapa ¢ € A i mapa ¢ € B takie, ze

(1,)]9 S D¢, F(p) S Dw,

b) F'(Dy) C Dy,

¢) odwzorowanie v o F o ¢! € CF (jako odwzorowanie miedzy podzbiorami otwartymi
w przestrzeniach kartezjanskich RE™M o RAmN ),

Odwzorowanie F : M — N jest ciagle. Jezeli F': M — N jest ciaggle to jest klasy C*
gddy dla kazdego ¢ € A i € B odwzorowanie 1) o F o ¢t € C* (z ciagloéci F' mamy
F~1(Dy) jest otwarty, wiec dla dowolnego p € F~! (D) znajdziemy mape ¢ € A taka,
ze D¢ c Ft (Dw) , skad F (D¢) C D¢.

Definicja 6.0.13 Odwzorowanie F : M — N nazywamy dyfeomorfizmem klasy C* jesli
jest bijekcja oraz F' i F~' sq klasy C*.

Cwiczenie 6.0.4 Wetmy P : R? — R? okreSlone wzorem
P (z,y) = (az® — 3azy® + ba® — by* + zx + d, 3az’y — ay® + 2bay + cy) ,
gdzie a® + b% 4 ¢ > 0. Za pomocq rzutu stereograficznego h.y okreslamy odwzorowanie
f:5%— 52
wzorem

[ hi'oPohy(p), #(0,0,1)
f(p)_{ " (0,0,1), pp:(%,(),l).

Pokazae, ze f : S? — S? jest klasy C°°.

Cwiczenie 6.0.5 Uogdlnienie powyzszego: Niech w : C — C bedzie ustalonym wielomi-
anem zespolonym réznym od statej.

w(z)=ap-2"+ar- 2"+ ...+ ay,

gdzie a; € C dlai=0,1,...,2 € C. Utozsamiamy C = R?. Rozwazmy rzut stereograficzny
h, z bieguna pdinocnego i potézmy f : S* — S? okreslone wzorem

— hilowoh-l-()? %(07071)
g(p)_{ i (0,0,1), ;;:1(90,0,1).

Pokazaé gltadkosé (klase C*°) odwzorowania g miedzy hiperpowierzchniami - sferami S?.
Podat przyktad odwzorowania w : R? — R? ktérego wspdlrzedne sq wielomianami rzeczy-
wistymi, dla ktorego teza nie zachodzi.

Cwiczenie 6.0.6 Kontynuacja zadania (5.0.2). Pokazaét, e powierzchnia T jest dyfeo-
morficzna z produktem kartezjanskim S* x S*.
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Kolejne wazne pytanie: Czy kaida spdjna rozmaitosc rézniczkowa jest dyfeomor-
ficzna z hiperpowierzchnia? Otdz tak jest gddy topologia rozmaitosci jest parazwarta.
(parazwartosé wprowadzit Dieudonne, za§ twierdzenia o zanurzaniu pochodzq od Whit-
neya, koniec lat 40-tych).

Twierdzenie 6.0.8 (Twierdzenie o zanurzaniu) Kaida spdjna n wymiarowa r102-
maitosc rozniczkowa Hausdorffa i parazwarta jest dyfeomorficzna z pewng hiperpowierzch-
nig n wymiarowq w przestrzeni R+,

7 Zbiory mierzalne na rozmaitoSci, miara i calka
Lebesque’a na hiperpowierzchni

Definicja 7.0.14 Niech M bedzie n-wymiarowq rozmaitosciq topologiczng. Podzbior A C
M nazywamy mierzalny w sensie Lebesque’a jezeli w R™ dla katdej parametryzacji ¢ : 'V —
U C M zbior ¢ [AN ¢ [V]] jest mierzalny w sensie Lebesque’a w R™. Oznaczmy rodzine
tych zbiorow przez My;. Podzbior A C M nazywamy zbiorem miary 0 jezeli dla kazdej
parametryzacji ¢ -V — U C M zbior ¢ [AN ¢ [V]] C R* ma zerowq miare Lebesque’a
w R™.

Pytanie. Czy jest prawda, ze jezeli dla ustalonej parametryzacji ¢ na rozmaitosci
topologicznej M i podzbioru A C ¢ [Dy] mamy ¢ ' [AN ¢ [Dy]] jest mierzalny to czy
zbior A € My, 7 Czy dla M = R” rodzina Mg~ powyzej zdefiniowana = rodzina zbioréw
mierzalnych w sensie Lebesque’a na R™ 7

Twierdzenie 7.0.9 (i) Rodzina My, jest o-cialem (czyli przeliczalnie addytywnym
ciatem) zbioréw zawierajgeym wszystkie zbiory borelowskie (tzn. zbiory z majmniejszego
o-ciata podzbiorow M zawierajgcego zbiory otwarte.

(11) Rodzina My jest jest zupelna, tzn. kazdy podzbior zbioru miary zero jest mierzalny
1 ma miare 0.

Dowdéd. (i)

1) 9y, jest przeliczalnie addytywnym cialem podzbioréw przestrzeni M.

a) e My,

b) gdy A € My to M\ A € My,

c)gdy A, € My, n=1,2,... to | _, A, € M.

Niech ¢ bedzie dowolng parametryzacja na M. a) ¢ ' [@] = @, b) ¢ '[M\A] =
o~ [M]NG 4] = VN [4] Jest mierzalny, ©) 6 [Upew An] = Unen @' [An] jest
mierzalny.

2) kazdy zbiér A otwarty w M nalezy do My, bo ¢~ ' [A] jest otawarty w R,

3) kazdy podzbiér borelowski nalezy do 90t,. Istotnie, skoro 7y, C My, a My, jest
o-cialem to najmniejsze o-cialo zawierajace 7, musi by¢ zawarte w 9y,.

(ii) Niech A bedzie miary 0 i niech B C A. Wéwczas dla dowolnej parametryzacji
¢ mamy ¢ ' [BN@[Dy]] C ¢ [AN@[Dgy]]. Ten drugi jest mierzalny, wiec z zupemosci
miary Lebesque’a na R” mamy mierzalnoé¢ i miare zero dla ¢ ' [BN ¢ [Dy)]. =
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Twierdzenie 7.0.10 (O istnieniu miary i calki Lebesque’a na hiperpowierzchni)
MIARA) Niech M C R™ bedzie n-wymiarowq hiperpowierzchniowq klasy C*. Wowczas
istnieje doktadnie jedna miara p,, okreslona na o-ciele My, taka, Ze

(*) dla dowolnej parametryzacji ¢ -V — U C M [klasy C'] jezeli A C ¢ [V] i A € My

to jego miara jest rowna
)= [ 16
o [A]

gdzie |¢'| oznacza tzw. modul pochodnej okreslony nastepujaco: gdy ¢ = (¢1, ...,¢m) :
U—R" to

of o [
g= | T | |

1<i1<...<in < i i
<1 in<m ¢|n ¢‘;

CALKA) Funkcja rzeczywista f : A — R okreSlona na zbiorze mierzalnym A C M
hiperpowierzchni M wymiaru n jest mierzalna w/qg miary gddy dla kaidej parametryza-
cji ¢ V. — U C M superpozycja f o ¢ jest mierzalna wzgledem n-wymiarowej mi-
ary Lebesque’a na R"™. W szczegdlnosci kazda funkcja ciggla na M jest mierzalna. Jesli
AeMy i AC @[V], gdzie ¢ : V — U C M jest parametryzacja, to dla dowolnej funkcji
rzeczywistej f: A — R mierzalnej w sensie miary ji,; zachodzi wzor

IREE
A= [ = [ 10

WYKLAD 6, 13.XII. 2011

W szczegolnosci

Dowdd. Przestrzen R™ z naturalnag topologia jest oSrodkowa. Istotnie, prostopadtos-
ciany o wymiernych bokach {(z1,...,x,); a; < x; <b;, i =1,2,....m} a;,b; € Q sa rodz-
ing przeliczalng i rodzina ta stanowi baze. Podzbiér M przestrzeni osrodkowej jest
przestrzenia, oSrodkows (przeciecia B, N M stanowia baze dla M ).

Twierdzenie Lindel6fa. Dla kazdej rodziny (Ai),er podzbioréw otwartych
przestrzeni osrodkowej istnieje podzbior przeliczalny Ty C T taki, ze UteTO Ar = Uyer Ar-

Dowd6d nietrudny, patrz np. Sikorski BM 28, Tw. III, 5.1.

Hiperpowierzchnia M jest oSrodkowa (jako podzbiér R™ ). M jest suma otwartych
w M podzbioréw U ktére sa dziedzinami map. 7 Tw. Lindelofa wynika, ze z rodziny
tych otwartych podzbioréw U pokrywajacych M mozna wybrac ciag przeliczalny U,,. Tzn.
istnieje ciag parametryzacji ¢, : V,, — U, C M taki, ze M = |J,2, ¢, [V,] . Okredlamy
rodzine podzbioréw:

— By = ¢1 [Vﬂ ’

— By =0, [Va]\ (0, Vi]U ... U ¢, [Vi]) dlan > 1.
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Zbiory te naleza do My, (bo sa borelowskie), sa rozlaczne oraz M = |J,-, B,. Dla
dowolnego zbioru A € My, oznaczmy C,, = B, N A. Oczywiscie C,, € M. Kladziemy

A) = ap
o (=3 [

Latwo sprawdzamy, ze 11, jest miarg (dla A = J,._, A,, podzbioréw rozlacznych mierzal-
nych zachodzi pu,, (A) = >~ pas (An) - sprawdzi¢! ). Teraz sprawdzamy speienie
warunku (*). Niech A C ¢[V] gdzie A € My, i parametryzacji ¢ : V. — U C M. Oz
naczmy przez A, funkcje przejécia dla ¢, i ¢, A, = ¢, o ¢. Wtedy dla C,, = B, N A
mamy C,, C UNU, oraz

Ay [Qb_l [On” = ¢T_Ll [Cal -

7. Tw o calkowaniu przez podstawienie

I R ALY SRR
¢ ' [Cn] ¢~ [Cn] ¢~ [Cn]

(bo (|¢),| o Ay,) - |AL| = |¢'| - patrz szczegdty Sikorski V 3.5 - na mocy prostych wlasnosci
wyznacznikéw). Sumujac po n otrzymujemy p,, (A) = [ 6 1A) |¢'| . Warunek (*) okre$la
miare jednoznacznie.

CALKA) Najpierw pomocniczy lemat:

Lemat. Dowolna hiperpowierzchnia M’ wymiaru < n zawarta w hiperpowierzchni
n-wymiarowej M ma miare fi,; ré6wng zeru.

Dowéd lematu. Wystarczy pokaza¢, ze dla dowolnej parametryzacji ¢ : V —
U C M zbiér ¢ ' [M'] ma miarg zero. Oczywiécie ¢! [M’] jest hiperpowierzchnia w
V' (éwiczenie! ). Zagadnienie sprowadza si¢ zatem do pokazania, ze hiperpowierzchnia
M w R™ wymiaru < m ma miar¢ Lebesque’a m-wymiarowa réwna zeru. Tak jest w
istocie, bo z tw. Lindelofa M jest suma przeliczalnej rodziny zbioréw otwartych w M
ktore sa wykresami funkcji kl. C*. Wiemy z klasycznej teorii ze wykres taki (nawet dla
funkcji mierzalnej) ma miare zero.

Cd dowodu. Dowdd klasyczny: najpierw dla funkcji charakterystycznych zbioru
mierzalnego, potem dla funkcji prostej, potem przez przejScie graniczne dla funkcji
mierzalnych nieujemnych i wreszcie dla dowolnych mierzalnych przez roztozenie na sume
czesci niedodatniej i nieujemnej. m

Cwiczenie 7.0.7 (1) Gdyn =1, tzn. M = L jest krzywg w R™ o parametryzacji ¢ to
dla mierzalnego zbioru A C ¢ (Dy) i funkcji mierzalnej f : A — R otrzymujemy

iy, = op(t) -1/ (&) () + ... + (¢™) (t)*dL.
[ pmi= [ re0® V@) 0+ x @7 0

(2) dlan =2 im = 3 (powierzchnia 2-wymiarowa w R?) dostajemy wzor (¢, A i f
jak wyzej)
¢ 09
fdup :/ fo¢x,y-‘—><—Hdmdy.
/A M o 1A] (=.9) dr  dy
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Cwiczenie 7.0.8 Obliczyé pole powierzchni réwnolegtoboku w R* rozpietego na wek-
torach [1,2,—3,4], [2,0,2, —3| (réwnolegtobok jest mierzalnym podzbiorem na odpowiedniej
plaszczyznie - 2-wymiarowej hiperpowierzchni w R*). Uogdlnié rezultat na obliczenie ob-
jetosci k-wymiarowego réwnolegtoscianu rozpietego na wektorach ay, .., a; w przestrzeni n
wymiarowej R™.

8 Przeciwobraz wartosci regularnej

Poznamy tu tylko najprostsza wersje twierdzenia o przeciwobrazach. Dla duzo ogélniejsze;j
patrz znakomita ksigzka
— R.Narasimhan Analysis on complex and real manifolds.

Definicja 8.0.15 Niech F': R" D Q — R™ bedzie odwzorowaniem kl. C*. Punkt x €
nazywamy punktem krytycznym jezeli rézniczka (DF), : R™ — R™ nie jest epimorfizmem.
Rownowaznie, jezeli macierz Jacobiego (JF'), ma rzad mniejszy od m. Obraz F (x) punktu
x nazywamy wartosciq krytyczng odwzorowania F'. Punkt'y €eR™ ktory nie jest wartosciq
krytyczng nazywa si¢ wartosciq reqularng.

W szczegdlnodei, kazdy punkt y eR™\ F [Q)] jest wartoScia regularna. Zauwazmy tez,
ze punkt y € F[Q)] jest wartoScig regularng jezeli zaden punkt x € F~![{y}]| nie jest
krytyczny.

Przyklad 8.0.16 Weimy F (z,y) = x* + y*. Czy 1 jest wartoscig reqularng? Zbadamy
punkty z przeciwobrazu F~'[{1}] = S' = {(z,y); 2> +y* =1}. Niech (xo,y0) € S*.
Obliczamy macierz Jacobiego (JF)(IMO) = [2x0, 2yo] . Jej rzad jest mniejszy od 1 gdy jest
rowny 0 t.j5. gdy o = 0 = yo. Ale (0,0) nie nalezy do S*. Zatem 1 jest wartosciq regularng.

Twierdzenie 8.0.11 Jezeli ' : R" D Q — R™ jest odwzorowaniem kl. C* ia € R™ jest
wartosciq reqularng takq, e F~' [{a}] # @ to przeciwobraz F~1 [{a}] jest hiperpowierzch-
nig n —m wymiarowq klasy CF.

Dowdéd. Niech xo € F~' [{a}]. Z zalozenia, ze a jest wartoicig regularng mamy (DF),
R™ — R™ jest epimorfizmem, tzn. jego rzad (czyli rzad macierzy Jacobiego) jest réwny
m. Oczywiscie n > m. 7 definicji rzedu macierzy wynika, ze istnieja indeksy j; < ... < jn
ze zbioru {1,2,...,n} takie, ze

et [, ()], #0

7,s<m

Dla uproszczenia rozwazan, zmienmy numeracje zmiennych, tak aby ji, ..., j,, byly ostat-
nimi m indeksami spoéréd {1,2,...,n}, t.j. aby to byly ton—m+1,n—m+2,... . n.
WeZzmy pomocniczo odwzorowanie

G:Q—=R"?

G (21, .y Tp) = (:L’l, oo Ty FY (15 oy T) 5 ey F™ (2, ...,xn)) )
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Obliczmy jego macierz Jacobiego w punkcie x,

1 -+ 0
: : *
0 --- 1
JG — m
( )xo 0 --- 0 F]}’L—m—l—l F|n—m+1

(w lewym gérnym rogu jest macierz jednostkowa wymiaru n — m. ).

det (JG),, =1-det I

%
\n—m-i—s} 1§i,s§m %

Z Tw. o dyfeomorfizmie G jest dyfeomorfizmem pewnego otoczenia 2" punktu x, na
otoczenie 2" punktu G (x0) = (o1, -, Ton—ms A1y -y Q)

GIQ Q- Q"

Wykazemy, ze
GUYNF ' (a)] =Q"NnH

gdzie H jest n —m wymiarowa hiperpowierzchnia (hiperplaszczyzna) o réwnaniu

Tpn—m+1 = a1
Tp—m+2 = A2

Ty = Q-
"C " Niech b€ Q' NF(a). Wtedy G (b) € G [Y] = Q. Poza tym F (b) = a wigc
G (5) = (brsoos byms Y (B) oot ™ (B)) = (b1 ooy by, 11, 1) € H.
"> " Niech y € Q"N H. Wéwczas
Yn—m+1 = Q15 -y Yn—m4m = Qn
oraz skoro Q" = G [QV'] to y = G (b) dla pewnego b € V. Zatem
Y1y Un) = Y1y ooy Ynem, A1, oy ) = G (b) = (bl, s b, FL (D), .., F™ (b)) .

Stad A
a; = " (b)

£.j.
a=F(b)

co oznacza, ze b € F~! (a). Zatem y = G (b) dla b € F~! (a) N Y. Dowodzi to szukanej
réwnosci.
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Wezmy
V={(x1, s Tpn-m); (X1, s Ty, 1, ..y ary) € Q"N H}

i homeomorfizm (obcigcie rzutu na pierwsze n — m osi)
. n—m
priH : H—=R"™ (X1, ., Tpom, Q1 eey ) — (1, ooy T

oraz
U=QNF"'(a) C F'(a) - otwarty podzbiér w F~* (a).

Pokazemy, ze
f=Go(prlH) " [V

dane wzorem
f (xla ...7I'n_m) = G_l (xla cory Tn—my A1y - oey am)

jest parametryzacja zbioru F~! (a) w otoczeniu xg.

1) ¢ jest kl. C* bo G~1 jest kl. C*.

2) ¢ jest homeomorfizmem R® > U — F~'(a) NV C F~'(a) jako zlozenie homeo-
morfizmoéw.

3) ¢ jest regularne poniewaz jego macierz Jacobiego zbudowana jest w ten sposoéb, ze
wierszami sa pochodne czastkowe G~ po 21, ..., T,_m a one sg liniowo-niezalezne. m

WYKLAD 7, 20.XII. 2011
Uogolnienie bez dowodu (¢wiczenie)

Twierdzenie 8.0.12 (a) Jezeli F': 0 — R™ jest klasy C* i Q C R™ jest hiperpowierzch-
nig wymiaru 1. Jezeli F~1[Q] # @ i katdy punkt y € Q jest wartosciq reqularng odw-
zorowania F to F~1[Q)] jest tez hiperpowierzchniq kl. C* i obie Q oraz F~'[Q] majq ten
sam kowymiar, tzn n — dim F~1 [Q] = m — dim Q.

UWAGA. Po wprowadzeniu wektoréw stycznych do rozmaitoSci i przestrzeni sty-
cznych oraz rézniczki odwzorowania miedzy rozmaito$ciami oraz pojecia podrozmaitosci
mozna bedzie tatwo uogdlni¢ powyzsze dwa twierdzenia na odwzorowanie F' miedzy roz-
maitosciami. Poza tym mozna iS¢ jeszcze dalej w kierunku twierdzenia

Twierdzenie. Niech F : M — N bedzie odwzorowaniem klasy C*, Q C
N podrozmaito$cia N. Jezeli F jest transwersalne do @, tzn. dla kazdego x € F~![Q]
zachdzi réwnosc przestrzeni wektorowych

Im (DF) (z) + Tp@) @ = Tre)N,

woéwcezas F~1(Q) jest podrozmaitoécia rozmaitosci M.
Dowéd w Narasimhanie.
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Cwiczenie 8.0.9 Zadanie 58. Znalesé wartosci reqularne odwzorowania
g:R* S5 R,
(x,y) — (m2+y2)2—4a(x3+y2(a+x)), a # 0.
Cwiczenie 8.0.10 Zadanie 59. Znaleié wartosci reqularne odwzorowania
9:R)\{(0,0)} = R,
(0,0) — () —da (P + P (a+2), a0,
Cwiczenie 8.0.11 Zadanie 60. Znaleié wartosci reqularne odwzorowania
g R*=R, (z,y)—z(2®+y°) —2ay®, a#0.
Cwiczenie 8.0.12 Zadanie 61. Czy 0 jest wartosciq reqularng odwzorowania
g:RE—=R, (2,9)r— (:1;2 + y2)3 —a*2®y?,  a #0.

Przyklad 8.0.17 62 Czy zbior H = {(v,y,2) € R xy =23 -3, yz =z + 22} jest
hiperpowierzchnia?

Cwiczenie 8.0.13 Zadanie 63. Pokazaé, e podzbiory f~1(0), ¢~1(0), h=*(0) sq
hiperpowierzchniami kl. C* (a #0,b#0 )

[iR =R, (2,y,2) — 2+ = d,

g: R =R, (x,y,z)l—>y—sinh%,

h:R?® — R? (x,y,z)l—><x2+y2—a2,y—sinh%).
Pokazae, ze h='(0) jest linig srubowa.

Cwiczenie 8.0.14 Zadanie 64. Pokazaé, ze podzbiory M = f~1(0), N = ¢~ (0), oraz
M NN sa hiperpowierzchniami kl. C* (a >0 )

fﬂRS_}Ra (x,y,z)»—>az2+y2+z2—a2,
g:R* =R, (1,y,2)— 2°+9* —ax.

Cwiczenie 8.0.15 Zadanie 65. Sprawdzi¢, se zbior

z? — y2 +23=-1
opisuje powierzchnie. Znalez¢ jej dowolng parametryzacje w otoczeniu punktu (0,1,0).
Cwiczenie 8.0.16 Zadanie 66. Pokazaé, e M = h= (0) jest krzywg kl. C* dla

h:R?® — R (m,y,z)r—>(:p2+y2—|—z2—1,x2+y2—2x).
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9 Grupy Liego

9.1 Definicja i wstepne wlasnoSsci
RozmaitoSci rézniczkowe i odwzorowania klasy C'* bedziemy nazywac¢ krétko gtadkimia.

Definicja 9.1.1 Grupg Liego nazywamy grupe G ktéra ma strukture gtadkiej rozmaitosci
rézniczkowej [nie zakladamy apriori 2adnych aksjomatéw oddzielania ani II aksjomatu
przeliczalnosci - bedzie to wynikalo z aksjomatow] i dla ktorej grupowe dziatanie

2 GEGxGE -G
jest gtadkie.

Przyklad 9.1.1 Grupa R" z dodawaniem i standardowq strukturg gtadkiej rozmaitosci w
R"™ jest grupg Liego bo dodawanie + : R™ x R™ — R"™ jest odwzorowaniem gtadkim.

Przyklad 9.1.2 Grupa macierzy rzeczywistych nieosobliwych GL (n,R) jako otwarty
podzbior w R™ jest gtadkaq rozmaitosciq, mnozenie macierzy (AB)! = X AfBi jest
okreslone po wspdtrzednych jako funkcja wielomianowa, jest wiec gladka. Zatem GL (n,R)
jest grupa Liego.

Cwiczenie 9.1.1 Jezeli F : R" D Q — R™ jest odwzorowaniem klasy C* oraz M C Q C
R"™ 4 N C R™ sq hiperpowierzchniami klasy C* takimi, ze F[M] C N, to indukowane
odwzorowanie F' : M — N jest klasy C*.

Przyklad 9.1.3 Hiperpowierzchnia gladka S* C C z mnozeniem liczb zespolonych
(z,w) — z-w (w zapisie wykladniczym dla liczb o module 1 e?-e™ = ™) ) tworzy grupe
Liego. Dlatego, e mnozenie liczb zespolonych C x C — C (R? x R? — R?) jest gladkie
wiee jego obciecie do St x S — S na mocy poprzedniego éwiczenia jest tez gladkie.

Przyklad 9.1.4 Jesli Gy i G5 sq grupami Liego, to produkt kartezjanski Gi x Gy z pro-
duktem rozmaitosci i produktem mnozenia grupowego jest grupqg Liego.

Niech G bedzie grupg Liego. Lewa translacja L, : G — G, L, (g9) = ag, jest gladka (

G s—le) G x G — G ); skoro L,-1 tez jest gladka oraz L,-1 jest odwrotne do L,, L, o

Ly =1doraz L,~10 L, =1d to L, jest gtadkim dyfeomorfizmem.

Analogicznie prawa translacja R, : G — G, R, (g) = ga, jest tez dyfeomorfizmem.
Twierdzenie 9.1.1 Jezeli G jest grupg Liego to operacja odwracania elementow ~' :
G — G, g+ g1, jest dyfeomorfizmem.

Dowéd. Poniewaz ~! : G — G jest bijekcja oraz odwrotng jest ona sama to wystarczy
pokazac gladko$¢ odwracania. Pokazemy, ze wystarcza udowodni¢ gtadko§¢ w otoczeniu
jednoéci e € G. Wezmy dowolnie g € G. Zauwazmy, ze

1= Ry o ! oLg-1,
Ry10 oLy1(h) = Rg10' (g7'h) = Ry ((gilh)&) = Ry (h'g)
= hlggt=hTt =" (h),
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poza tym L,-1 przeprowadza otoczenie punktu g na otoczenie jednosci e, wiee jeSli ' jest
gladka w otoczeniu jednoéci e to ~' = Ry-1 07! oL,-1 jest gladka w otoczeniu g.

Do pokazania gladko$ci ~! w otoczeniu jednoéci e wezmy dowolng mape ¢ : U — V
w otoczeniu e € U. Poniewaz mnozenie - : G X G — G jest gladkie, to jest ciagle,
wiec (1)U C G x G jest otwartym otoczeniem (e, €) a, ze na produkcie mamy topologie
produktowa, to istnieje otoczenie e € V takie, ze VxV C (-) " U czyli V2 C U. Przenieémy
mnozenie - : V x V — U za pomoca mapy ¢|V i ¢ do otwartych podzbioréw przestrzeni

Euklidesowej R™ (n = dim M)
VxV — U

ol 1o
sVIxolV] L o[U].

Poniewaz g - e = g to f(w,0) = w dla wszystkich w € ¢[V]. Stad w szczegdélnosci

ffj (0,0) = &7 czyli det [ f‘ij (0,0)] # 0. Dla lepszego ogladu oznaczmy identyczne
i,j<n

czynniki w V' x V przez V; i V; kolejno. Z twierdzenia o funkcji uwiklanej istnieja otoczenia

0 € V] C Voraz 0 € Vj i jednoznacznie okreélone gladkie odwzorowanie p : V, — V/

ktére jest uwiklane w réwnanie f (x,y) = 0 czyli speliajace réwnosé¢

fp(y),y)=0.

Pozostaje zauwazyc¢, ze odwzorowanie p odpowiada w mapie ¢ odwracaniu elementéw w
grupie G, ¢ ' opo ¢ ="" Istotnie, z przemiennoéci diagramu mamy

o (f(my) =0 " (x)- ¢ (y),

zatem, skoro ¢ (e) = 0, to f(z,y) = 0 gddy ¢ ' (x) - ¢ ' (y) = e, skad z réwnoéci
F(p(y),y) = 0 otrzymujemy

Dla y =  (g) jost

9.2 Grupy topologiczne, podstawowe wlasnoSci topologiczne.

Uwaga 9.2.1 W definiowaniu grupy topologicznej trzeba dotozyc aksjomat o cigglosci
odwracania - nie ma z czego tego wywnioskowaé /powinien byé przyktad grupy na prz.
top. dla ktorej mnozenie jest ciggle a odwracanie nie - nie znam.

Lemat 9.2.1 Elementarne wlasnosci topologiczne grupy topologicznej [w szczegdlnosci
grupy Liego]. Niech G bedzie grupg topologiczng i niech U,V bedq jej otwartymi podzbio-
Tams.
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Dla a € U zbior

aU := L, [U]
jest otwarty /L, jest homeo.

UV ={gh;geUheV}=|] gV
g
jest otwarty.

Jesli e € U to istnieje otwarte otoczenie jednosci e € W takie, 2e W2 C U /z
ciggtosct mnozenia.

Ul= {gil;g € U}
jest tez otwarty / bo ~' jest homeo.

e Jeslie € U to istnieje otwarte otoczenie jednosci e € V takie, 2 V =V 1 V2 CU

/ bierzemy najpierw otoczenie e € W takie, 2e W? C U a nastepnie V.=W NW~1,

Uwaga 9.2.2 Oczywiste: jesli G jest grupa topologiczng @ H C G jest podgrupg,

to H z topologiq indukowana jest podgrupg topologiczng.  Podgrupe ktdra jest ot-

wartym podzbiorem nazywamy otwartq podgrupa, zas ktora jest domknietym podzbiorem -
domknietq podgrupq.

Lemat 9.2.2 Podgrupa otwarta H grupy topologicznej G jest tez domknieta.
Dowéd. Pokazemy ze G\ H jest podzbiorem otwartym. Niech g ¢ H. Wtedy gH C

(G H) . Istotnie, niech = € gH i przypusémy, ze x ¢ G\ H, czyli © € H wéwczas x = gh
dla pewnego h € H i g = xh™! € H wbrew zalozeniu. Stad

ONH =], (9H)

jest otwarty. m

Stwierdzenie 9.2.1 Spdjna grupa topologiczna G jest generowana przez dowolne otocze-
nie otwarte jednosci.

Dowéd. Niech U bedzie otwartym otoczeniem jednosci e € U C G. Oznaczmy przez H
najmniejsza podgrupe G zawierajaca U (jest to podgrupa generowana przez U). H jest
otwarta bo dla dowolnego h € H zachodzi hU C H. Z lematu H jest tez domknigta, wiec
ze spéjnosci H = G. =

Lemat 9.2.3 Jesli G jest grupg topologiczng T to jest Tb.

Dowdd. Najpierw zalézmy, ze g # e. Pokazemy, ze istnieja otwarte otocznia e i g
roztaczne. 7 zalozenia T istnieje otoczenie e € U nie zawierajace g, g ¢ G. Z ciagloSci
mnozenia i odwracania (elementarne wlasnosci) znajdujemy otoczenie e € V' takie, ze

VWV cU

Woéwezas Vg NV = @. Istotnie, gdyby istnial x € VgNV to z = hg dla pewnego h € V'
stad g = h™'x € V-V C U wbrew zalozaniu. Zbiory V i V¢ oddzielajg wiec e i g.

Ogdlnie, niech g,¢" € G. Z poprzedniego istnieja otoczenia W i W’ oddzielajace e i
g tg'. Wtedy gW i gW’' oddzielajg gig. =
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9.3 Grupy Liego - wlasnosci topologiczne cd.

Uwaga 9.3.1 Dowolna rozmaitosé topologiczna M (bez zaktadania aksjomatow oddziela-
nia) jest Ty. Istotnie, niech x,y € M, x # y. Jesli x i y lezq w dziedzinie jednej mapy
¢:U =V, x,y €U toskoroR" jest Ty to punkty ¢ (z) i ¢ (y) mozna oddzieli¢ roztgeznymi
zbiorami otwartymi ¢ (z) € Vi i ¢ (y) € Vo w V. Wtedy x € Uy := ¢ ' [Vi] jest otwarty w
M iy ¢ U. Jesli x iy nie lezq w jednej mapie i ¢ : U — V jest mapq takg, 2e x € U
orazy ¢ U to U oddziela x i y.

Jako wniosek dostajemy
Stwierdzenie 9.3.1 Kazda grupa Liego jest T5.
Troche trudniej jest udowodnic
Twierdzenie 9.3.1 Kazda spdjna grupa Liego G ma baze przeliczalng.

Dowdéd. Szkic:

1. e € U = U! - otoczenie wspéhrzedno$ciowe, homeomorficzne z V' C R", ma
oSrodek S C U (przel i gesty),

2. 8:=5"U(S) "' =81 CU jest przeliczalny i gesty w U,

3. H podgrupa generowana przez S, jest przeliczalna.

4. H = @. Istotnie: niech g € G i niech ¢ € V C G dowolne otwarte otoczenie g w
G. Pokazemy, ze istnieje h € H taki, ze h € V. U generuje G wiec g = gi1...9p, ¢; € U. Z
ciaglo$ci mnozenia znajdziemy otoczenia g; € V; C U takie, ze V; - ... -V, C V. Skoro S
jest gesty w U to istnieja hq, ..., h, € S takie, ze h; € V;. Stad h:==hy-...-h,c HNV. m

WYKLAD 8, 4.1. 2012

10 Wektory i przestrzenie styczne do hiper-
powierzchni

Definicja 10.0.1 Niech M C R™ bedzie n - wymiarowq hiperpowierzchniq klasy C*,
k > 1, i niech p € M. Wezmy dowolng parametryzacje g : R* DOV SUcCM hiper-
powierzchni M obejmujaca p, p € U, i niech p € g () dla x € V. Przez (Dg), : R — R™
oznaczmy rozniczke odwzorowania w punkcie x. Przestrzeniq styczng do hiperpowierzchni
M w punkcie y nazywamy obraz rézniczki odwzorowania g w punkcie x

T,M = Im (Dg), C R™.

Zauwazmy, ze definicja przestrzeni stycznej do hiperpowierzchni M jest poprawna,
tzn. nie zalezy od wyboru parametryzacji.

W tym celu wezmy dwie parametryzacje g; : Vi S U, cM , g2 @ Va SU,Cc M
otoczen punktu p € U; N Uy i niech p = gy (71) = g2 (z2) . Wezmy (Dg), : R* — R™ i
(Dg),, : R" — R™, rézniczki odwzorowati g; i go w punktach odpowiednio z; i 3.
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Wezmy funkcje przejécia A = g, ' o g1, jest to dyfeomorfizm otoczenia punktu z; na
otoczenie punktu x,, jego rézniczka w kazdym punkcie jest izomorfizmem. Stad skoro
g1 = g2 o A (w otoczeniu x1), to

Im (Dgy),, =Im (D (g2 0 A),,) = (Dg2),, [Im (DA),,] = (Dg2),, (R") = Im (Dgs),, -

Dla parametryzacji g : V — U C M hiperpowierzchni M i punktu x € V oznaczmy

przez (dg), : R™ = Ty M izomorfizm liniowy taki, ze
d
(Dg), : R" D 1 M — R™,

Jasne, ze gdy M jest podprzestrzenia wektorowa lub jest hiperpowierzchnia - warstwa
wzgledem M (czyli réwnoleglym przesunieciem M, v + M - a wiec hiperplaszczyzna o
przestrzeni wektoréw réwnolegltych M) to przestrzen styczna do M w kazdym punkcie
jest réwna M.

Whniosek 10.0.2 Standardowa notacja bazy przestrzeni stycznej T,M za pomoca mapy
x. Niech x = (x1,....,x,) : M DU — V C R" bedzie mapg na rozmaitosci M w otocze-
niu punktu p € U, wedmy parametryzacje x~'. Niech e; bedzie bazg R™ wersoréw osi
wspdlrzednych. Wektory (stanowiq baze)

(d:c’l)x(p) (e;) € T,M

oznaczamy
0
Iz Ip’
0 .
Oy = (dz )I(p) (i)

Dla funkcji gtadkiej f : M — R przez pochodng w kierunku wektora %Ip rozumiemy liczbe

a?:i » (f) = g—i (p) okreslong wzorem

L) = (ou), o)

czyli D (f ox_l)x(p) (€i). Oznaczajac zwykte pochodne czqstkowe w R™ (czyli j/w dla
mapy identycznosé x = (x1,...,x,) = Idgn moina te: tradycyjnie napisat % (p) =

25 (2 ().

Definicja 10.0.2 Niech M C R™ i N C R! bedg hiperpowierzchniami klasy C* wymiaréw
n 1 k odpowiednio, oraz f : M — N niech bedzie odwzorowaniem gladkim. Wezmy p € M
iq=f(p) € N. Przez df, : T,M — T,N oznaczmy pochodng (réiniczke) odwzorowania
w punkcie p zdefiniowana jak nastepuje. Wezmy dwie dowolne parametryzacje: g : 'V —
UC M, h:V"— U C N otoczenia punktu p i q, odpowiednio, takie, ze f[U] C U’

32



Stad f =htofog:V — V' jest dobrze okreslonym przeksztatceniem gtadkim, oraz w
otoczeniu p

f=hofog™
Niech x = g~ (p) iy = h™' (¢q) . Kladziemy

df, = dh, o <D f)x o (dg);" : T,M — T,N.

Bardzo tatwo sprawdzamy ( Cwiczenie ) poprawnosé definicji, czyli niezaleznosé od wyboru
parametryzacyi.

Réwnie latwo obserwujemy, ze dla odwzorowania F : R™ D Q — N C R! i punktu
x e
(DF)x (Rm) C Tp(x)N,

czyli
(DF), : R™ s 7 N R
Latwo sprawdzamy regule laficuchows d(fog), = (df),q, © (dg), dla superpozycji
odwzorowan miedzy hiperpowierzchniami.
Opiszemy rézniczke df, : T,M — Ty N w terminach wektoréw bazowych dla map

wokét p i f (p) .

Lemat 10.0.1 Niech f : M — N bedzie odwzorowaniem klasy C* miedzy hiper-
powierzechniami M i N i niech x = (x1,...,2,) 1y = (Y1,...,Yx) beda mapami na M
i N w otoczeniach punktow p i f (p). Wtedy

o\ _x-0Wolf) 0
Ay (8:@- |p) N Zl T or (p) - 8—%”(”- (10.0.1)

Dowéd. Dla odwzorowania F miedzy przestrzeniami Euklidesowymi F : R* — RF
rézniczka dF), jest odwzorowaniem liniowym o macierzy Jacobiego. Oznaczmy bazy wer-
sor6w w R” przez e; za$ w R¥ przez ). Wtedy jezeli dF, (e;) = X;a7€; to ol = dF] (e;) =
F!(z), zatem dF, (e;) = S, F (x )€l Wracaj@c do rozmaitosci i f : M — N oraz map z

i I
i y mamy 6%4,) =d(x7! )u(p) (€i) Oraz 8y =d(y

) )y ) (¢}) oraz z definicji rézniczki

dfy : TyM — Ty N mamy dfy, = d (y="), ;) © (Dyo foa™),, 0 (d:v_l)x . Stad
0 _ - 0
o <8xz~p) = A7) g 0 (Dyofoa) 0 (A7) ) (axnp)
= d (y )y @) ° (Dy ofox 1)ﬂc(p) (i)
= d(y ) ) (Zj (¥ ofoux 1)i (z (p)) e;)
= B ofor™t) (x(p)d (yil)y(f(p)) (€})
9 9 (y; o f) 0
= Si(Wofor ) (x(p) s =%——=0) 5 .
( ) 03 \5r) Ori i 1(r)
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]
Wnhioskiem jest: rzad odwzorowania f w punkcie p to rzad macierzy [% (p)] i<n -

J<k
Uzywajac rézniczki (df), odwzorowania miedzy hiperpowierzchniami analogicznie
definiujemy punkt krytyczny, warto$¢ krytyczna i warto$té regularng. Bez problemu
mozemy nieco uogolni¢ twierdzenie o przeciwobrazie wartoSci regularne;j.

Twierdzenie 10.0.3 Niech F : R™ > Q — N C R" bedzie odwzorowaniem kl. C*
o wartosciach w hiperpowierzchni N i a € N niech bedzie wartoscig reqularng takg, Ze
F~1{a}] # @ (tzn. dla katdego x € F~' [{a}] rézniczka (dF), : R™ — T,N jest epimor-
fizmem). Wéwczas przeciwobraz F~' [{a}] jest hiperpowierzchniq m — dim N wymiarowq

klasy C*.

Dowdéd. Dla dowolnej parametryzacji mapy ¢ : U — V' hiperpowierzchni N w otoczeniu
a mamy

F {a}] = (6o Frpy)  [{a'}], gdzie d = ¢ (a),
dla z € F~! [{a}] rézniczka

d(¢poF), = (dp), o (dF),

jest epimiorfizmem. Zatem a’ jest wartoScig regularng odwzorowania ¢ o Fip-1jy). Z

pierwszego tw. o przeciwobrazie ((;5 o F F—I[U])_l [{a'}] jest hiperpowierzchnia wymiaru
m —dim N kl. C*, a ze jest to réwne F~! [{a}] to otrzymujemy teze. m

11 Podgrupy Liego grupy Liego GL (n,R)

11.1 Podstawowe twierdzenie o tworzeniu podgrup Liego grupy
Liego GL (n,R)

Twierdzenie 11.1.1 Niech M C R™ bedzie hiperpowierzchnig gtadkq wymiaru k i niech
v : GL(n,R) — M C R™ bedzie odwzorowaniem gladkim o wartosciach w hiper-
powierzchni M o ktérym zaktadamy, e jest rzedu k = dim M w jednosci

e=1,

" T »M jest epimorfizmem -

grupy Liego GL (n,R) (tzn. dla p = v (e) mamy (dv), : R
Im (dv), C T,M i dimIm (dv), = k).
Niech

H:=v"(p)
oraz zatoimy, ze
v(hg)=v(g), dla heH, geGL(n,R).
Wowczas
(a) H jest podgrupg grupy GL (n,R),

(b) H jest hiperpowierzchniq i ze strukturg grupy jest grupq Liego wymiaru
dim GL (n,R) — dim M = n? — k.
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Dowdéd. Sprawdzamy, ze H jest podgrupa.

Niech hy, hy € H, woéwczas v (hihy) = v (he) = p, skad hihy € H,

Niech h € H, wéwczas v (e¢) = v (hh™') = v (h™') skad h™! € H.

Zgodnie z twierdzeniem 10.0.3 aby pokaza¢, ze H jest hiperpowierzchnia wystarczy
zauwazy¢, ze p jest wartoScia regularna odwzorowania v : GL (n,R) — M. Niech h € H.
Wtedy réwnoé¢ v (h~tg) = v (g) oznacza v o L1 = v. zatem

(dv), = d (v o Ly-r), = (dv), o (dLy-1),

ma rzad k jako zlozenie liniowego izomorfizmu (dLj_1),, : R™ — R" 7 odwzorowaniem
liniowym (dv), : R” — T,M C R™ rzedu k = dim M.

Poniewaz mnozenie - : GL (n,R) x GL (n,R) — GL (n,R) jest gladkie, to jego obcigcie
do hiperpowierzchni - : H x H — H jest tez gladkie (¢w. 9.1.1). Zatem H jest grupa
Liego. m

Stwierdzenie 11.1.1 Niechn > 1. Grupa SL (n,R) macierzy o wyznaczniku 1 jest grupq
Liego wymiaru n* — 1.

Dowéd. Rozwazmy m = 1 i odwzorowanie det : GL (n,R) — R i M = R. Pokazemy,
ze sy spelnione zalozenia ostatniego twierdzenia. Najpierw pokazemy, ze rank (det), = 1,
czyli ktéras pochodna czastkowa % (det), # 0. Poniewaz z rozwiniecia Laplace’a wzgledem

[

J ] mamy

i-tego wiersza dla A = [z

det A = ;27 - (My)]

gdzie (M A)g jest dopeieniem algebraicznym elementu o (czyli (—1)"
det (macierz po usunieciu i-tego w i j-kol) ) to

0 .
= (det), = (Ma)

(wyznacznik (M A)f nie zawiera zmiennej xz ). W szczegdlnoSci (macierz po usunieciu
pierwszego wiersza i pierwszej kolumny w e jest nadal jednostkowa wymiaru n — 1 na
n — 11 jej wyznacznik jest +1)

0

— (det), = 1.

I‘% ( )e

Warunek det (hg) = det (g) to twierdzenie Cauchy’ego. cnu. m

WYKLAD 9, 11.1. 2012

11.2 Grupa obrotéw

Powréémy na moment do Tw. 11.1.1.

Lemat 11.2.1 Przestrzen styczna do H w jednosci e jest réwna ker (dv), .
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Dowéd. Niech j : H — GL(n,R) bedzie inkluzja. Poniewaz v o j jest odwzorowaniem
statym to d (v o j), = 0 skad

(dj); [T.H] C ker (dv),,

ale obie przestrzenie wektorowe majg ten sam wymiar réwny dim H = n? — dim M wiec
si¢ pokrywaja. m

Ponizszy przyklad hiperpowierzchni (hiperptaszczyzny @ - wymiarowej w R™ a
jeszcze doktadniej podprzestrzeni wektorowej) bedzie potrzebny nizej w badaniu grupy
ortogonalnej O (n,R). Jasne, ze gdy M C R! jest podprzestrzenig wektorows lub jest
hiperpowierzchnia - warstwa wzgledem M (czyli réwnolegltym przesunieciem M, v+ M) a
wiec hiperplaszczyzna o przestrzeni wektoréw réwnolegtych M) to przestrzen styczna do
M w kazdym punkcie jest réwna M.

Przyklad 11.2.1 Macierze symetryczne S (n,R) = {A = [a } € M (n,R); al = =di} C
M (n,R) = R™ nie sq grupa (co tatwo sprawdzic na przyktadach) ale stanowiq hiper-
powierzchnie wymiaru w (podprzestrzen wektorowa) z jedng globalna mapaq

7L(7L+l

y : S(nR)—-R =2

_ J 1 2 n 2 3 n n
= |[a]] — (ay,d,...,a},a3,a3,....,d5, ....al) .

3 r'n

n(n+1)
2

y jest ciggta - obciecie rzutowania R na wszystkie osie o bi-numerach (JZ) dla
i < j do podzbioru S (n,R). Odwzorowanie odwrotne

1 n(n+1)

g=y :R72 —5(nR)CGL(n,R)
jest lintowe dane wzorem

i )

j(a)Z{ ai, gdy 1=
aj, gdyi>j

jest ono monomorfizmem wiec jego rzad jest ML) "H

S (n,R).

. Zatem g jest globalng parametryzacjq

Zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy A wymiaru n x n macierz AT A jest symetryczna
(ATA) =5, (A7) A = S, ALA] = S, AJAL = 5, (AT) = (ATA).

Definicja 11.2.1 Macierz A € GL (n,R) nazywa si¢ ortogonalna jezeli ATA = e, tzn.
gdy A=t = AT (wiersze i kolumny sq ortonormalne). Macierze ortogonalne tworzq grupe

O (n,R).

Stwierdzenie 11.2.1 Niech n > 1. Grupa O (n,R) macierzy ortogonalnych jest grupq
Liego wymiaru n(n-1) 5 U Prrestrzen styczna do O (n,R) w jednosci e to przestrzen macierzy

{)\, M= O} - macierzy skosnie symetrycznych )\f = —)\;.
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Dowéd. Rozwazmy m =n? M = S (n,R) C R™ - hiperpowierzchnie wymiaru @

R™ i odwzorowanie gladkie
v:GL(n,R) — S (n,R), Ar— ATA.
Mamy
O(n,R)=v""(e).
Latwo sprawdzamy v (hg) = v (g), dla he O(n,R), g€ GL(n,R):
v (hg) = (hg)" hg = g"h"hg = g" (K"h) g = g"eg = g"g = v (9).

Zatem O (n,R) jest podgrupa.

[Dodatkowo spostrzegamy, ze v indukuje bijekcje [v] : GL (n,R) /O (n,R) — S (n,R),
) (X0 (n,R)) = v (X) J. 2

Pozostaje pokaza¢, ze rézmiczka (dv), : R™ — T.M jest epimorfizmem (czyli
rzedu dim M). W tym celu wezmy "kanoniczne" mapy z i y na GL (n,R) i S (n,R),

T = (:Ej )”. o U= (yf )l <j<n” Do policzenia postaci tej rézniczki obliczymy najpierw
k  O(yjo
(dv), (axq‘ ) , 1,8 < n. Z wzoru 10.0.1 df, <%|p> =i (gj—xif) (p) - %If(p)
o) 9 (yl ov) )
(dV)e< . ) = > ()=
07 . i 03 (e

/yfoz/(X) = (XTX)Z:E;{:UZQS%

_ Z (8 (ng}ﬁ)) ()2 0

i<j ayz [v(e)
15 ] 7 sj 0
= Z (B (Or0" 2, + 23,01-0%)) (e) E¥]
i<j Yi v(e)
= Z (6"z) + 220%) (e) i]
i< Y (o)
_ Z (5135] + 61(55])
i<j 8% [v(e)
Pozwala to znalez¢ wzér na rézniczke
s 0 _ s 9
(dy)e <ET 5)\7“8 s ) - 27“73)\1” (dy)e (axie>
= DoAY (670) +6L6Y) — 0
i<j yz lv(e)
0
S T )
i<j s ayl [v(e)
0
_ Z (X + ) —
i<j dy] l(e)
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Zatem (dv), za pomoca wspolrzednych w bazach wyraza sie wzorem
(dv), (W) = P+ ],

Jest widoczne, ze jest to epimorfizm; wystarcza dla gérnotrdjkatnej macierzy [af ] i<j wzial

1, <
/\5:{ 20 T =5 Wiedy

1 r
§as’ r>Ss

@ (W) =[50+ 5] =y

W konkluzji O (n,R) jest hiperpowierzchnia i grupa Liego wymiaru n? — n(ntl) _

2
2n?—n?2—n __ n(n—1)

2 -2

Rozwazajac odwzorowanie gladkie w przestrzen wszystkich macierzy

v:GL(n,R) — My, = R”, Ar— ATA,

i powtarzajac rozumowanie z dowodu Tw 11.1.1 dla map kanonicznych = iy na GL (n,R) i
M, xn (czyli identycznoéci) otrzymamy wzér na rézniczke (dv), : R™ — R™

(dv), (\) = AT + .

Zatem przestrzen styczna w jednoéci do O (n,R) oznaczana so (n,R) lub Sk (n,R) to
przestrzen wektorowa ker (dv), = {)\; M= 0} = {)\; X = —)\;-} macierzy skoSnie-
symetrycznych. m

Widzimy dodatkowo, ze Im (dv), to sa macierze symetryczne stanowiace oczywiScie
przestrzen styczng do przestrzeni liniowej macierzy symetrycznych S (n, R)

Im (dv), =T. (S (n,R)) = S (n,R).

Cwiczenie 11.2.1 Sprawdzié, se przestrzeh wektorowa macierzy skosnie-symetrycznych
50 (n, R) wzgledem tzw. nawiasu Liego [A, B] = AB — BA jest algebrg Liego, tzn. nawias
[,] spetnia aksjomaty:

- jest skosnie symetryczny,

- spetnia tozsamost Jacobiego [[A, B],C]+ [[C, A], B+ [[B,C], Al =0 ([[A,B],C] +
cycl =0).

Cwiczenie 11.2.2 Rézniczka odwzorowania v w dowolnym punkcie X wynosi
(dr)x (A) = ATX + XTA = (XTA)" + XTA

i jasne, Ze jej obraz to tez macierze symetryczne. Pokazaé, e obraz (skqd takze rzqd) tego
odwzorowania nie zalezy od X € GL (n,R).Czyli ze

Im (dv) = Im (dv), .
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Rozwigzanie

(dv)y <% ) > (07X + X]6%) aa

i<j Ui 1u(x)

< 0 _ ] 9
(dU>X (27" S)\Tﬁxﬁ |X> - Zﬁs)\r (dV)X (a_aj;ﬂe)

= T A (60X + X[6Y) — 0
i<j 3% lu(

= Y NN (00X + X[6Y) — 0

i< 0 )
= D % (NX]+NX)) — 0

i<j 8y1 [v(X)
_ (A"X)T+ (XTN)] —

; 33/3‘ [v(X)

Zatem (dv), za pomoca wspolrzednych w bazach wyraza si¢ wzorem

() (X)) = [O7)7+ (]
)y (\) = N'X+XTA= (XT)\ST + X7,
Co do niezaleznoéci rzedu od (dv), od X ((dv), (\) = AT + A)
@)y (A) = (XTA)" + XA = (dv)
(dv)y = (dv), o Lyr.

(XTA) = (dv), o Lxr (N,

€

Skoro Lx : M,xn — M,x, jest liniowym izomorfizmem dla macierzy nieosobliwej X to
Im (dv) = Im (dv), .

Uwaga 11.2.1 Grupa Liego O (n,R) ma dwie skladowe: jedng jest SO (n,R) grupa
macierzy ortogonalnych o wyznaczniku +1 (dowdd nie jest trywialny i tu jest za wczednie
na tatwy dowdd) a druga sktadowq jest podzbior macierzy o wyznaczniku —1. SO (n, R) jest
oczywiscie otwarto-domknigta, ma wymiar taki jak O (n,R) . Grupa macierzy zespolonych
GL (n,C) jest spdjna i jest to zasadnicza réznica miedzy geometrig rzeczywistq a zespolong.

Dlaczego grupa obrotéw przestrzeni R” ma akurat tyle wymiaréw?

LYK GEOMETRII ANALITYCZNEJ Przestrzeni Euklidesowych:

Z wykladu geometrii analitycznej (sem II) wiemy:

Odwzorowanie liniowe o macierzy ortogonalnej jest izometrig i odwrotnie: izometria
jest zlozeniem izomorfizmu o macierzy otogonalnej z przesunieciem. Formalniej: oznaczmy
przez (-,-) : R" x R™ — R standardowy iloczyn skalarny (v, w) = Z;v'w’.

Niech f : R* — R" bedzie dowolnym odwzorowaniem liniowym. Trzy warunki sa
réznowazne (patrz Geometria Analityczna przestrzeni Euklidesowych) - jest to banalny
fakt typu "¢wiczenia":
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e f jest izometrig (czyli zachowuje odlegloéé d. (v, w) = d. (f (v), f (w)))
e f zachowuje iloczyn skalarny (v, w) = (f (v), f (w))
e jego macierz w bazie e; jest ortogonalna.

Inzaczej méwiac: utozasamiajac macierz z odwzorowaniem liniowym o tej macierzy
mamy

O(n,R)={f:R" = R"; f jest izomorfizmem liniowym i V,,V,, ((v,w) = (f (v), f (w))) }
(11.2.1)

Nawet wiecej (mniej trywialny fakt) - jezeli odwzorowanie dowolne f : R" — R™ takie,
ze f(0) = 0 jest izometria to jest liniowe i dalej j/w; dowolna izometria g : R™ — R" jest
postaci g (z) = ¢ (0) + f (z) dla pewnej izometrii liniowej f (czyli f (z) := g (x) — ¢ (0)
jest liniowa i jest izometria, czyli ma macierz ON.

Zobaczmy ortogonalno$¢ macierzy izometrii wzgledem standardowego iloczynu
skalarnego (v, w) = Yv;w;. Dla wersoréw ¢’ mamy (¢, e/) = 6. Zatem macierz odw-
zorowania dwuliniowego -iloczyn skalarny- to macierz jednostkowa 1,,. Jezeli zapisa¢ wek-
tory z R® w postaci macierzy 1-kolumnowych to (v, w) = v* - 1,, - w, istotnie

1 0 w1
(v, w) = Bvw; = [v1, ..y U] - o =0 -1, w.
0 1 Wy,

Zdefiniujemy macierz A izomorfizmu f : R” — R” w taki sposéb aby zachodzila réwnos¢
f(v) = A-v. Wybieramy sposéb taki: niech f (') = ¥jate’, wtedy okrelamy macierz

A w postaci A = [aﬂ . [Druga metoda da macierz transponowang f (e;) = ¥;ale;).
Sprawdzamy
Ul . . . . . .
fw) = f =f (Zwiez) =Y f (el) = YwYjae’ = ¥3aiv;e!
Uy,
Yiaiv; al al v
= . = . . E = A - .
¥ialv; al an Un
Z dwuliniowo§ci (,) widzimy, ze warunek (v,w) = (f (v), f (w)) jest réwnowazny

warunkom tylko dla bazy €', (e’,e’) = (f (e'), f (¢’)) . Istotnie, gdy dla bazy zachodzi to
(v,w) = (Tive!, Dywie’) = Ty juiw; (', e!) = Ty oiw; (f (') f (¢))
= (Soif (¢), Zjw,f () = (f (v), f (w)).

Dla macierzy A = [a!], f(e') = 5;a%e’ jest to réwnowazne

5 = (e ey = (F (), £ (¢)) = (Swapet, Spale)
= Didiq <€k’ €T> = Sy raald™ = Ekaiai

() =B (A7)
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Czyli
1=A"-A

Rozpatrzmy tylko izometrie posiadajace 0 jako punkt staly. Sa to wszystkie izomor-
fizmy liniowe o macierzy ortogonalne;j.

1. Obrotem elementarnym w R" rozumiemy izometrie f : R — R" ktéra jest obrotem
wzgledem pewnych dwu wspétrzednych i identycznoscig wzgledem pozostatych wspélrzed-
nych.

2. Izometrig elementarng w R" nazywamy zlozenie skonczonej ilosci obrotéw elemen-
tarnych i przesuniecia.

3. Izometrie f : R"™ — R™ nazywamy zwyklq (albo zachowujacq orientacje) jezeli jej
wyznacznik jest réwny +1 i nazywamy zwierciadlang (albo zmieniajacq orientacje) jezeli
jej wyznacznik jest réwny —1.

4. Izometrie zwykle tworza grupe. Wszystkie macierze izometrii zwyklych f : R” —
R™ tworza grupe SO (n).

5. Kazda izometria zwykla (czyli zachowujaca orientacje) jest izometria elementarna,
czyli jest ztozeniem obrotéw elementarnych z przesunieciem. Zatem wymiar SO (n,R) to
ilos¢ wyboréw dwu zmiennych sposréd n.

Ile jest wyboréw dwu zmiennych sposréd n 7 Odpowiedz (g) = 2!(7?12)! = "(”2_1) =
dim SO (n,R) = dim O (n,R). Dla n = 2 mamy wymiar 1, dla n = 3 mamy wymiar 3,
dla n = 4 mamy wymiar 6.

11.3 Podgrupy macierzy niezmienniczych wzgledem odw-
zorowania dwuliniowego

Wiecej grup Liego dostaniemy uogélniajac w powyzszej definicji iloczyn skalarny () na
dowolne odwzorowanie dwuliniowe w : R” x R” — R. Po pierwsze ogél izomorfizméw
f :R™ — R" zachowujacych w niezmienniczo

{f;w,w)=w(f(v),f(w)) dla dowolnych v, w}

jest grupa -trywial. Niech e’ bedzie bazg R™ i niech ag = w (€', e’) bedzie macierza
odwzorowania w. Wéwczas

w(,w)=v""a-w.
Istotnie,
_ i AN i) J_ J
wv,w) = w (Evie ,ijjej) = X, vw;w (e ,ej) = Y vw;al = X valw,
1 n
. ) T
= [v1,..., 0] . Pl =0 ra-w.
1 n
ar a’ wy,

Lemat 11.3.1 Niech ¢’ bedzie bazg R™ i niech w! = w (¢, ) bedzie macierzq odwzorowa-
nia w. Wowczas f o macierzy A zachowuje niezmienniczo w gddy

ATWA = w.
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Dowéd. <= Zalézmy, ze ATwA = w. Wtedy

W(f (), fw) = f@) wf(w)=(A-0) wA-w

= v ATwAw = viww = w (v,w).

— Zalézmy, ze f zachowuje w niezmienniczo, tzn. w (v,w) = w (f (v), f (w)) . Biorac
wektory bazowe ¢! mamy

al = w(e e)=w(f(e) ,f( ) =w (Ekake Srale’) = Syagpalw (ek,er)
= % (a ) w ek en) al = Sy, (a )kwkaﬁ = (ATwA)z.
czyli
A= ATwA.
n

Rozwazmy gladkie odwzorowanie

2

v:GL(n,R) = M C My, =R"

v(A) = ATwA.

Mamy v (e) = w. Definiujemy
H=v"1w).

Latwo sprawdzamy warunek v (hg) = v(g), dla h € H, g € GL(n,R). Stad H
jest podgrupa GL (n,R). Jasne, ze H jest domknieta, wiec z ogdlnego twierdzenia o
domknigtej podgrupie grupy Liego, H jest grupa Liego. Czy mozna to zobaczy¢ i obliczy¢
jej wymiar na podstawie Tw. 11.1.1. Nie jest to ogélnie tatwe i nie ma w zadnym
podreczniku.

Obliczamy rézniczke (dv),

Cwiczenie 11.3.1 (dv), : Myxn — Myxn jest zadana wzorem
(d), (A) = ATw +wh = (WTA)" +wA.
W dowolnym punkcie X wynosi

(d) x (A) = NwX + XTwr = (XTWTA) " + XTw.
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0 . ‘ )
— S0t X7 + SpXiwid,) — .
(dv) ( &U) D (Sibawl X + D Xjwids)) o~

i (

s 0 ) 0
(dV)X (ZT7SAT0—$$X> = 27‘75/\7" (dV)X (6_;1;;3>

‘ . 0
= B D (Bl X+ B Xjwidy) o
1] i

= ) T X (Didawh XY + SpXjwi)

ij

- Z <Et2r75/\i53iwng + Zkzr,s)\iniwzésj) W
ij o

. . . . a

= Y (BSXw X + BTN X W) 25
ij or]

= 3 (VX)) + (XTwN)] =
— ? i 8%‘5
ij

(dv)y (A) = NwX + X wA.
Problem 11.3.1 Czy ogdét macierzy M — {ATWA; Ae M, :RHQ} ~

GL (n,R) /H) stanowi hiperpowierzchni¢? I jakiego wymiaru?  Pytanie wystarcza
rozpatrzet lokalnie, tzn. czy pewne otoczenie macierzy w € M jest dyfeomorficzne z
otw podzbiorem w RY dla pewnego N ¢ Jaki jest obraz odwzorowania liniowego (dv),?
Powinien byt przestrzeniq styczng do M (tzn. rzqd (dv), powinien byé dim M

T, M =Im (dv),

1 0gdlniej
TV(X)M =Im (dl/)X .

Whniosek 11.3.1 Jak to bedzie wiadome, to z ogdlnego tw. mielibysmy ze H jest podgrupaq
Liego wymiaru n* —dim M a takze, ze przestrzen styczna w jednosci e do H [algebra Liego
grupy Liego H] jest réwna g: = ker (dv), = {); Mo+ w) = 0} = {\ Mw = —wA}.
Sprawdzic jako cwiczenie ze g jest algebra Liego.

Cwiczenie 11.3.2 Rozwazyt banalny przykltad n = 2 i formy symetrycznej zdegen-
erowane] W = { 0 8 } . Pokazaé, ze M jest dwuwymiarowq hiperpowierzchniq (przy-

najmniej w otoczeniu w) i nie jest to plaszczyzna.

Cwiczenie 11.3.3 * Jak wyzej dla niesymetrycznej zdegenerowanej w = 1 o | - me

umiem rozwiqzat (tzn. pokazat, ze M jest hiperpowierzchniq wymiary dimIm (dv),).
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Dlaczego dla O (n,R) hiperplaszczyzna M byla przestrzenia wektorowa? — Otoz
SO (n,R) jest maksymalng zwarta podgrupa spdjna a jest ogdlniejsze twierdzenie doty-
czace dowolnej grupy Liego spéjnej G. Jesli H jest jej maksymalng zwarta podgrupg
to topologicznie G jest produktem H i przestrzeni euklidesowej. U nas bylo G =
GL; (n,R) D SO (n,R). Stad bez zdziwienia mamy M = GL(n,R)/O(n,R) =
GL; (n,R) /SO (n,R) to przestrzen euklidesowa S (n,R). Dla innej podgrupy H
przestrzen ilorazowa M = GL (n,R) /H juz nie musi by¢ "trywialna".

PRZYPADKI SZCZEGOLNE

Uogélniona grupa ortogonalna to grupa O, (n,R) utworzona w powyzszy sposéb
dla symetrycznej macierzy w = w’ (w{ = wé) Sklada sie z macierzy A dla ktérych

ATwA = w.

Przyklad 11.3.1 Grupa O, (n,R) jest grupa Liego a jej przestrzen styczna w jednoSci
[algebra Liego grupy Liego O, (n,R)] jest réwna /zapisujgc kolumny macierzy a przez a'/

{N New =—N ew dla wszystkichi,j} .

Istotnie, przestrzen styczna do O, (n,R) w e to ker (dv), = {)\; Mw+wl= 0} =
{)\; Mw=—-wA } . Obliczajac A'w = —wA mamy

()\Tw)j = —(w)\)
()\T)f w], = —wk)N /z umowy Einsteina
Zk }Cwi = —kai)\i = —Ek/\iw%

Inaczej méwigc, mamy réwnoSci wzgledem kanonicznego iloczynu skalarnego zwigzek
New =N euw,

w szczegélnoéci dla i = j mamy A\ ew’ = 0. Gdy w = 1,, otrzymujemy poprzedni warunek
sko$nej symetrii macierzy .

Uwaga 11.3.1 Czym zastapi¢c warunek dodatniosci (niezdegenerowania) iloczynu
skalarnego? Otdz, gdy w jest dwuliniowe symetryczne i nieujemne w (v,v) > 0 to w jest
dodatnie [czyli w (v,v) > 0 dlav # 0, tzn. jest iloczynem skalarnym/] gddy w jest macierzq
nieosobliwg, detw # 0. (Nietrywialne twierdzenie - patrz ksigzki z algebry/. Dlatego uogdl-
niamy warunek niezdegenerowania iloczynu skalarnego do warunku detw # 0.

KKk

Dotyczy¢ beda niezdegenerowanych odwzorowan dwuliniowych. Czyli takich w : R™ x
R™ — R dla ktérych indukowane odwzorowanie liniowe

Rn—><Rn>*a Ul—>UJ(’U,'),

7
jpierw przypomnijmy co oznacza niezdegenerowanie w przypadku odwzorowania dwulin-

iowego symetrycznego (,) nieujemnego (v,v) > 0. Ot6z (nie jest to oczywisty fakt,

izomorfizmem, czyli réwnowaznie gdy jego macierz [aj ] = [w (€', €)] jest nieosobliwa. Na-
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dowodzi sie indukcja wzgledem n): () jest niezdegenerowane gddy gdy jest dodatnie,

tzn. (v,v) > 0 dla v # 0. [jako éwiczenie odszuka¢ dowod w jakiejs ksiazce z algebry].
kkk

Jesli w jest symetryczna i niezdegenerowana w tym sensie, ze det w # 0 to dla macierzy
A € O, mamy det (ATwA) = det AT detwdet A = detw, det AT det A = 1, (det AP =1,
zatem det A = £1 (tak jak i dla macierzy ortogonalnych).

Grupa Lorentza O (p,q) .

Przyklad 11.3.2 Dla formy symetrycznej w indeksu (p,q) t,j. o macierzy nieosobliwej
11, 0
Sy

grupa izometrii wzgledem pseudo iloczynu skalarnego o macierzy w réwnego (ta sama litera
na oznaczenie)

T Y1
w , :
Tn Yn
= w,w) =v"w-w
hn
= [J;l T ] ]-p 0 .
y ey 0 _]-q :
Yn
o
Yp
- x ). » L
[ ! ] —Yp+1
| —Yp+q
= T+ T TpYp — Tpr1¥Ypt1 — - — Tpln-
[inaczej moéwige, wzgledem formy kwadratowej x?3 + ... + xi — xi g1 e T x2 | jest

grupg zwana grupg Lorentza O (p,q). Za pomocq pseudo iloczynu skalarnego: A €
O(p,q) = {A€GL(n,R); w(Av, Aw) =w (v,w) dla wszystkich v i w} otrzymujemy
warunki (réwnowaine z niezmienniczodciq wzgledem w )

o 0, gdy i#]
w(Al,A]): +1, gdyi=j5<p
-1, gdy i=j>p+1.
Przestrzen styczna [algebra Liego grupy O (p,q)] w jednoci sktada si¢ z macierzy A spel-
niajacych warunki \' e wl = — X e w' dla i, j. Doktadniej rozpisujgc mamy

)\j_ _)\;7 Zajgpa ZUb Z:j>p+1
i = /\;, i<p, j>p, lubi>p, j<p
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Inaczej mowiagce algebra Liego grupy Lorentza sklada sie z macierzy
A1 Ao
iy
takich, e A1 i Ay sq skosnie symetryczne [w szczegdlnosci zerowe na diagonali] oraz A3 =
A2

Moo= =ML A=Al
A3 = A,

Zatem wymiar grupy Lorentza jest réwny (ilosci niezaleznych parametréw w macierzach
klatkowych \;

P+ (n—p)P—n
> .

Najwazniejszym przykladem w fizyce grupy Lorentza jest grupa O (3,1) izometrii
wzgledem formy kwadratowej indeksu (3, 1) postaci

x2+y2+22—t2.

Jej wymiar jest réwny
9+1-14

czyli tyle samo co wymiar grupy obrotéw euklidesowych w R*. Jest ciekawe ze dla p = n—1,
g =1, wymiar O (n — 1,1) wynosi tyle samo co wymiar obrotéw euklidesowych.

Forma 22412+ 22 —t2 jest podstawg w teorii wzglednoéci: gdy mamy R? i wypuszczamy
Swiatto z poczatku uktadu wspétrzednych przy czym jednostki tak dobieramy aby $wiatto
przebieglo droge o dtugosci 1 w czasie 1 wéwczas gdy Swiatto po promyku osiggnie punkt

(x,y, z) to potrzebuje czasu
Vat+yr+ 2=t

Ay 22— =0

czyli jest speliony warunek

Pojawia si¢ forma kwadratowa 4 zmiennych 22 + y? + 22 — t2 o sygnaturze (3,1) i dlat-
ego w R* rozwazamy nie metryke euklidesows a pseudometryke Minkowskiego o formie
kwadratowej j/w.

Bourbaki, tom I str 420

grupa Lorentza Hall str 7 Heizenberg grupa str 8

Cwiczenie 11.3.4 Przebadaé grupe izometrii wzgledem formy w o macierzy

(jedynki na drugiej przekatnej).
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Grupa symplektyczna

Cwiczenie 11.3.5 Dia formy skosnie symetrycznej J niezdegenerowanej (na przestrzeni
wymiary 2n) o macierzy
0 -1,
=L ]

okreslamy grupe Liego izometrii wzgledem tej formy, nazywamy jg grupg symplektycznag
i oznaczamy Sp (n,R) C GL (2n,R). Obliczyé jej wymiar i przestrzen styczng w e. W
tym przypadku M bedzie tatwe, M = A(2n,R) jest hiperptaszczyzng macierzy skosnie
symetrycznych.

Algebra symplektyczna (algebra Liego Sp (n,R) sktada si¢ z macierzy postaci

o ]

w ktérych B 1 C' sq symetryczne.

12 Grupy transformacji

Definicja 12.0.1 Transformacjq rozmaitosci M nazywamy dyfeomorfizm M — M. Ogot
transformacji rozmaitosci M tworzy grupe Aut (M) . [Jest to za duza grupa any miata
strukture grupy Liego, ale jest wielka teoria wprowadzajgca w te grupe strukture roz-
maitosci (i grupy Liego) nieskonczenie wymiarowej]. Mowimy, ze grupa G (abstrakcyjna),
dziala (lewostronnie) na rozmaitosé M jako grupa transformacji {krétko: mamy lewe dzi-
atanie G na M } jezeli dane jest globalne odwzorowanie

O:GXxM—-M

takie, ze

(1) dla dowolnego g € G odwzorowanie ®, : M — M, v — ® (g,z), jest transforma-
cjq rozmaitosci M,

(i1) dla dowolnych g, h € G jest réwnosé

(I)g o} <I>h - q)gh-

W zapisie krotszym ® (g,x) = g - x = gr mamy ex = x, g (hx) = (gh) z.

UWAGA: dla dzialania prawego M x G — M bedzie ze = z, (zg) h = x (gh), czyli
(Dg e} (I)h = (I)hg~

Proste wlasnoSci: (1)

b, = Idyy.

Istotnie
B, (2) = @, (D, (Do) " (7)) = Pee ((B) " (2)) = @, ()" (2)) = =,

w konsekwencji

(2)
(®,) ' =@, 1.

(3) Indukowane odwzorowanie G — Aut (G), g — P, jest homomorfizmem grup.
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Definicja 12.0.2 Moéwimy, ze grupa G dziala

(a) efektywnie na M, jezeli e jest jedynym takim elementem z G, ze ®, = id, (1.j.
ze ¥, (Q4 (x) =) ) inaczej. e indukowane odwzorowanie G — Aut (G), g — Dy, jest
monomorfizmem,

(b) wolno na M, jezeli dla dowolnego (ustalonego) v € M z tego, ze @, (x) = = wynika,
ze g = e [czyli, dla g # e transformacja ®, nie ma punktéw statych).

Cwiczenie 12.0.6 Pokazaé, ze grupa SO (2,R) dziata efektywnie jako grupa transforma-
cji na R? wzgledem odwzorowania (A, z) — A - x.

Cwiczenie 12.0.7 Niech ® : G x M — M bedzie dowolnym lewym dziataniem G na M
1 niech

H={heG; &,=1id}.
Wtedy H jest normalnag podgrupa G i dziatanie ® indukuje efektywne dziatanie grupy
ilorazowej G/H na M.

Definicja 12.0.3 Niech ® : G x M — M bedzie dowolnym dziataniem grupy G na
M. Podzbior M' C M nazywamy niezmienniczym wzgledem dziatania ® (takze G-
niezmienniczym [wzgledem dziatania ®]) jezeli dla dowolonego g € G zachodzi

o, [M'C M.
Cwiczonko: ® indukuje dzialanie na dowolny G-niezmienniczy podzbiér M’.

Cwiczenie 12.0.8 Skonfrontowaé z Problemem 11.3.1.  Pokaza¢, %2e grupa Liego
GL (n,R) dziata na rozmaitosé macierzy M, ., wzgledem odwzorowania (A,w) — AwAT.
Dziatanie nie jest efektywne. Odwzorowanie (w,A) — ATwA jest dziataniem prawym.
Podrozmaitosé¢ S (n,R) macierzy symetrycznych jest niezmiennicza, istnieje wiec in-
dukowane dziatanie GL (n,R) na S (n,R).

Definicja 12.0.4 Moéwimy, ze grupa Liego G, dziata (lewostronnie) na rozmaitosé M
jako grupa Liego transformacji {krétko: mamy lewe dziatanie grupy Liego G na M } jezeli
dane jest gtadkie dziatanie G na M

.G xM— M.

Przyklad 12.0.3 Pokaza¢, ze grupa Liego GL (n,R) dziala na R" jako grupa transfor-
macji wzgledem odwzorowania (A,v) — A-v. To samo dotyczy dowolnej podgrupy Liego
H grupy GL (n,R), np. grupy obrotéw O (n,R).

Przyklad 12.0.4 Pokaza¢, e dla dziatania O (n,R) na R" sfera S™' C R" jest
podzbiorem mniezmienniczym i indukowane dziatanie O (n,R) x S"~! — S"71 jest glad-
kie.

Przyklad 12.0.5 Grupa Liego G dziala na siebie jako grupa Liego transformacji wzgle-
dem dziatania - mnozenia w grupie -

b=.:GxG—d.
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Definicja 12.0.5 Niech G dziata z lewa na rozmaitose M. Wowczas na M mamy relacje
roWNoOWaznosct
r~y <= deea(gr=vy).

Klasy abstrakcji tej relacji nazywamy orbitami dziatania. Orbita punktu x jest réwna
[z] = G- x = {gx; g € G}. Identycznie okreslamy orbity prawego dziatania.

Cwiczenie 12.0.9 Znalesé orbity standardowego dziatania GL (n,R) na R™ oraz dziata-
nia O (n,R) na R™.

Uwaga 12.0.2 Obserwujemy, ze odwzorowanie v dla ustalonej macierzy w rozpatrywane
w problemie 11.8.1 prowadzi do prawego dziatnia M, x, X GL (n,R) — M, xn, (w, A) —
ATWA, i ze zbior M [dla ustalonej macierzy w] rozpatrywany w tym problemie to orbita
tego dzialania przechodzgca przez w, zas podgrupa H to grupa izotropii tego dziatania w
punkcie w.

Uwaga 12.0.3 Zawsze orbita dziatania grupy Liego G na rozmaitos¢ M ma strukture
podrozmaitosci (ale mie zawsze z topologiq imdukowang, moze byt tzw. podrozmaitosé
mmersyina, czyli gdy inkluzja jest odwzorowaniem reqularnym - rézniczka mono, a topologia
jest wtedy lokalnie indukowana z M ). Wymiary tych orbit nie muszq byé takie same.
Mozna zapytat o "wzajemne polozenie” wszystkich orbit danego dziatania. Tworza tzw.
foliacje z osobliwosciami w sensie Stefano, zas gdy wszystkie wymiary sq jednakowe to
foliacje regqularng.

13 Pojecie wiazki, wiazki z grupa strukturalng
GHV I §9
Definicja 13.0.6 Gladkqg wigzkq nazywamy uktad
(E,m, M, F)
w ktorym E, M, F sq rozmaitosciami gtadkimi, m : E — M jest odwzorowaniem gtadkim
takim, ze
— dla kazdego punktu x € M istnieje zbidr otwarty x € U C M oraz dyfeomorfizm
0:UxF — 11U
taki, ze w(p (z,v)) =z czylimop =pry : U x F — U.
Kazdy dyfeomorfizm ¢ j/w nazywamy lokalng trywializacja wiazki, rozmaitosé E
nazywa sie przestrzeniq totalng, B - przestrzeniq bazowq, F - widknem typowym, dla

dowolnego x € M podzbiér E, := 7' [{z}] nazywamy wtéknem wiqzki nad x.

Odwzorowanie ¢ (z,-) : F — 7! [{x}] jest bijekcja, i na 7! [{x}] wprowadza struk-
ture rozmaitosci z topologia indukowang z FE, oraz inkluzja F, — E jest odwzorowaniem
gtadkim (i homeomorfizmem na obraz). Jesli ¢, : Uy x F — 77 [Uj] i py : Uy x F —
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771 [U,] sg dwoma lokalnymi trywializacjami wiazki E to (¢,) " [z~ [Uy] na~t [U3]] =
(U1 NUy) x F jest otwartym podzbiorem U; x F' i odwzorowanie

(p2) 0y (UiNUs) X F — (U1 NUz) X F,  (2,0) = (i23) " 00y (,0)
jest dyfeomorfizmem.

Stwierdzenie 13.0.1 Niech M, F bedq rozmaitosciami, E - zbiorem i w : E — M sur-
grektywna funkcja. Zatézmy, e dane jest pokrycie {U,} rozmaitosci M i rodzina {1, }
bijekcji, 1, : Uy X F — 771 [U,] taka, ze

(a) To, (x,v) =z, (x,v) € Uy x F, i kazdego a,

(b) dla o i

Vop : Uap X F — Upsp X F, (ZIZ,U)!—>¢;1O77/)B(ZL',U),

sq dyfeomorfizmami, gdzie Uy = U, N Up.
Wowczas istnieje doktadnie jedna struktura rozmaitosci na E dla ktérej (E, 7, M, F')
jest gladkq wigzka, zas 1, sq lokalnymi trywializacjama.

UWAGA: Rodzina {1%5} ma wilasnos¢ "kotancuchowsa' tzn.

waa = Ida waﬂ ° wm = 7%77

na UarB,Y:UangﬂU,y

Vap © Vs (1,0) = g (V5 0, (w,0)) = U5t 0 (Y57 0, (2,0))
= ¢;1Owy($av):wa'y($av)'

Dowéd. GHV I, 1.13 Prop. 10 + 1.6 Prop. VIIL. Poniewaz funkcje przejscia 1 5, sa dyfeo-
morfizmami, wystarcza pokazaé istnienie i jednoznaczno$¢ topologii 7 na E dla ktorej
71 [U,] sa otwarte i 1, sa homeomorfizmami U, x F z 7! [U,]. Zatem topologia T in-
dukowana na 7! [U,] , oznaczana przez T|r—1[U,], Ma pokrywac si¢ z topologia na 71 U,)
dla ktorej 1, jest homeomorfizmem, ktéra oznaczymy przez 7., t.j. szukana topologia
7 musi spelnia¢ ré6wnos¢ Tiz-1[y,] = Ta-

Jednoznaczno$¢ 7. Gdy 7 jest dowolng topologia na E dla ktérej n~1[U,] € 7 i
Tir=1Us) = Ta to

T:{AcE; Va(Aﬁﬂ'_l[Ua]eTa)}

skad jednoznacznoé¢. "C" Gdy A € 7 to dla dow o AN7~ ! [U,] € Tir-1p,) ale Tir1p,) =
To Wigc ANT LU, €70 "D"Gdy AC EiV, (AN7 1 [U,] € 74) to skoro 771 [U,] € T
i T =Ta to ANT MU eTi A=, (ANT 1 U,]) € 7.

Istnienie 7. Okreslamy 7 powyzszym wzorem. Banalnie sprawdzamy, ze rodzina 7 jest
topologia. Pokazemy, ze

(a) 771 [U,] € T, )

(b) Tir1va] = Ta /CW/

a: Nalezy pokaza¢, ze dla dow 8 zachodzi 7" [Uy] N7t [Up] € 75. Ale tpg : Ug X F' —
71 [Us] jest homeo gdzie na 7! [Us] jest topologia 75 wiec skoro 71 [U,] N7~ [Us] =
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7 Ua N U] = h3 [(Ua NUg) x F]1 (Uy NUg) X F jest otwarty w Uz x F to m=* [U,] N
7t [Us) € 7p.

b: Z okrelenia 7 jest inkluzja T;-1p, C To. Pokazemy w drugg strong. Wezmy
A € T4, W szczegolnosci A C w1 [U,]. Pokazemy, ze A € 7, bedzie stad wynika¢, ze
A€ T{ﬂ-—l[Ua}. W tym celu nalezy wzia¢ dowolnie 3 i pokaza¢, ze AN [Us] € 75 czyli,
ze gy [AN T [Ug]] jest otwarty w Ug x F. Ale z definicji ¢4, = wgl o 1), mamy wprost

V5 [ANTTHUs]] = o [v2" [A] N (Ua N Up) x F)]

ale zbiér ' [A] jest otwarty w U, x F wiec ¥, ' [A] N (U, NUg) x F) jest otwarty w
(Ua NUp) X I a dalej jego obraz przez dyfeomorfizm )5, jest tez otwarty. m

Definicja 13.0.7 Gladkq wiazkq z grupg Liego strukturalng G (krétko G-wigzkq) nazy-
wamy wigzke (E,m, M, F) z wléknem typowym F dla ktorej okreslone jest lewe dziatanie
efektywne - : G X F — F grupy Liego G na wiékno typowe F oraz zadany jest uktad
lokalnych trywializacji {p, : Uy X F — w71 [U,]}, o € I, dla ktérych funkcje przejscia
Vo Uap X F = Uag X F, (z,0) — b,  otpy (z,v) , majq nastepujgeq wlasnosé: istnieje
gtadkie odwzorowanie
Gap : Usp — G

takie, ze

Yap (2,0) = (2, gap (2) - V)
czyli

10;& © gl (V) = gap () - v

[z efektywnosci dziatania funkcja gap jest wyznaczona jednoznacznie].

Zaobserwujmy warunek G-kotancucha dla rodziny {g.s}

gaa(x) = €
9op " 9py = Gon /A Usp,

Vap 0 Uy (2,0) = o5 (7,98, (2) - v) = (2, (gap (%) - gpy (T)) - V) = Yy, (2, 0)
= (T, gor (T) - V),

czyli (gap () - gy (7)) - v = gory (z) - v dla dowolnego v, z efektywnosci dziatania g.s (z) -
98y (z) = Gory () czyli 9ap = 9y = Jary-

UWAGA: jest Tw Ehresmanna o istnieniu wigzki ktére méwi, ze znajac kotancuch
{9gap}, wikno typowe F i dzialanie - : G x F' — F mozna jednoznacznie odzyskaé
[zdefiniowa¢] wiazke dla ktorej {g.s} bedzie G-kocyklem dla pewnej rodziny lokalnych
trywializacji. Zatem wszystko co dotyczy G-wigzki musi siedzie¢ w dowolnym G-kocyklu
tej wiazki. Np. kohomologie, klasy charakterystyczne patrz. np.

R.Bott, L.Tu, Differential forms in Algebraic Topology, GTM, 82, 1982 /ostatnie dwie
strony 304-305. Wzory uzyskane sg klasyczna geometria i topologia rézniczkowa. Ostatnio
badania moje i N.Telemana wykorzystuja metody geometrii nieprzemiennej, homologii
cyklicznych.
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Jean-Louis Loday, Cyclic Homology, Springer, 1992.

Traktujemy kocykl jako obiekt geometrii nieprzemiennej (G jest na ogét grupa nieabe-
lowa) i chcemy zbudowaé¢ kompleks tylko i wylacznie przy po pomocy kocyklu g.s (bez
udziatu funkcji 0-1) a w nim klasy kohomologii ktére w odpowiednim wlozeniu koho-
mologii de-Rhama w kohomologie tego nowego kompleksu beda odpowiada¢ klasycznym
klasom charakterystycznym (kilka ostatnich referatéw w tym kierunku na konf miedzy-
narodowych w Krakowie, Islamabadzie i Harbinie jeszcze na swoja strone nie wlozylem).

Dwie wazne klasy wiazek:

a) wektorowe,

b) gléwne.

Definicja 13.0.8 Wigzka wektorowa to taka wigzka (E, 7, M, F) w ktdrej kazde wickno
E), jest przestrzeniq wektorowa, wlokno typowowe F jest przestrzeniq wektorowq (nad
danym ciatem R lub C) oraz lokalne trywializacje ¢ : U x F — 71 [U] sq we widknach
izomorfizmami przestrzeni wektorowych ¢, : F' — Ej,.. W takiej sytuacji funkcje przejscia
Vop : Uap X F'— Ungpg X F, (z,0) Y to Vg (7,v), sq we widknach izomorfizmami
lintowymi ¢, : F' — F czyli elementami grupy Liego G L (F) liniowych izomorfizméw F
na siebie, a zatem okreslone jest odwzorowanie gup : Uas — GL (V) takie, ze 1,4, (v) =
Gop () - v wzgledem kanonicznego dziatania GL (V) na V.

Definicja 13.0.9 G-wiaqzkq glowng nazywamy G-wigzke w ktorej widkno typowe jest
grupg Liego G, dziatanie lewe G na G jest mnozeniem w grupie, czyli uktad (P,m, M,G),
oraz zadane sq lokalne trywializacje o : U x G — 71 [U] takie, e ¢ (x,9)-h = p(x,g-h)
dla g,h € G.

Przyklad 13.0.6 Wigzka wektorowa styczna T'M do rozmaitosci M wymiarun z atlasem
maksymalnym A. Przestrzen styczna T,M do M w punkcie p € M jest przestrzeniq

wektorowaq rozpieta przez wektory bazowe dla danej mapy x wokdt p réune 8%7_“). Przy czym

wektory te przy zmianie mapy x na y transformujq sie w/q requty [otrzymanej dla rézniczki

odwzorowania id : M — M w mapach x iy - patrz lemat] df, 8‘; w) = Zle 8%4;]?) (p) -
0
%3 |1 (p)

0 " oy; 0
= ](p)'a—y .
Jlp

&ri Ip =1 a:)?z

Otrzymalismy to dla hiperpowierzchni ale to samo bedzie dla abstrakcyjnej rozmaitosci

jak tylko zdefiniujemy wektory £Ip w terminach wewnetrznych rozmaitosci - nizej.

Rozwazamy

T™ = |_|p€M T,M,
m : TM — M -rzutujemy prz styczng nad p w punkt p

Kazda mapa x na U, C M okresla lokalng trywializacje

T:U, x R" — 771 [U,]
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wzorem

T (7“1, ...,r”) = Zri 0

du; p

Zatem

(97:|p)_1 ( 0 > =e;=(0,...,1,0,..,0) 1 jest na miejscu i

(‘3@ Ip
Biorge dwie mapy x 1y o niepustej wspdlnej czesct dziedzin Uy, = U, N U, widzimy, %e
funkcje przejscia
Vye =7 0T : Upy x R" — Uy x R”

sq, rowne
~— ~ n ~— 7 a
77Z)yac (p7 (rla"wrn)) =Y 1037(]?, (Tla"wr )) =Y ! <p,z'7ﬂ a ] )
¢ 0T
_ i~—1 a ) i~—1 - ay] i
> (p, 5, > p,zlaxz () o,
_ n - zay] ~—1 i _ n - @8y]
_ Zzzlg o, W7 Py, |p> = 2121; 5, ()€

= (p, (Z; rig—ili (P, n > Ti% (p)))

im odwzorowanie to jest dyfeomorfizmem (odwrotnym jest v, ). Zatem w TM istnieje
struktura rozmaitosci dla ktorej @ sq dyfeomorfizmami. Co wigcej T, : R" — T,M jest

lintowym izomorfizmem oraz Wry)\x :R™ — R™ dane wzorem

n .8y1 n ay
1 n\ __ 7 7 n
(¢y$)‘x (’l“ y ey T ) - (§ :izlr 8.1’1 (p) PR E z‘:lr 8-Tz (p)
jest izomorfizmem liniowym (bo macierz [% (p)] jest nieosobliwa. Definiujemy

Gyz - ny — GL (Rn>

wzorem

9yw (p) = Bij (p)}

(utozasamiajac izomorfizm liniowy z jego macierzq) i dla standardowego dziatania - :
GL(R") x R* — R™ mamy
o 0
sx(p) 52 (p) r!
(a) o (1) = 9 ) -7 = | ;
s=(p) 522 (p) r
Zatem TM jest GL (n,R) - wiqzkq wektorowg.
Przyklad 13.0.7 Rozawazajgc dowolng wigzke wktorowq E o wldknie typowym R™
tworzymy nowq wigzke P dla ktorej wicknem bedzie zbior uporzqdkowanych baz wiékna Ej,.

Utworzymy tak wiazke gldwnag o grupie Liego strukturalnej GL (n) - zobaczyé np.ksiazke
Lee, albo cokolwiek innego z geometrii rozniczkowej wspdtczesney.
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14 Quaterniony

14.1 Algebra quaternionéw

Niech H bedzie zorientowang 4-wymiarowa (nad R) prz. wektorowa z iloczynem
skalarnym (,) : H x H — R i wyréznionym elementem e jednostkowym (o dlugosci 1
wzgledem (,)). Okre§lamy

K=e¢t

ortogonalne uzupekienie Lin (e¢) do H, H = Lin(e) @ K. Orientujemy K przez baze
e1, €2, e3 tak, aby (e, e1, s, €3) nalezalo do zadanej orientacji H. Niech x : K x K — K
bedzie iloczynem wektorowym w K. Definiujemy odwzorowanie dwuliniowe nad R

¢ HxH—H

WwWZzZorem < >
_ . _ ) —pa-et+pxq, gdypge K
¢(p.g)=p-q { Gp—p. edyq—ec

Definicja 14.1.1 Uklad H = (H, ¢) tworzy 4-wymiarowq R-algebre quaterniondw. Kazdy
quaternion q jest postact

g=a-e+p
dla a € R oraz p € K. Oznaczamy

a = Regq

p = Imgq.

Elementy z K nazywamy czystymi quaternionami. Elementy z Lin (e) utozasamiamy z
liczbami rzeczywistymi.

Cwiczenie 14.1.1 H jest algebra tgczna, z rozdzielnoscig mnozenia wzgledem dodawania,
oraz mie jest algebrg przemienng. Np.

pr-p2 = —(p1,p2)-€+p1 X p2=—(p2,p1) €+ D1 X Po
P2-P1 = —<p27p1>'6+p2Xplz—(p2,p1>'€—])1XPz%pl'Pz-

Definicja 14.1.2 Sprzezenie quaternionowe
a-e+p=a-e—p.

a>+|pl* > 0 (q-q € Lin (e) =

Cwiczenie 14.1.2 Sprzezenie ma wltasnosci a) q-¢ = q-q =
®) =350 @+q¢- @) =Relq B@).

RV a+@=0+% ) =0 7, d (1, ¢
Definicja 14.1.3 Norma quaternionowa

lal =Vaq-q.
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Cwiczenie 14.1.3 Wiasnosci normy 1) |q| >0, 2) |q| =0 gddy ¢ =0, 3) |¢ + ¢| < |q| +
|, 4) lql =1al, 5) (p-r.q-7) = (p.q)-|r|* p,q,r € H, [zachodzi takze dla zespolonych (i
rzeczywistych) co sprawdzamy bezposrednio] 6) |pr| = |p| - |r|, p,m € H, 7) |¢| = Va-q=

Vg, q).

Cwiczenie 14.1.4 (Twierdzenie) Algebra quaternionéw H ma wlasnosci

a) jest algebrq z dzieleniem (tzn. réwnania gz - © = q1 oraz x - go = q1 majq doktadnie
po jednym rozwiqzaniu).

b) nie ma dzielnikéw zera, tzn. jesli g1 - g2 =0 i q # 0 to go = 0.

c) HIN {0} z mnozeniem quaternionowym jest grupq i to grupg Liego bo mnozenie ¢
jest gtadkie.

- q
qlz_z'

=

d) [przypomnijmy: Elementy z Lin(e) utozasamiamy z liczbami rzeczywistymi/
Kladziemy ¢* = q - q.

Jesli q # 0 jest quaternionem czystym (q € K) to¢* = —(q,q) < 0 (¢* € Lin(e) = R),

Jesli |q| = 1 i q jest czysty to ¢*> = —1.

Cwiczenie 14.1.5 Pokazaé, ze zbior macierzy 2 X 2 quaternionowych o wyznaczniku 1
nie tworzy grupy.

14.2 Grupa jednostkowych quaternionéw

Rozwazmy R* ze zwyklym iloczynem skalarnym i wyréznionym elementem e = (1,0, 0,0) .
Wtedy K = e+ = {0} x R3 = R? rozwazana jest z dodatnig orientacja przez wersory osi
wspélrzednych ey, es, e3. Niech H bedzie algebra quaternionéw dla powyzszego iloczynu
skalarnego. Mnozenie kwaternionowe w K pokrywa si¢ z iloczynem wektorowym x. Latwo
sprawdzamy, ze (R3, X) jest algebra Liego. Z wtasno$ci normy |q| = /¢~ 7 = v/{q,q) =

Var+plP dag=a-e+p a€R,peK, gdy q=ag-e+ > a;e; mamy

3
Z (a;)* = ||(ao, ..., a3)| -zwykta norma w R*
i=0

Zatem {q € H; |q| = 1} = S®. Poniewaz mnozenie quaternionowe w ramach quaternionéw
jednostkowych dzigki wlasnoéci 6) normy nie wyprowadza poza quaterniony jednostkowe
oraz S? jest hiperpowierzchnig, to mnozenie quaternionowe w S* wprowadza strukture
grupy Liego w sfere S3. Przestrzen styczna do sfery w jedynce T,5% = e+ = K czyli jest
réwna K. Dlatego algebra Liego tej grupy Liego bedzie algebra Liego (R3, x).

Zauwazmy, ze takze w prostszej sytuacji R?> = C dla 2 = x + iy, |2| = Vz-Z =
Va2 +y?2=|(z,y)|, skad {z € C, |z| =1} = S i mnozenie zespolone nie wyprowadza
poza jednostkowe, wiec S! jest grupa Liego wzgledem mnozenia liczb zespolonych.

Uwaga 14.2.1 W zasadzie nie podatem wczesniej formalnej definicji algebry Liego grupy
Liego wiec jest luka. Robi sie to tak: kazde pole wektorowe X na rozmaitosci M okresla
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rézniczkowanie algebry funkcgi gladkich X @ C* (M) — C* (M), (X[), = (df), (X,),
i odwrotnie; dlatego najpierw na dowolnej hiperpowierzchni (rozmaitosci) wprowadzmy
nawias Liego pol wektorowych stycznych [X,Y] jako pole ktore na funkcji gtadkiej f jest
rowne [X,Y] f =X (Yf)=Y (Xf). Pokazujemy ze jest to rézniczkowanie algebry C> (M)
a wiec jest polem. Nastepnie sprawdzamy, ze pola z nawiasem tworzq algebre Liego. Na
grupie Liego rozwazamy tzw. pola prawo (albo lewo) niezmiennicze, nastepnie zavwazamy
ze nawias Liego pol prawych (lewych) jest polem prawym (lewym). Algebra Liego pdl
prawych (lewych) na grupie Liego nazywa si¢ algebra prawq (lewq) grupy Liego. W kohcu
tatwo obserwujemy, ze wektor styczny w jedynce grupy Liego rozszerza sie jednoznacznie
do pola prawego (lewego) na catej grupie Liego. Zatem wymiar algebry Liego grupy Liego
jest rowny wymiarow: grupy Liego, co wiecej w przestrzen styczng do jedynki wprowadzamy
algebre Liego tak, aby byta izomorficzna z algebrq pdl prawych (albo lewych). Na GL (n, R)
przestrzen styczna w jedynce to po prostu R™ = End (R™, R™) i pokazuje si¢ rachunkiem,
ze algebra Liego grupy GL (n,R) jest zadana jako algebra endomorfizméw z nawiasem
[A, Bl = AoB—BoA. Takim samym rachunkiem pokazujemy, ze algebra Liego grupy Liego
niezerowych quaternionéw H\ {0} ma algebre Liego R* 2z mnozeniem o, 3] = a-B—f3- .
Stqd rzeczywiscie algebra Liego grupy Liego S bedzie podalgebrg Liego K z mnozeniem
wektorowym.

14.3 Grupa quaternionowa @ (n).

Niech I' = R,C,H i rozwazmy n-wymiarows ['-przestrzen wektorowa [ z mnozeniem
przez skalary po wspétrzednych z lewej strony p- (2!, ..., 2™) = (p -z, ...,p - 2"). Przestrzen
'™ ma takze oczywiScie strukture rzeczywistej przestrzeni wektorowej ktéra oznaczymy
przez I'f (dla I' = C ma ona wymiar 2n, za$ dla I' = H ma wymiar 4n). W przestrzen I'"
wprowadzmy kanoniczne iloczyny skalarne (-, -)p

a) gdy I' = R to zwykly iloczyn skalarny rzeczywisty (z,y)p = i 2" y', z',y' € R,

b) gdy I = C to iloczyn skalarny hermitowski (z, w). = >, 2 - wi, 2\, w' € C,

¢) gdy I' = H to iloczyn skalarny quaternionowy (p, ¢}y = > i, P’ ¢, p'q' € H.

Uwaga 14.3.1 Zawwazamy /CW/ , :e Re(-,-)p : T x 't — R jest rzeczywistym
iloczynem skalarnym. Dlan =1 z wlasnosci (d) sprzezenia otrzymujemy zwiqzek z wyjs-
ciowym rzeczywistym iloczynem skalarnym (-,-) w H :

Re(qi,q)y =Re(gr @) = {1, ¢2), @€ H

a dalej z indukowanym w potedze H" / ¢ = qie + Bqle; €T, ¢ € R

Re (a1, 1) » (420 65) )
= ReXiq q_§ /liniowosé operatora Re

Dlatego norma quaternionowa |(q, ..., q")| elementu (¢, ...,q") € T™ to po prostu zwykta
euklidesowa norma po wszystkich wspdtrzednych poniewa? q - q jest rzeczywisty, q - ¢ =
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Re(q-q),

= \/<(q1,---,q"),(ql,---,q")m =\/2iq' - ¢" = /i Re (q" q_)
. . . 2
= /Zy(d); (@), =1/ 2y ((q’)j> = 1(ad at, a3y ads oor 0 g g, 03 || -

Dlatego sfera w T'™ wzgledem normy quaternionowej {q € I'; |q| = 1} jest sferqg S ! w
R4",

Tak samo dla zespolonych sfera w C" wzgledem normy hermitowskiej jest sferqg S?*
wR*™. (WT =R sfera to sfera S**)

Dia n + 1 (bedzie uzyteczne dalej) sfera w T jest réwna odpowiednio

S" ¢ R™! dlaT =R,
Sl C*t dla T =C,
S4rt3  — H" dlg T =H.

Definicja 14.3.1 Odwzorowanie R-liniowe o : T'™ — I' nazywamy
(a) T'-liniowe (odpowiednio R-liniowe, C-liniowe, quaternionowe) jezeli

alg-x)=q-a(z), geb, xel™
(b) T'-izometrig (izometrig, izometriq unitarna, izometriq quaternionowq) jezeli

(o (2), 0 W)y = (@, y)p, zyel™

Cwiczenie 14.3.1 (Tw) Na to aby o : T™ — T bylo T'-izometrig potrzeba i wystarcza
aby o byto I'-lintowe oraz aby

Re <Oé (SL’) y & (y)>1" = Re <$7 y>1" ’
tzn. aby a € O (I'R) - grupa obrotéw rzeczywistej przestrzeni I'g.

Cwiczenie 14.3.2 Wszystkie I'-izometrie przestrzeni I'™ tworzqg grupe i jest to domknieta
podgrupa w zwartej grupie obrotéw O (T'R), zatem sama jest zwarta (i Liego). GdyT' =R
oznaczamy grupe O (n) [obroty wlasciwe zachowujace orientacje majg wyznacznik +1 i
tworzq grupe Liego SO (n) /, gdy T' = C oznaczamy grupe U (n) i nazywamy unitarng, gdy
I' = H oznaczamy @ (n) i nazywamy quaternionowq. Stad U (n) i Q (n) jako dpmknigte
podgrupy w O (I'R) sq zwarte.

Cwiczenie 14.3.3 Wybierzmy w I'™ baze wersordw. Utozsamijmy kazdy obrét z O (n),
U(n), Q(n) z macierzq wzgledem tej bazy. Wowczas

O(n) <= AT-A=1, O(n)cGL(n,R),
SO(n) <= AT -A=1,detA=+1, O(n)CGL(n,R)
U(n) < A" U(n)C GL(n,C),
Q(n) <= A" Q@ (n) C GL(n,H).

e
M M M M

CA=1,
CA=1,
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Niech n = 1.
Lemat 14.3.1 Odwzorowanie a : T' — T jest I'-liniowe gddy o (q) = q - (1)

Kiedy a: I' — I' dane wzorem «/(q) = ¢ - p dla pewnego p € I jest I'-izometria?
Z wtasnoéci (5) normy quaternionowej (zespolonej, rzeczywistej) otrzymujemy

Lemat 14.3.2 o : ' = I' dane wzorem a (q) = q - p dla pewnego p € ' jest I'-izometriq
gddy |p| = 1.

Istotnie, bycie I'-izometrig oznacza bycie ['-liniowe i izometrig wzgledem wyjSciowego
rzeczywistego iloczynu skalarnego Re (g1, q2>§ = Re(q1 @) = (q1,¢q2), co pozwala

stosowat: (5) dlanormy: (a (), (¢')) = (¢, ¢) <= (q-p, ¢ - p) = (¢.¢) <= {q.¢)-|p|" =
(¢.¢') <= Ip| =1.

Whniosek 14.3.1 Dia ' =R mamy O (1) = {-1,+1},

DiaT =C mamy U (1) 2 {2 € C,|z| =1} = S, U (1) = SO (2) - obroty wlasciwe R>.

Dia T =H mamay Q (1) = {p e H, |p| =1} = S3.

Tzomorfizmami grup Liego sq

(a)7:0(1) - {~1,+1}, 7(a) —a (1), -

(b) v:U (1) — St v(a) = a(1) oraz na jedno wychodzi v, (o) = a (1) (bo mnozenie
liczb zespolonych jest przemienne),

Y(B) = (@B) (1) =a(8(1) = B(1)-a (1) =a(1)-8(1) =7(a) 7 (), tak semo ze
spragzeniem 1, (af) = (@B) (1) = a (B (1)) = B(1) - a (1) = a (1) - (1) =71 (@) -7 (5).

(c) v : Q1) — S3 musi by¢ ze sprzezeniem bo sprzezenie iloczynu quaterniondw
przemienia liczby

7 (ef) = (af) (1) = a(B(1)) = f(1)-a(l) =a(l)- (1) =7 (a)-7(B).

14.4 Zwiazek grupy Liego S® z grupa obrotéw przestrzeni R?

Traktujmy R? jako K = e+ C H. Rozwazmy dla punktu p € S® odwzorowanie
Tp K — K, T — prp L.

Twierdzenie 14.4.1 a) pzp~! dla p € S® jest czystym quaternionem, pxp~' € K,

b) T, jest obrotem przestrzeni K, (1, (z),7, (y)) = (z,y), tzn. 7, € O (3),

c) 7:8%— O(3) jest homomorfizmem grup, 7 (p-q) =7 (p)-7(q),

d)7:5x K — K, (p,x) — pxp~t, jest gladkie, skqd T : S* — O (3) jest gladkim
homomorfizmem grup Liego, a 2e S® jest spdjna, to jego wartosci muszq lezet w spdjnej
sktadowej jedynki grupy Liego O (3) czyli w SO (3), tzn. T, jest obrotem wtasciwym,

e) 7 (p) =7 (=p),

fr 1:58% — 0(3) jest surjekcjq i kert = {e, —e}, skad warstwami S wzgledem
ker 7 sq zbiory punktow antypodycznych p - {e, —e} = {p, —p} .
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W takim razie S®/kert = SO (3). Jak zrobi¢ rozmaitos¢ S3/kert ? Otéz w S3
wprowadzamy relacje rownowaznosci = utozsamiajaca punkty antypodyczne p = —p.
Tworzymy przestrzen ilorazows S3/ = z ktérej trzeba zrobi¢ rozmaito$é. Utozsamienie na
sferze punktéw antypodycznych tworzy tzw. przestrzen (rozmaito$¢) rzutowa RP3. Niech
7 : S% — RP3 bedzie kanonicznym rzutowaniem, wéwczas istnieje bijekcja (dyfeomorfizm)
o

$ . S0(3)

\ o
RP3

Tak oto przydaly sie quaterniony do zobaczenia grupy obrotéw wlasciwych w R3 : jest to
jako rozmaito$é tzw. przestrzen rzutowa rzeczywista 3-wymiarowa RP3. Darujemy sobie
dojscie do grupy obrotéw R* : SO (4) jako rozmaito$¢ jest dyfeomorficzna z RP3 x S3.
Przestrzen RP? = 5%/ = mozna odtworzy¢ bardziej "liniowo", mianowicie przez dwa
punkty antypodyczne {p, —p} przechodzi dokladnie jedna prosta przechodzaca przez 0 (a
wigc 1-wym podprzestrzen wektorowa). Mozna by zatem pomysle¢, aby w przestrzeni R*
zawierajaca sfere S® utozamia¢/$ciagnaé¢ proste przechodzace przez 0 (czyli 1-wymiarowe
podprzestrzenie wektorowe) do punktu. Ale wszystkie takie proste zawieraja wek-
tor zerowy, wiec trzeba go usungé przed utozsamieniami. Bierzemy zatem R\ {0} i
wprowadzamy relacje utozsamiajaca punkty na prostej przechodzacej przez 0 (dwa nieze-
rowe wektory z, y leza w tej samej 1-wym podprz wektorowej gddy gdy sa proporcjonalne)

r=2y <= dpsizo (Yy=tz).
Zauwazymy, ze przestrzenie ilorazowe S/ = 1 R™\ {0} / = s3 homeomorficzne.

Lemat 14.4.1 Odwzorowanie
oo S i RN {0} =
p(lz]) = lz]
jest homeomorfizmem. Odwrotne dane jest wzorem

o = |

]l

Dowéd. Rozwazmy kanoniczne rzutowania m; : S% — S3/ = 1, 1 RN {0} —
RN {0} / =, topologia ilorazowa jest najsilniejsza przy ktérych rzutowania sg ciagle.
Aby sprawdzi¢, czy p jest ciaglte wystarczy zlozy¢ z rzutowaniem m; i rozwazyé diagram
w ktérym p; 1 S3 — RN {0} jest inkluzja

R\ {0}
p/ N\ T2
S /= S RN{0}/ =

Otoz, p jest ciagle gddy p o my jest ciagle, ale p o my = w9 0 p; jest ciagle.
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Z_ 3

Teraz odwrotnie, rozwazmy ciagle odwzorowanie p, : R*™\ {0} — S3, p, (z) = |

diagram
SB
Py /" N\ T

-1
RNA{0} = RN{0}/= — §/=
[
Nizej zbiér (ktéry okaze sie rozmaitoScia) l-wymiarowych rzeczywistych prostych
RN {0} / = w R* uogélnimy na k-wymiarowe I'-plaszczyzny przechodzace przez 0 w
n-wymiarowej ['-przestrzeni wektorowej '

(I"™\A0}) / =
gdziedlaI'™ > z,y # 0
T2y = Trogeo (Y =qa).
Gdy I'=Rin =4, k=1, otrzymamy to co wyzej.

15 Grassmanniany, w szczegdolnosSci przestrzenie rzu-
towe

15.1 Grassmanniany

Definicja 15.1.1 k-plaszczyzng [przechodzacq przez 0 - co dla skrétu bedziemy pomijac]
w ' nazywamy T-podprzestrzen w '™ T-wymiaru k. Oznaczamy przez Gr (n, k) zbior
k-wymiarowych I'-ptaszczyzn w I'™. Dodatkowo gdy I' = R wprowadzamy zorientowane
k-ptaszczyzny w R™ czyli k-plaszczyzny rzeczywiste w R™ zaopatrzone w pewng orientacje.
Ich zbiér oznaczamy G (n.k) .

Gdyby$émy dysponowali twierdzeniem, ze dla domknietej podgrupy Liego H C G
przestrzen ilorazowa G/H ma strukture rozmaitoSci (i to jedyna dla ktorej rzutowanie
G — G/H jest koregularne) wéwczas mozna standardowo wprowadzi¢ w Gr (n, k) struk-
ture rozmaitosci i wéwczas bedzie ona nazywana grassmannianem k-wymiarowych I'-
plaszczyzn w I'". Mianowicie tak:

Oznaczmy przez Ir (n) jedna z grup Liego izometrii O (n), U (n), Q (n) czyli grupe
izometrii [ odpowiednio dla I' = R, C, H. Aby policzy¢ wymiary tych grup Liego nalezy
najpierw znalez¢ ich algebry Liego. Podamy rezultaty bez pokazywania. Oznaczamy
algebre Liego grupy It (n) przez Sk (n,I') i mamy kolejno - utozsamiajac I'-liniowe odw-
zorowanie z Sk (n,[) z macierza

A € Sk(n,R) gddy A+ AT =0,

—1
dim Sk (n,R) = dimO (n) = ( " ) = M, macierze skosnie symetryczne

2 2
A € Sk(n,C) gddy A+ AT =0,
dim Sk (n,C) = dimU (n) =n* macierze sko$nie hermitowskie (dim = dimg )
A € k(nH) gddy A+ A" =0,
dim Sk (n,H) = dim@(n) =n(2n+1), macierze skoénie quaternionowe
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Lemat 15.1.1 Odwzorowanie
T:IF(n>XGF(n7k)HGF<n7k)7 (907F)'—>30[F]7
jest lewym dziataniem tranzytywnym.

To, ze T jest lewym dziataniem jest oczywiste. TranzytywnoSc¢ jest otrzymana w
sposéb standardowy w geometrii analitycznej: kazda k-wymiarowa podprzestrzen wek-
torowa jest obrazem przez pewng izometrie standardowej k-wymiarowej podprzestrzeni
% ={(q,..., q0,...,0), ¢ €T'}. Biorac dwie podprzestrzenie F} i F} i skladajac jedna
z takich izometrii z odwrotng do drugiej dostaniemy izometri¢ przeksztalcajaca Fi na F5.
Konstrukcja takich I'-izometrii jest utatwiona dzigki temu, ze ma by¢ po prostu I'-liniowa
i R-izometria wzgledem wyjéciowego rzeczywistego iloczynu skalarnego (czyli tak jak w
rzeczywistej geometrii analitycznej).

Whnioskeim z tego lematu jest

Whniosek 15.1.1 Odwzorowanie
a2 Ir (n) — Gr (n, k), SOHSO[FISL
jest surjektyune.

Zmajdziemy nizej oz,gl [F’g] .
Podprzestrzenia ortogonalna do Ty = {(q1, ..., &, 0, ...,0), ¢ € '} jest

1 n—
(Flg) :Fl k:{<0""707q1€+17---7qn>; qZEF},

(Th)" = i
" = Itgorr*

A 0} oraz Ir (n—k) w

Zanurzamy Ir (k) w Ir (n) w zapisie macierzowym A —— [ 0 1

Ir (n) w zapisie macierzowym B —— [ } oraz bierzemy zanurzenie

0 B

Ir (k) x Ir (n — k) — I (n)

wm—[1 3]

Jest to homomorfizm grup (mono) co pozwala widzie¢ It (k) x Ir (n — k) jako podgrupe

w Ir (n) (Liego) i zrobi¢ przestrzen ilorazowa (rozmaito$¢ bo Ir (k) x Ir(n — k) jest

Stwierdzenie 15.1.1 o' [Tf] = It (k) x Iy (n — k).
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Dowdéd. Po pierwsze zauwazmy, ze jezeli dla I'-izometrii ¢ € I (n) przestrzeni I'" mamy

¢ [T§] C Tt to musi byt
e|(rh)*] < (s

czyli
e [[77F] cIrp ™

"C" Niech ¢ € a [Tk], czyli ¢ [Tk] C Tk, z powyzszego rozumowania ¢ [I'} 7] C
161 g dla macierzy A i B izometrii z It (k) i
Ir (n — k), co oznacza, ze ¢ € Iy (k) x Ir (n — k).

"D - oczywiste, bo gdy ¢ € Ir (k) x It (n — k) to w szczegdlnosci przeprowadza I
wlt m

Kluczem (do$¢ ogélnym) do znalezienia struktury rozmaitoéci w Gr (n, k) jest ponizsze
twierdzenie

F’f‘k a zatem macierz ¢ jest postaci

Twierdzenie 15.1.1 Istnieje doktadnie jedna bijekcja (homeomorfizm)

Br Ir (n)/Ip(k)XIp(nfk) — Gr (n, k)

taka, ze

I () 1y (k) Gr (n, k)

Dowdéd. Jednoznacznosé: 5, ([¢]) = ax (¢) .
Poprawno§¢ definicji, tzn. niezalezno$¢ powyzszego wzoru od reprezentanta ¢ klasy
[p]. Wezmy o € Ir (k) X Ir (n — k). Wtedy 1 [Tf] = I't skad

ap(pop) =po [If] = ¢ [ [T§]] = ¢ [T§] = ar (v).

Surjektywnos¢ 3, wynika z surjektywnoSci ay.
Injektywnosé 8. Niech 8, ([o]) = B ([¢]), zatem ay () = ay (v)., czyli o [I5] =
¢ [TF] Wezmy 0 = Yo € Ir (n). Wéwcezas

[Tk = v o [r5] = v [0 [r]] =T

a dalej z faktu, ze 0 jest I-izometrig wynika, ze takze 0 [F’f_k} =4 [(FIS)L} = (I"g)L =
"% co implikuje, ze § € I (k) x Iy (n — k) . Zatem skoro o = 1pofi6 € Iy (k) x Ip (n — k)
to [¢] = [¢].

Jest oczywiste, ze (3;, jest homeomorfizmem. m

Poniewaz Ir (n) JIn (k) x I (n—k) 1€St TozmaitoScia (dzielenie grupy Liego przez domknieta
podgrupe Liego) oraz 7 jest koregularne, to struktura rozmaitosci w Gr (n, k) dla ktérej
B, jest dyfeomorfizmem jest ta jedyna dla ktérej oy jest koregularne. Poniewaz grupy
Ir (n) sa zwarte to grassmanniany sa tez zwarte.
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Lemat 15.1.2 Dla dowolnej I'-izometrii ¢, € I (n) odwzorowanie (p,), : Gr (n,k) —
Gr (n, k), F—— ¢, [F], jest dyfeomorfizmem.

Dowdéd. Wystarczy pokazac gladkosé. W tym celu wystarcza pokazac gtadkos¢ zlozenia
(900)* © Q.

(o), 0 ar () = (o), [¢[T6]] = (o0 ) [[5] = ar (wy0p) = aroly, (¥)
(po)yoar = agol, jest gladkie /lewa translacja jest gladka

Definicja 15.1.2 Grassmannianem k-ptaszczyzn wI™ nazywamy rozmaitosc rézniczkowq
Gr (n, k) dla ktorej B, jest dyfeomorfizmem.

Zatem mamy

Gr (n, k) O (n )/O(k)x O(n—k)>
dim Gg (n,k) = dimO (n) —dimO (k) —dimO (n — k) =k (n — k),
Gu(n. k) = Q) guxoum_ry: dimGu(n,k)=4k(n—k).

W szczegélnosci dla k = 1 oraz n := n+1 mamy tzw. przestrzenie rzutowe i ich rzeczywiste
wymiary sa réwne
dimg Ge (n+1,1) = 2n,
dimg Gu (n+1,1) = 4n.
Stwierdzenie 15.1.2 Odwzorowanie
v:Gr(n,k) — Gr(n,n—k), F+— F*
jest dyfeomorfizmem.

Dowéd. Wezmy I'-izometrie 6 € It (n) o macierzy
[0 1
=[al ]

T 0 ]-nfk
r-

0T (€Z> = 29563
J

A 0, 1<n—k, j<k
(o7 07 i<n—k j>k+1
0, i>n—k+1, j>k+1,
HT<€1) = €p+1, 9T(‘£n—k>:en
0" [Tg"] = T7"
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Wystarcza pokazac, ze 0, o v jest gladka.
Definiujemy
@y : Ir (n) — Ir (n)

Wzorem

g (A) =00 Aol

Macierza, zlozenia @ o A o 67 jest #7 - A - 0. Latwo sprawdzamy, ze jest to homomorfizm
(izomorfizm) grup o, (A o B) = @, (A) o, (B) i oczywiscie jest gladki (mnozenia 67 - A -0
Ay, 0

sa gladkie) poza tym dla 0 B, .

] € It (k) x Ir (n — k) mamy

0o [Ir (k) x Ir (n — k)] = Ir (n — k) x I (k)

o | Ay O

. { S op |

[0 k] [A 0 ] [Lag 0
o 1, 0 0 B,k 0 1,
[ Bus 0 B

_ _{ . Ak]elp(n k) x I (k)

skad wynika, ze ¢, indukuje dyfeomorfizm

@0 : _[1“ (n)/lp(k)xlr(n—k) — IF (n)/]F(n—k)XIF(k)

(bo tak: rzut It (n) — It (n) 1. k)x i (n—) Jest koregularny a zlozenie $y z tym rzutem jest
gtadkie bo jest to wtedy zlozenie rzutu z prawej Ir (1) — Ir (1) /10—y 2 © )
Pokazujemy przemienno$¢ diagramu

B
Iv (n>/Ip(k)><Ip(nfk) — Gr (n, k)

~

~| @y 1 0oy
Br—
Iv (n)/Ip(nfk)XIp(k) j’k Gr(n,n — k)

0. 070 B ([p]) = 0. 0 [an (9)] = 0 0 [ [TE]] = 0. [ [TE] | = 0. [ [T3 7]

Buro@alel = Bupllopobd’| =a, i (0opob’)=00pob” [I§"]
= fop[I'T "] =6.[p[T7"]].

Stad 6, o v jest dyfeomorfizmem, ale 6, tez jest dyfeomorfizmem, wiec v tez jest dyfeo-
morfizmem. m
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15.2 Rzeczywiste, zespolone i quaternionowe przestrzenie rzu-
towe

Definicja 15.2.1 Rozmaitosé Grassmanna Gr (n + 1,1) 1-wymiarowych T'-przestrzeni w
"+ on>1
LP" =P'T :=Gr(n+1,1) = (TN {0}) .

gdzie dla T" M > 2,y #0

=y <= drseo (Y =qz),

nazywamy I'-przestrzeniq rzutowg.
Dla T' = R mamy rzeczywistq przestrzen rzutowg P"R oznaczang tez RP™.
Dla T' = C mamy zespolong przestrzen rzutowg P"C oznaczang tez CP™.
Dla I' = H mamy quaternionowaq przestrzen rzutowaq P"H oznaczang tez HP™.

Niech
7 "IN {0} — P'T

bedzie kanonicznym rzutowaniem. Wprowadzimy teraz atlas gltadki na P"I" a tym samym
strukture rozmaitosci w przestrzeni topologicznej ilorazowej P"I".

Definicja 15.2.2 Niech v = (vy, ..., v,) bedzie bazg T, Parametryzacjq P"T stowarzys-
zong z bazq v nazywamy odwzorowanie

o, = I"—=P"'T,
(q17 sy qn) — [UO + ETiflzlqi ' Ui] ) qZ el

Twierdzenie 15.2.1 ¢, jest homeomorfizmem na otwarty podzbior wP"I'. Rodzina para-
metryzacji {¢, } stanowi atlas gladki na przestrzeni P"T.

Dowdéd. a) Ciaglost ¢,. Ztozymy ¢, w postaci odwzorowan ciagtych
oy T L TN {0} = PT

(ql’ " qn) — o+ By v [UO + 3. Ui] :

Zatem ¢, jest ciagle.
b) obraz ¢, jest otwarty w P"T.

W o =at e [ =at mod M)

= {¢-(v+ZL¢" -v); T2q#0, ¢ T}
= {Ef‘:ori v 0 £ 0, 1t € F} C "IN {0}

W jest otwarty w [T\ {0} zatem ¢, [['"] jest otwarty w P"T". Do pokazanie, ze ¢
wystarcza ztozy¢ z w|W 1 pokazaé ciagto$é. Poniewaz zlozenie to wyraza sie wzorem

pytom|W (Z?:(ﬂ”i : Ui) o 3! ([Z?:OTi : Uz}) = o, ([UO + Z?:l% : Uz}>

7“1 rn
7“0’ ceny 0
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o cigglych wspolezynnikach to ¢! o w|W jest ciagle, zatem ¢, jest homeomorfizmem na
obraz.

c) Biorac baze vo= (vy, ..., v,) 1 przesuwajac v; na pierwsze miejsce v; = (v;, Vg, -..2...0y)
tatwo widzimy, ze

U_ @[ =PT.

Istotnie, niech [z] € P"T', z # 0, x € T Wtedy = = X7 yr'v; i ktérag wspéhzedna
rio £ 0. Wtedy

[J}] = [E?:Orivi] = [riovio + Eiﬂorivi] = [Uio + 22'75,-0 :TOUZ} € Im gOviO.

Zatem obrazy ¢, [I'"| pokrywaja caly przestrzen P"I.

d) Wezmy dowolne bazy v = (vg, ..., v,) 1 w = (wo, ..., w,,) 1 parametryzacje ¢, 1 @,

o, @ I'"—P'T, (ql, ...,q") — [UO + 37 4" vi] ,
Pw - " — ]Pmra (q17 ) qn) — [wO + Z:;lzlqi ' wz} .

Obliczymy wspolrzedne przeksztalcenia

P 0Pyt — Qo O =0, e [T7], Q2= ¢y [py [T"]] - otwarte podzbiory.

. _ n ] ._
Niech v; = ¥%_yclw;, i =0,...,n

o= o e T ={(d" 0 d") 5 ¢y (¢ 4") € o [T}
= {(d" 0" [+ 3L v € o [T}
{ n) ; [Eyzocéwj + 374" Eg}zocjwj] € Pw [Fn]}
{ "),[(04—2@ i~Q)-wg—i—(Z C+E g 07) w;] € ¢y, T}
{ ”) 0+l g &) # O} - jest to zbidér otwarty

(1
(¢
(¢,

1

vy @
vy @
ey q
ey q

*9

skad
A+ ¢ -
1 n n 0 =1 i
v (@ = |wy+ X_ . w
oy (¢ d") L e TR L
_ cé+2?:1qi a + 3¢ ¢}
B 0% 0 + X gD
oraz

vl 0wy (¢ . q") = QtYLg e @ENLg -
W v e A+X TR+ g

co dowodzi gladkosci funkcji przejscia. =
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Cwiczenie 15.2.1 Obliczyé bezposrednio funkcje przejscia dla baz v; 1V, 1 F ],

¢$O%A¢wﬂﬂ:{ﬂ:maizj+r

Whniosek 15.2.1 P"I' posiada naturalng strukture rozmaitosci réiniczkowej I'-wymiaru
n, w szczegdlnosci wymiar rzeczywisty dla I' = C wynosi 2n zas dla T' = H wynosi 4n co
zgadza si¢ z wezedniejszymi wyliczeniami wymiaréw P'T' = Gr (n + 1,1) jako rozmaitosci

jednorodnych (grupa Liego dzielona przez podgrupe Liego Ir(n+ 1) JIr(1) % In(n) P,

Gr(n+1,1)=PT) -

Cwiczenie 15.2.2 Rzutowanie m : T\ {0} — P"T jest gladkie, co wiecej jest koregu-
larne.

Twierdzenie 15.2.2 Rozmaitosé P'T' = Gr(2,1) jest dyfeomorficzna ze sferqg S* dla
=R, 5?dlal’ =CiS*dlal =H

RP' = S,
cp' = 5%,
HP! = 5%

Dowéd. Wezmy dowolng baze vy = (vg, v;) przestrzeni ' i parametryzacje

¢y, : I'—=PT,
g — [wt+q-v], qeT.

Jest to dyfeomorfizm na otwarty podzbiér, przy czym parametryzacja nie obejmuje tylko
jednego punktu z PT,

P'T\ ¢y, [T] = {[v]} -
Istotnie, [v1] = [0 - vo + 1 - v1] nie moze by¢ w obrazie ¢, , 1 gdy [qgo - vo + ¢1 - v1] nie nalezy
do ¢, [I'] to go = 0 bo w przeciwnym wypadku

[q0-vo+q1-v] = [Uo+%'vl] € Py, [T
Stad [go-vo+ q1-v1] = [g1-v1] = [v1] bo musi by¢ ¢ # 0. Stad z ogdlnej topologii
[Engelking] odwzorowanie ¢, rozszerza si¢ do jedno-punktowego uzwarcenia @, : I' U
{vi} — PIT przy czym jest to homeomorfizm. Ale tatwiej i znajomo mozna 1-punktowe
uzwarcenie przestrzeni I' zrobi¢ jako sfere¢ wykorzystujac rzut stereograficzny z bieguna
pdéinocnego utozsamionego z wektorem vy. Przy czym

Sla gdy I' = R,
FTu{v} =Sr(l):=¢ S? egdyI'=C,
St gdy T'=H.

Co wiecej wykorzystujac rzut stereograficzny z bieguna poludniowego utozsamionego z
wektorem vy oraz parametryzacji ¢, dla bazy (vy,v) pokazujemy [CWICZENIE !!!] ze
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Py, : TU{v1} — P'T jest dyfeomorfizmem do czego brakuje gladkosci tylko w jednym
punkcie biegunie potudniowym. Tzn. powinno byc¢

™ {0}
Thy \ﬁpvo
Sp ()N fvo, v} =% PIT
L he S Oy,
™ {0}

15.3 Rozwldéknienia Hopfa

Wezmy kanoniczny gladki (koregularny) rzut
7 "IN {0} — P'T

oraz wybierzmy sfere Sp (n) w I\ {0} o promieniu 1 wzgledem I'-normy, Sr(n) =
{q e T |q| = 1} . Jak wiemy z uwagi (14.3.1) o sferze wzgledem I'-normy sfera Sr (n)
jest po prostu sferg w indukowanej euklidesowej normie. Tak wiec mamy kolejno
$" ¢ R™ dlaT =R,
s+l ™o dla T =C,
S c H'™' dla T =H.

Obetniemy rzut 7 do tej sfery
p:Sr(n) C "N {0} & P"T.

a)dlal' =R
p:S"— RP",
b)ydlaT' =C
p:S*t L Cp",
c)dlall =H

p: ST HP™
Pokazemy, ze sa to wiazki o wléknach typowych Sr(0) réwnych kolejno Z, =
{—1,+1}, S'i S3. Wiazki te nazywaja si¢ wigzkami Hopfa. W szczegdlnosci dla n = 1
skoro

RP! = St
crt = 5%
HP! = 5%

to otrzymujemy wiazki
p :+ S'— S' - podwéjne nakrycie /widkno Z,, dla S' = {z;]z| =1}, p(2) = 2*.
p : S*— S* - wiékno S*,
p : ST— 8" - wiékno S3.
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Wiazki te nie sg trywialne, rzutowania p nie sg Sciggalne do punktéw skad wynika
np, ze w3 (S%) # 01 w7 (S*) # 0 tzn. w 2-wymiarowej rozmaitoéci S? sy "dziury" 3-
wymiarowe a 4-wymiarowej rozmaitoéci S* sa dziury 7-wymiarowe!. Rozwazajac oktawy
Cayleya (czego nie robiliémy) dochodzi si¢ w analogiczny sposéb do wiazki S° — S® z
wléknem S7 (sfery S, S% i S7 sa jedynymi w ktérych istnieje struktura grupy Liego).

Przypadek rzeczywisty jest banalny. Zajmiemy sie przypadkiem 2 i 3.

Niech (z9,71) € S € C2 = R?, tzn. |20|> + |z1|* = 1 (C-norma punktu (z, z;) jest
1, (20, 21)| = 1. Kazdy inny reprezentant klasy [(zo, z1)] € CP! jest postaci (tz9,t21) dla
C ot # 0. Jesli wigce dalej (tzg,tz1) € S? czyli ma C-norme réwna 1 to zachodzi

1 = (20, 21)| = [(tz0,t21)| = |t - (20, 21)| = [t] - [(20, 21)| = |t].

Zatem wiékno nad punktem [(zo, 21)] jest réwne {¢ - (29, 21); |[t| =1} = St

Analogiczny rachunek dla quaternionéw daje to samo: wspélczynnik proporcjonalnosci
¢ mam mie¢ norme quaternionows (czyli zwykla euklidesowa) réwna 1, a to oznacza, ze
q € S? i wlékno jest dyfeomorficzne z S3. Przy okazji obserwujemy bardzo ciekawg rzecz:
S3 c C?i 8" C H? na C? dziata z lewa grupa Liego S* (mnozenie zwykle przez liczby
zespolone), po obcigciu do S® nie wychodzi sig z S® bo norma po pomnozeniu przez element
z S! nie zmienia sie. Aby mie¢ prawe dzialanie trzeba mnozy¢ z lewa przez odwrotny

o: 53 xS =S (ga)— qea:=alq,

(goea)ef=(at q)ep=p"(a'-q)=(B"a) - qg=(aB) ' -g=qe(af),

dostajemy gladkie i tzw. wolne, tzn. gdy (z0,21) @ t = (20,21) to t = 1. Znaczy to, ze
orbitg dziatania jest S', (29,21) ® St = S, poza tym orbity tego dziatania pokrywaja sie
co wyzej zaobserwowaliémy z wiéknami rzutowania p : S — CP! = S%. Z Tw Glisona
p: 8% — CP? jest wigzky i to wigzka gléwng o grupie strukturalnej S*.

Analogicznie w przypadku quaternionowym mamy prawe dzialanie wolne z mnozenia
przez odwracanie quaternionéw H? x H —H?

o: 5" xS =S5 (¢q,a)— qea:=al q.

Orbita jest (qo, q1) - S = S3 i orbity pokrywaja si¢ z wiéknami rzutowania koregularnego
p: ST — HP! = S* Tak samo z Tw. Glisona jest to wigzka gléwna z grypg strukturalng
S3.

Nizej bardziej rachunkowo bez Tw. Glisona pokazemy ze mamy do czynienia z
wigzkami lokalnie trywialnymi p : S — RP" p: S**l — CP"ip: S¥+3 — HP",
jednym ujeciem z wigzka,

p:Sr(n)—P'T
o grupie strukturalnej Sr (0) = Zy, S* i S? odpowiednio /Sr (n) C TN\ {0}, Sr (0) C
I'NA0}.

Twierdzenie 15.3.1 (a) Dla dowolnej bazy v = (vg, ..., v,) € I odwzorowanie

Yy 1 Uy x Sp(0) — p ' U] C Sr(n)
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gdzie U, = {[vo + X% ¢'v;]; ¢' € T} C P"T jest otwartym podzbiorem, zadane wzorem

a™t (v + 20 q'v;)

noo i, —
Uy ([UO MRt UJ 7a) lvo 4+ X ¢t

jest dyfeomorfizmem (z wiec lokalng trywializacjq rzutowania p).
(b) dla dowolnych dwu baz v = (vg,...,v,) @ W= (wp,...,w,) istnieje gladkie odw-
zorowanie ¢, 4, : Uy NUy — St (0) takie, ze

Yo, : (UyNUyg) x Sp(0) = (Uy NUy) x Sp(0)
bt oty (m,0) = (2,0 (@) a).

Dowéd. (al) Gladkosc ¢, : Uy x Sr(0) — Sr(n). Najpierw obserwujemy, ze U, jest
dyfeomorficzny z I'", dyfeomorfizmem jest parametryzacja ¢,

Py - " — UV7 (q17 ey qn) — [UU + 2?=1qivi] .

Skladamy 1), z dyfeomorfizmem ¢, x Idg.() : I x Sp (0) — Uy x Sp(0) i obliczamy

Uy x Sr(0)

=Ty x Idse) NPy

[ > Sp (0) — St (n) c [+l
<<q17 ) qn) y CY) — ail-(yo_yg?:lqzvi)

|vo+37 giv;

Dolna strzatka jest gladka, wiec 1, jest tez gladka.

(a2) Im1p, = p~* [Uy] -Cwiczenie

(a3) Gladko$é odwrotnego ¢,' : p~'[U,] — U, x Sp(0). Przypomnijmy rzut m :
"IN {0} — P"TI". Wezmy

¢ : 7w [U]—U,xT

qv E?:oqivi = [Zn 04q Uz} )
— S5
q°#0
Odwzorowanie ¢, jest gladkie. Pokazemy, ze
alp (U] =93t

Istotnie,

i) gdy Zioq'vi € Sr(n) czyli [El,q'vi| = 1 to ‘qo"voJrE?:lZ—é-vi =
¢"v0 +271q vl = [Beq'u] = 1 skad ¢° - |vo + D 1; vi| € Sr(0) wigc

)1:L1€Sp( 0).

‘vo-‘rE? 140 v

( "Uo—f—z q_o' v;
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i) qu|p~ [Uy] 0 by, = qy 07, = id, istotnie,

Qv 0 Py ([vo + X 1qivi} ,a)
= q ( (v + XL ¢ Uz)) _ (04—1 Vo + 2?210“_1612' : Ui)

[vo + Xy q'vil |U0 + 37, ¢

a~t a tqgt
(|Uo + ZZ qivg| !vo + X1 q'vil

-1 -1
a~ ¢ o 1
= vy + 27 -, } ( ) . .
< |UO + Zz 14 Ul‘ ‘ ! |/UO + E’L 14 /Ul’ ‘UO + Ez 14 UZ| ’UO + E?:lqlvi‘

= (Uo—i—Zl 1q vz},oz).

iii) Niech ¢ = Z?:oq‘vz € p UV, ¢ # 0 oraz |8 o¢'v] = 1. Otrzymujemy
,l/}V ([UO + Zizlq ’Ul'] ,Oé) = ll (UO+E 1‘1 'Uz)

’U0+E"
- ()"
byoay () = vyoaqv (Biogvi) =9y | [Zitod' - v, 1-
vg + 22:12—0 v

i 0\—1L
= ¢v |:U0+Ez lgo'vi:|7 (q) -

_ -1
@)
(‘Uo-F(E”) iv > ‘ <UO + ZZ 1 Z)
=1 t
v + XiL Z_o' i
q‘vo+2 < Ezli 'Uz)
v + 27 q—o v;
_ 0 q
= q (Uo—i‘zzl—o'vi) =X 0q'vi =¢q

ad) pot, = pry - jasne.
ab) Pokazemy, ze 1, spelnia warunek

¢v(uaa)'5:¢v(%0¢'5)> OJ,BESF(O)-
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Niech u = [vg + 27, q'v;] , wtedy

(' ([vg + E?:lqivi] ,a) o3 = By, ([Uo + E?:lqiv,-} ,a)
at (vo + 2 q'vy)

—1
R TE ST
— Bl (vo +Z?:1qlivi)
|vo + X7y q'vi]
_ (aﬁ)fl (vo + E?:lqivz)

Jvo + Sy gvil
(B) " - (vo + X7 q'vy)
[vo + X7y q'vi]
= 1, ([vo + Z?:lqivi] ,aﬁ)

co pokazuje, ze wigzki Hopfa sa wigzkami gtéwnymi. m

15.4 Robzniczka funkcji rzeczywistej f : M — R okreSlonej na
rozmaitosci M

Zanim przedstawimy rézniczke funkcji rzeczywistej przypomnijmy wazne z algebry lin-
iowe] pojecie przestrzeni wektorowej dualnej do danej. Niech V' bedzie dowolng rzeczy-
wista przestrzenia wektorowa. Odwzorowanie o : V' — R jak wiadomo z algebry
nazywa si¢ liniowe (nazywamy je czesto funkcjonatami liniowymi albo kowektorami)
jesli a(v+w) = a(v) + a(w) oraz a(rv) = ra(v) dla v,w € V oraz r € R. Suma
dwu odwzorowan liniowych jest odwzorowaniem liniowym i iloczyn przez skalar tez Ogot
odwzorowan liniowych {a : V — R} tworzy wiec takze przestrzen wektorowa, nazywana
dualng do V' i oznaczana najczeSciej przez

V.

Zalézmy, ze V ma skoficzony wymiar n i (vy,...,v,) jest jej baza. Wiadomo, ze kazdy
funkcjonat liniowy o : V' — R jest jednoznacznie okre§lony wartoSciami na bazie. Dlatego
latwo okresli¢ baze przestrzeni dualnej V*. Definiujemy w tym celu funkcjonaly v7, ..., v}
okreslajac ich wartoSci na wektorach z bazy (vy, ..., v,) :

vp (v1) = 1, vy (v2) = ... = 0] (vn) =0
vy (v1) = 0, vy (v2) =1, v;(v3) =...=v](v,) =0
v (v) = .= (V1) =0, v (vy,) = 1.

Krétko
vf (v;) = 6;; - delta Kroneckera,

czyli réwnowaznie
. 4
of (rtor + .+ 1"y,) =1
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Uklad funkcjonaléow (v, ..., v¥) tworzy baze przestrzeni dualnej V* zwang bazg dualng
do bazy (v1,...,v,) .
Dla przykladu, baza przestrzeni R" sa wersory osi wspélrzednych (eq, ..., e,) a bazg

dualng kowektory (ef,...,e}), takie, ze e} (e;) = J;;, czyli

e ([ml, ,x"]) = 2’

Wygodnie jest przyja¢ jeszcze nastepujace oznaczenie: gdy (z?, ..., 2") sa wspéhrzednymi
punktu w R™ (wzgledem bazy wersoréw e;) to elementy bazy dualnej (ef,...,e’) oz
naczamy przez (dz',...,dz"). Przy takim oznaczeniu dowolny funkcjonat liniowy o €

(R™)", a: R* — R, jest kombinacjg liniowsa da?*,
a =a'dzt + ... + a™da"™.

Przyktadami kowektoréw z (R")* sg rézniczki (mocne) funkcji f : U — R okreSlonych
na otwartych zbiorach U C R".

(Df)y, (h) = ffy (x0) Zh fii (xo) an %) - (da’) (h)

skad we wspétrzednych w przestrzeni dualnej (R™)* mamy znany wzor na rézniczke funkcji
f klasy conajmniej C!, w danym punkcie xq € U

= Z fii (%0) - dx
i=1

Niech M bedzie dowolng rozmaitoScia, f : M — R dowolng funkcja rzeczywista klasy
C*, p € M dowolnym punktem i w € T,M dowolnym wektorem stycznym do M w
punkcie p. Okreslamy rézniczke funkeji f w punkcie p nastepujaco: jest to odwzorowanie
liniowe

(df),: T,M — R

zdefiniowane tak samo jak odwzorowanie styczne T,f : T,M — Ty, R =R, tzn. dla
wektora w € T, M wybieramy dowolnie tuk ¢ : (—¢,e) — M taki, ze ¢ (0) =pic' (p) =w
i ktadziemy (df), (w) = (f o c)' (0). Rézniczka (df), jest zatem kowektorem - elementem
przestrzeni dualnej do przestrzeni stycznej 7, M

(df), € (T,M)" = /inne oznaczenie/ =T M.

Przestrzen dualna T7M do przestrzeni stycznej T),M nazywana tez jest przestrzenig
kostyczna.

Uwaga 15.4.1 Dlaczego wprowadzamy symbol rézniczki funkcji (df) , inny od odwzorowa-
nia stycznego T,f ? Otoz dlatego, ze pojawia si¢ w ten sposéb litera d ktora jest tu
zalazkiem nowego operatora d(dalej zdefiniowanego) ktory bedzie rézniczkowal nie tylko
funkcje rzeczywiste ale i tzw. formy rézniczkowe dowolnego stopnia, a wtasnie w stopniu
0 to bedqg po prostu funkcje rzeczywiste na M.
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Niech x = (z!, ..., 2™) bedzie dowolna mapa na rozmaitosci M wokét punktu p. Baza
przestrzeni stycznej T, M szg jak wiemy wektory aii " Analogicznie jak to pisaliémy dla

.0
Ox; Ip

R”, baze dualna do bazy -2 Ba7|p OZNACZAMY PIZEZ dx*. Oznacza to, ze gdy h= 277’

to (dz") (h) = h'. Obliczymy warto$¢ rézniczki (df), na wektorze a . Tak samo jak we

wzorze (10.0.1) przyjmujac na prostej R mape identycznosé otrzymamy

@0, (5, ) = (@, (Dx) g (0 = D (Fox) 0 = (7 0x7), (x) = 2.

tzn.

an,

Dla dowolnego wektora h =3%""  h'-

aii |p) - g:fl (p) = (f Ox_l)ﬁ (x(p))-

8351' otrzymujemy z liniowoSci rézniczki

(df), () = th (@), (ax) S 9L )

i—1
= de 0x’ (p)

tzn.

@, =3 ) ar

=1

i mozna si¢ pozby¢ punktu p otrzymujac wzér

df = Z o’

ktory sprawia, ze df staje sie tzw. 1-formg rézniczkowsg na M w dziedzinie mapy
x co niebawiem dokladniej przedstawimy. Zauwazmy jeszcze, ze symbol daz’ mozna
traktowaé jako rézniczke wspolrzednej @' rozumianej jako funkcja na otwartym zbiorze

na M, istotnie poniewaz % = 0; to obie strony ostatniej réwnoSci sa réwne dxt
i\ J— N S dpd — ot
da* =37 18x da? =30 0; - da? = da’.

16 Formy rézniczkowe na rozmaitoSciach

16.1 1-formy rézniczkowe

Niech M bedzie dowolng rozmaitoscig klasy C'*°. W kazdym punkcie p € M jest okreslona
przstrzen styczna T, M oraz dualna do niej - tzw. przestrzen kostyczna

T*M = (T,M)*

sktadajaca sie z kowektoréw o : T,M — R.
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Definicja 16.1.1 Forma rézniczkowq stopnia 1 (1-formgq réiniczkowa) na otwartym
podzbiorze U C M nazywamy przyporzgdkowanie w ktore kazdemu punktowi p € U przyp-
isuje jakis kowektor w, € Ty M.

Przykladami 1-form sa oczywiScie rézniczki funkcji df, dla f € C> (M).
Jak zdefinowac¢ 1-formy rézniczkowe klasy C'°°7 W tym celu postuzymy sie lokalnym
systemem wspétrzednych x = (z!,...,2") wokét punktu p i zwiazng z nim baza

(dx', ..., dz") przestrzeni kostycznej Ty M. Forme w zapisujemy w tej bazie

n
w = E w' - dat.
i=1

Moéwimy, ze w jest klasy C* jezeli wspélrzedne w' sa funkcjami klasy C*°. Latwo zobaczy¢,
ze jeSli w pewnej mapie x = (z!,...,2") wokét punktu p wspéhrzedne formy w sa klasy
C> ta w kazdej innej mapie y = (y*,...,y") wokot punktu p sa tez klasy C'*° i dlatego

deﬁnicja jest poprawna. Istotnie, niech da’ = Z;L 145 dy?, wtedy Yy, aj - dyF < aw) =
Sioiai - 0 = abskad / (df), () = 2% ()

aé- = da' (%) = ng - jest to funkcja klasy C'*°
Y Yy

Zapisujac w w dwu mapach x i y mamy

w—iwi~da:i —i@i~dyi
i=1 i=1

mozemy obliczy¢ &' za pomocy w'

. dy?
)

w = iwi-dxi:iwi-iaé-dyj:iwi- gx]
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
- 2(8 )- v

7j=1

— Z (9y3

Ze wzoru tego widzimy, ze jesli w' sg klasy C™ to takze @' sg klasy C*°.

Geometrycznie, wartos¢ 1-formy w, na wektorze v € T,,M wyobrazimy sobie w pewien
sposob nadajacy sie na uogdlnienie dla form wyzszego stopnia opisane nizej. Rozwazmy
0§ oznaczang litera w i na tej osi zaznaczmy punkt w, (v) i rozwazmy odcinek o poczatku
w 0 i koficu w w,, (v), 0 w, (v). Dlugos¢ tego odcinka jest wartoscia bezwzgledna liczby

wp (V)

v)‘ = |w, (v)] . Mozna zatem powiedzie¢, ze w, (v) jest znakowana diugoscia
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odcinka 0 w, (v), tzn. dlugoScia opatrzona znakiem + lub —, znak zalezy od tego czy
liczba w, (v) jest dodatnia czy ujemna.

- ()
w(V)

E [

Za uogdlnienie odcinka na plaszczyznie mozna uwaza¢ rownolegtobok, a w wyzszym
wymiarze réwnolegloscian - co bedzie istotne w geometrycznym wyobrazeniu wartosci
form wyzszego stopnia.

16.2 Mnozenie skoSne 1-form rézniczkowych

W tym paragrafie podamy metod¢ mnozenia 1-form rézniczkowych tak aby byly za-
chowane w jakim$ sensie wlasnosci liniowe. Je§li w i v s3 dwoma 1-formami okre$lonymi
na tym samym podzbiorze otwartym U C M rozmaitosci M to nie mozna zdefiniowac
mnozenia naiwnie wzorem (w - v), (v) = w, (v) - v, (v) dlap € U i v € T,M bo nie bedzie
to liniowe wzgledem v. Wlasciwym pomystem jest zdefiniowaé mnozenie oznaczane in-
nym symbolem (nie mylacym sie ze zwyklym mnozeniem) w A v [zwanym mnozeniem
sko$nym lub zewnetrznym| w taki sposéb aby byla to 2-forma w tym sensie, ze w punkcie
p okreélona by byla na parach wektoréw (vy,vq) € T,M x T,M,

(wAv), : T,M xT,M — R.
To znaczy, ze warto$¢ (w A v), (v1,vs) musi zaleze¢ od czterech liczb:
wp (v1), vy (v1), wp(v2), vp(va).
Pierwsze dwie sa zwigzane z wektorem v; a ostatnie dwie z wektorem wvy. Wek-
tory o wspétrzednych [w, (v1), v, (v1)] 1 [wp (v2), vy (v2)] traktujemy jak wektory na
plaszczyznie kartezjanskiej R? o osiach w i v. Sg to obrazy wektoréw v; i vy za pomocs
odwzorowania liniowego

(wp,np) cT,M — R?, v — [w, (v),v, (v)].

Rozwazmy réwnoleglobok P C R? rozpiety przez te dwa wektory. Geometrycznie méwige,
P jest obrazem réwnolegtoboku w przestrzeni 7,M rozpigtego przez wektory v; i vy za
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pomocg odwzorowania (w,,n,) : T,M — R? w plaszczyzne R? = Owv.

< M
R v
Vi
v, (w(Va,u(V2))
//""“\\
PN WD - | (@ Vi)
/"/// \\'\ ] w
- \‘\\k CUD( V] )

Wiemy z analizy, ze pole réwnolegloboku P jest wartoscia bezwzgledna wyznacznika
wp (v1) vp (1)
wy (v2) vp (02)

Bardzo tatwo to pokaza¢ za pomoca catki podwdéjnej i wzoru na zamiang zmiennych:
rozwazamy odwzorowanie ktére nam wyprostuje réwnoleglobok P na kwadrat K =
[0, 1%,

O(r,s) = 1 (wp(v1), vp (1)) +5-(wp(v2), vp(v2))
= (r-wp(01) +5-wp(v2), 7w (1) + 51 (0a)),

r,s € [0,1]. @71[P] = [0,1] x [0,1] = K i jakobian odwzorowania ® jest réwny wiaénie
wyznacznikowi powyzszemu

1 2
JPb = 85{; 85{; _ | wp(v1) vp ()
T et 89 | T |, (02) VP(UQ) :
Os Os p

(23 53]

Ze wzoru na zamiane zmiennych [ [, dw dv = [, |J®|dr ds =

K| = |det | “{01) ve (o) 4
wp (v2) vp (v2)

Przyjmujemy jako definicje, ze mnozenie 1-form (w A l/)p da 2-forme ktéra na parze

wektoréw (vy,v2) € T,M x T,M bedzie réwna znakowanemu polu réwnolegtoboku

rozpigtego na wektorach [w), (v1), v, (v1)] 1 [ wy (v2), v, (v2)], a dokladniej

(wA V), (vi,v2) = det { Zz EZ% ZJP; &; }

czyli znakowanemu polu obrazu réwnolegloboku w 1), M rozpigtego przez (v, vs) za po-
mocg odwzorowania liniowego (wp,7,) : T,M — R?, v — [w, (v),v, (v)].
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Prawa strona powyzszego wzoru zalezy tylko od wartoSci form w punkcie p, mozna
zatem za pomocg powyzszego wyznacznika okresli¢ iloczyn skosny w, A v, czyli

(WAV), =w, Avp.

Pierwsza wazna obserwacja to sko$na symetria mnozenia
WAV =—-VAw

co wynika z wlasnoSci wyznacznika: gdy przestawimy dwie sasiednie kolumny to wyz-
nacznik zmieni sie¢ na przeciwny. W szczegélnosci

wAw=20

gdyz w Aw = —w Aw skad 2w Aw = 0 co implikuje w A w = 0.
Stosujac do bazowych 1-form dx’ wzgledem mapy x = (2!, ..., 2") mamy tozsamosci

dr' Ndx? = —da/ Ndz' dla i # j, (16.2.1)
de' Ndx' = 0.

Druga wazna obserwacja to liniowo$¢ wzgledem pierwszej zmiennej v; oraz lin-
iowos$¢ wzgledem drugiej zmiennej vy, np. dla pierwszej zmoennej

(wA V)p (v +wy,v3) = (WA V)p (v1,v9) + (WA V)p (wr,v2),

(wAwv), (rog,ve) = (wA V), (v1,v9)

co takze wynika z elementarnych wilasnoSci wyznacznika. Lacznie méwimy, ze odw-
zorowanie (w A v), : T,M x T,M — R jest dwu-liniowe (tzn. liniowe wzgledem kazdej
zmiennej).

Powyzsze wlasnoSci pozwalajg latwo oblicza¢ iloczyn sko$ny 1-form zapisanych w
lokalnej bazie dz!,...,dz" wzgledem mapy x = (z',...,2"), np. na powierzchni 2-
wymiarowej M i mapy o wspétrzednych zwyczajowo oznaczanych (x,y) mamy dla 1-form

w = 2zr-dr—axy-dy

v = sinx-dxr+cosy-dy
ich skosny iloczyn

WAV
= (2z-dr—azy-dy) A(sinz - dx + cosy - dy)
= 2x-drAsinx-dr+2x-drANcosy-dy —xy-dy Asinz-dr —xy-dy Acosy - dy
= 2x-sinx-dv ANdx+2x-cosy-dr ANdy —xy-sinx - dy A dx —xy-cosy -dy N\ dy
=0 =—dzAdy =0
= 2zx-cosy-dr ANdy+zy-sinx-dv Ady
= (2x-cosy+axy-sinz)-dr Ady.
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Analogicznie definiujemy iloczyn sko$ny kilku 1-form wq A ... A wy jako odwzorowanie
ktére w danym punkcie p i ukladowi k-wektoréw (vy, ..., v;) € T, M X ... x T,M przypisuje
znakowane pole odpowiedniego k-réwnoleglo$cianu w przestrzeni R¥ (o osiach oznaczanych
Wi, ..., W) rozpietego przez wektory wodzace punktow [(wip) (vi), ... (wip) ()], czyli wyz-
nacznik
wip (V1) -+ wip (V1)

(Wi Ao Awg), (Ve -y vg) = det :

wip (Vk) -+ Wip (Vk)
Geometrycznie ten k-réwnolegloscian w RF jest obrazem réwnolegloscianu w T, M
rozpietego przez (vy, ..., V) za pomoca odwzorowania liniowego

(Wips ooy Whp) = TyM — RF 00— Wy, () ..y wiy (V)]

7 wlasnoS$ci wyznacznika obserwujemy wlasnosc: dla dowolnej permutacji o € ¥, liczb
(1,2,...,k)
Wo(1) N oo N Wo(k) =S8N0 - Wy A ... A Wk
Wprost z definicji zaréwno dla mnozenia skosnego dwu form jak i wigkszej ich ilosci
warto$¢ (w1 A ... Awg), W punkcie p zalezy tylko od wartosci tych form w punkcie p, czyli
mozna przy pomocy tego wyznacznika zdefiniowa¢ iloczyn wiy A ... Awg, 1 wéwezas mamy

(W1 A A wk)p = wWip A oo A Wiy

7 wlasnosci wyznacznika wnosimy takze, ze iloczyn sko$ny k 1-form jest w kazdym
punkcie p odwzorowaniem

(Wi Ao Awg), 1 T,M x .. x T,M — R

J

~~

k razy

k-liniowym (t.j. liniowym wzgledem kazdej z k zmiennych) oraz sko$nie symetrycznym
w sensie takim, ze dla dowolnych wektoréw (vy, ..., v;) z przestrzeni stycznej 7,M i per-
mutacji o € X mamy réwnosc

(W1 A A wk)p (%(1), ...,Ug(k)) =sgno - (wy A ... /\wk)p (U1, ey VR -

Na rozmaitoSci M wymiaru n iloczyn 1-form wy A ... A wy w iloSci k > n jest zawsze
ZErowy
wiA..Awp=0, k>dmM

a to dlatego, ze po rozkladzie kazdej 1-formy w; w bazie dx!, ..., dz™ i wykonaniu mnozenia
kazdy sktadnik bedzie zawierat conajmniej dwa jednakowe czynniki da’ i w konsekwencji
bedzie réwny 0.

Lemat 16.2.1 Dla funkcji fi,....fr € C® (M) i lokalnego uktau wspdtrzednych

x = (z1,...,2™) na zbiorze otwartym U C M mamy na zbiorze U
onh ... dh
oIl oxlk ) )
dfi A ANdfy =) : Clda A A da
n<e<jp | O ... Ol
OxIl ozrlk
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Dowaéd.

d
dfs A ... Ndfy, = aﬁd A /\Zax]kd Ik

J1
_ 8f1 afl J1 Jk
= B B ——dx o ANdr

Jlsedk

0 0
= E E h h L qggior A A dador
dzir " Do
J1<..<jr cE€Sg

fi ofr . 2
= Z Z sgno - Swier T B dz’or N N dx?ok

J1<..<jr 0 €Sk

onh ... Oh
OxI1 ATk A A
= E : o lda?t AL A dadk.
j<o<ji | Ofw ... Ok
OxJ1 oxlk

16.3 k-formy rézniczkowe na rozmaitosci

Definicja 16.3.1 k-forma na rozmaitosci M okreslona na otwartym podzbiorze U C M
nazywamy przyporzdkowanie w kazdemu punktowi p € U pewnego odwzorowania

wp:\TpMX...pr]WJH]R

k  razy
krore jest k-liniowe © skosnie symetryczne, tzn. wy, (Ua(l), ey vg(k)) =sgno - wy (v, ..., vk) -

Zbiér wszystkich k-form rézniczkowych na okre$lonym podzbiorze otwartym U C M
rozmaitoéci M oznaczamy przez QF (U) . W szczegdlnoéci gdy U = M mamy zbiér QF (M) .
Formy rézniczkowe mozna dodawaé i mnozyc przez skalary (liczby) "punkt po punkcie",
(w+mn), =wp+mn, (rw),=r- w, pe€ U Jest oczywiste, ze otrzymamy w ten sposéb
przestrzen wektorowg QF (U) nad cialem liczb rzeczywistych. Forme rézniczkows na U
mozna takze mnozy¢ przez funkcje rzeczywista okre$lona na U, tzn. dla f € C*(U)
okreslamy forme fw € QF (U) punkt po punkcie (fw),=f®) wp),pel.

Przyktadami k form sa iloczyny k sztuk 1-form rézniczkowych wi A... Awy, w; € QF (M) .

Drugim waznym przykladem sg formy otrzymane nastepujaco: rozwazamy rozmaitosc
n-wymiarowg M C R™ w przestrzeni Euklidesowej R™ i k-forme n w R™. Formy takie sa
generowane przez formy bazowe dx' A ... A dx'™, iy < ... < i, (gdzie x = (2!, ..., 2™) jest
standardowy uklad wspdlrzednych w R™). Poniewaz T,M C T,R™ = R™ to forme n €
QF (R™) mozna uwazaé takze za forme na M okre§lona w kierunku wektoréw stycznych
do M tym samym przepisem co 7, tzn. 7, : R™ x ... x R™ — R obcinamy do 7, :
T,M X ...x T,M — R i otrzymamy forme na M. Np dla powierzchni S C R* mamy formy
w = wldz A dy + w?dx A dz + w3dy A dz ktére sy 2-formami na R? i po obcieciu ich w
kazdym punkcie p € S do wektoréw stycznych do S sg takze formami na S.
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Poniewaz permutacja ktora przestawia dwie liczby miejscami jest zawsze nieparzysta,
to gdy w ciagu wektoréw (v, ..., vx) sa dwa jednakowe wektory wéwcezas w, (v, ..., v3) =
0 gdyz stosujac taka permutacje otrzymujemy w, (vy,...,v5) = —w, (vy,...,v;) dkad 2 -
wp (v1, ..., ) = 0 co daje réwnos¢ wy, (vy, ..., vg) = 0.

Wynika stad takze, ze gdy k& > dim M to zawsze musi by¢ w, = 0. Istotnie, biorac
dowolny ciag wektoréw (vy, ..., v;) 1 rozkladajac kazdy wektor v; wzgledem bazy %‘p ob-
serwujemy z k-liniowoci wy, ze w, (v1, ..., V) jest kombinacja liniows sktadnikéw postaci

Wy (&Biilh)"”’ax%‘p) i skoro & > dimM = n to w ciggu (iy,...,1) liczb ze zbioru
{1,2,...,n} musza zawsze by¢ conajmniej dwie jednakowe, skad sktadnik taki znika.
Niech k£ < n = dim M. Biorac w otoczeniu punktu p mape x = (1, ..., z,) obserwu-
jemy dzigki relacjom (16.2.1), ze warto$¢ k-formy w w punkcie p jest kombinacja liniowa
bazowych 1-form
Az A AN dx ) iy < L < g,

w = 5 Wttt dr AL AN dz', w8y to funkcje rzeczywiste.
11 <...<ip
-zwane wspolczynnikami formy w

(rzeczywiScie: pojawienie sie¢ dwu jednakowych form bazowych w takim iloczynie skutkuje
zerowaniem si¢ skladnika i stad nie moze by¢ go w bazie, zatem nalezy rozwazy¢ tylko
sktadniki w ktorych iy, ..., 7 sa rézne miedzy sobg a nastepnie uporzadkowac je tak aby
i < ... <)

Méwimy, ze k-forma w jest klasy O jezeli jej wspoltezynniki w'* wzgledem bazy
dx' sg funkcjami klasy C*°.

Latwo sobie wyobrazi¢ mnozenie sko$ne dwu form w i 7, stopnia k i [ odpowiednio,
przez siebie zapisujac w otoczeniu danego punktu kazda z nich we wspétrzednych da® j/w

w = Z Wk gt A N dat
11 <...<l

n = Z et dat A LA datt
J1<.<g1

WwAn = ( Z Wtk dr A L /\d:ci’“> A ( Z ket A L /\dle)

11 <...<ig J1<...<Ji

= Z Z Wtk It gt AN datt A da?t A LA dat

11 <...<tp J1<...<Ji

po czym porzadkujemy wyrazy stosujac zasady da® A dz? = —da’? Adat  dla i # j
i do® A do' = 0. Np. dla form stopnia 1 i 2 na rozmaitoéci M wymiaru 3 w lokalnych

81



wspétrzednych x = (z,y, 2)

(zdz — 2yzdy + zy*dz) A (zydz A dy — 3zdy A dz)

= 2ydx Adx AN dy — 3zzdr A dy A dz — 2zy*zdy A dx A dy — 6yz2dz A dy A dz +
=0 =0 =0
+aydzdz Adx A dy — 3y222dz Ady A dz
=0

—3zzdr Ady Adz + xyPzdz Ado A dy = —3zzdr Ady A dz — xyPzde A dz A dy
= —3zzdr ANdy A dz + xyPzde A dy A dz
= (—sz + a:y3) de Ndy N dz.

Ale czy taka definicja jest poprawna? Tzn. czy nie zalezy od wyboru lokalnego uktadu
wspolrzednych? RzeczywiScie tak jest, bowiem mozna zdefiniowa¢ mnozenie skosne bez
uzywania lokalnego uktadu wspéhrzednych i pokazac, ze otrzymujemy to samo.

Definicja 16.3.2 Illoczynem zewngtrznym [skosnie symetrycznym] form rézniczkowych w
1 m stopnia k 1 | odpowiednio na otwartym podzbiorze U C M rozmaitosci M nazywamy
forme rézniczkowq stopnia k+1 okreslong na U nastepujgco: dla dowolnego punktu p € U
i wektorow v; € T,M

(WA, V1, s V1)

1
AT Z SE1 0+ Wy (Vo(1)s -+ Vok)) * My (Voht1)s -5 Vo))

oexktl

= Z SN 0 - Wy (Vo(1)s -+ Vo(h)) "My (Vo (kt1)s w05 Vokt1))

oexktl
o(1)<...<o(k)
n(k+1)<...<o(k+1)

(czyli z doktadnosciq do stalej jest to uskodnienie mnozenia wy (v, ..., k) 0, (Vki1, vy Vkgr)

).

Twierdzenie 16.3.1 Mnozenie skosne w/g powyzszej definicji ma nastepujgee wlasnosci:
(1) antyprzemiennosé
wAn=(=1)"nAw,

w szczegolnosci gdy obie formy sq stopnia nieparzystego to w An = —nAw, gdy conajmnie)
jedna jest stopnia parzystego to w An =nAw.
(2) dwuliniowosé

(r-wi+s-wy) An = r-wi An+s-wyAn,
WA(r-my+81my) = T-WAN+S WAy

(3) tacznose
(WA ANO=wA(nAD),
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przy czym zachodzi wzor

wAnNN 0 (Ula "'7Uk+l+s>

1
= Ll Z sgn o - w (%—(1), ‘--,Ua(k)) N (%—(kﬂ), ---,Ua(kﬂ)) -0 (Ua(k+l+1)7 -'-7Ua(k+l+s)) .
T pexnktits
Analogicznie dla wickszej ilosci czynnikéw, np dla 1-form w', ..., wk
WA L AWGE (v, ) = Z sgno - w' (vg(l)) AL (vg(k))
oexk

= det [’ (v))]

(co oznacza, e mnozenie w/q powyiszej definicji oraz definicji pierwotnej dotyczacej 1-
form pokrywa si¢).

7 wlasnosci tych wynika, ze obie definicje mnozenia wyzej przedstawione daja w efekcie
te sama forme rézniczkowa.

Najwazniejsze rzeczy ktére mozna robi¢ z formami rézniczkowymi to ich cofanie oraz
rézniczkowanie oraz dla form maksymalnego stopnia n = dim M - catkowanie. Oméwimy
je ponizej.

16.4 Cofanie form rézniczkowych

Niech F': M — N bedzie odwzorowaniem klasy C'*° miedzy rozmaitosciami M i N. Dla
formy rézniczkowej w € Q2 (N) okredlimy jej cofniecie F*w € QF (M) .

Cofanie 0 form.

Cofanie 0 form czyli funkcji f : N — R okreslamy nastepujaco:

F* Q¥ (N) — Q® (M),
F*(f) = foF.

Odwzorowanie to jest oczywiScie liniowe F* (rf +sg) = r-(foF)+s-(goF) =1 -
F*(f)+s-F(g).

Cofanie 1-form rézniczkowych.

Przypomnijmy rézniczke odwzorowania 1, F" : T,M — Tr N, zwanego tez pchaniem
wektorow.

Definicja 16.4.1 Niechw € Q' (N). Okreslamy cofniecie fpormy w za pomocq odwzorowa-
nia F, F*w, wzorem

(F"w), (v) = wre) (T,F) (v)), v e T,M.

Lemat 16.4.1 Wiasnosci operacji cofania F* : Q> (N) — Q> (M) 1-form.
(1) F* jest liniowa, t.j. F* (w+w') =F*(w)+ F* (W), F*(r-w)=r-F*(w), r € R,
(2) F* (df) = d(f o F) dla | € C*(N),
(3) F*(f-w) = F*(f) - Frw.
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Dowdéd. (1) jasne, formalny dowdd zostawiam jako éwiczenie.
(2) dla przykladu

(F* (df)), (v) = (df) pgyy (T,F) () = (T f) (T,F) (v) =T, (f o F) (v).
(3)
(F*(f-w), () = (f wpy (LF)(h) = (f(F

Whiosek 16.4.1 Niech x = (2, ..., 2™) oznaczajq lokalne wspdtrzedne na rozmaitosci M

w otoczeniu punktu p orazy = (y', .., y") lokalne wspdtrzedne na rozmaitosci N w otoczeniu

punktu F (p). Dla wspdtrzednych F; odwzorowania F mapie 'y, FV =y’ o F' oraz mamy
OFJ

(@) =d(y o F) =d (7) = 2wt

Przypomnijmy, odwzorowanie liniowe f : V' — W miedzy przestrzeniami wektorowymi
V i W wyznacza odwzorowanie tzw. odwzorowanie dualne f*: W* — V* wzorem

frlw@=w(f®), weW, veV.

Widzimy, ze dla 1-formy w € Q' (N) i odwzorowania liniowego F, : T,M — Tr,) N oraz
odwzorowania dualnego (F,)" : TpN — T, M cofanie 1-form dla punktu p okreslone
jest przy uzyciu odwzorowania dualnego (Fl,)"

(F" (), = wrgp) (LF) (v) = (T,F)" (wr@) (v) -
Cofanie k form rézniczkowych.
Definicja 16.4.2 Niech w € QF (N). Okreslamy F*w € QF (M) wzorem
(F*W)p (v1, oy v8) = wr) (T,F) (01) 5 ., (TF) (vi)) -
Lemat 16.4.2 Wiasnosci operacji cofania F* : Q% (N) — QF (M) k-form rézniczkowych.
(1) F* jest liniowa,
(2) F*(f-w) = F*(f) - Frw,
(8) F* (wAn) = FwA F*n.

Dowdéd. (1) i (2) dowodzi si¢ analogicznie jak dla 1-form.
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(3) Dla w,w" € Q(N), p € M i wektoréw v; € T,M,

(F* (wAn)), (1, .., V)
= (wAn), (TLF) (v1) .., (THF) (i)

1
A Z sgn 0 - wie) (TF) (Vo) s o (ToF) (Vo)) - ey (TF) (Vo)) s o (T F) (Vo(rin))
T ekt
1
== W Z sgn o - (F*W)p (Uo'(l), ceey Uo’(k)) . (F*T/)p (Uo-(k+]_), "-yva(k+l))
T sexkt

= (F"w), A (F™n), (U1, s Vk4a)
= (Fr'wAF™'n), (v1, s Vt1)

Whiosek 16.4.2 Niechy = (y',..,y™) oznaczajq lokalne wspdtrzedne na rozmaitosc M w
otoczeniu punktu p orazx = (z', ..., ™) lokalne wspdtrzedne na rozmaitosci N w otoczeniu

punktu F (p). Wtedy z Lematu (16.2.1)
F*(da" A.oAda™) = d(F") A Ad(F™)

oFt . 9F%
oyl oy’1
= E : o ldyt AN N dyR.
ji<.<jr | OF% . OF%
ByTk OyTk
Wspdtczynnik przy dy’* A ... A dy’* interpretujemy geometrycznie nastepujgco: rozwazamy
1 1 . . . -,
wektory gjjl -~ % - [gjjk s s gjj: € R", nastepnie rzutujemy je na podprzestrzen

o osiach (i1,...,1;) i obliczamy znakowang k-wymiarowq objetosé réwnolegloscianu
rozpietego przez tak otrzymane wektory.
W szczegdlnosci, gdy n = m oraz k =n to

F* (da' A ..o Ada™) = det (JF) - dy' A .. Ady",

gdzie JF jest (w danym punkcie) macierzaq Jacobiego odwzorowania F w mapach'y i x,
geometrycznie wspotczynnik det (JF )p to znakowana n-wymiarowa objetosé rownolegtos-

. . 1 n .
ctanu w R™ rozpietego przez wektory pochodne czgstkowe g;':- = [%}; e %} ,1=1,...,n.

Nieco ogolniej co bedzie nam zaraz potrzebne

F*(f-dz' AoAda™) = F*(f)- F* (da' A ... Adz™) = foF-det (JF) -dy" A ...\ dy"

16.5 Hiperpowierzchnie zorientowane i calkowanie form
rézniczkowych maksymalnego stopnia

Calkowanie w kohcowym etapie musi si¢ sprowadzi¢ do znanej operacji catkowania (w
sensie Riemanna lub ogélniejszym Lebesgue’a w R"), tzn. do liczenia calki z funkcji
n-zmiennych f (x!,...,2™) po zbiorze mierzalnym A C R",

/ [zt .. a") dat. da”.
A
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Wyrazenie pod calka wyglada znajomo, podobnie do formy rézniczkowej stopnia n ktéra
we wspotrzednych kartezjanskich jest postaci

w=f (xl, ...,x") A

Jesli akurat rézniczki zmiennych wystepuja w naszej n-formie w innej kolejnosci to mozna
je poprzestawiaé wykorzystujac whasnosci (16.2.1) skognego mnozenia da® A da? = —da? A
dxt, dat A dx' = 0.

Dlatego jest calkiem naturalne po prostu przyjac, ze

/ f(x ) dat A A dan S / £ ") dat . da”

o ile catka Riemanna lub Lebesgue’a z funkcji f (z?, ..., 2") istnieje. Przy innym porzadku

zmiennych w iloczynie dz' A ... A da™ stosujemy warunki sko$noéci, np.

[ t@wdynds == [ f@wdendy=- [ 1.y dody
A A A

Jednag z najwazniejszych wlasnosci (utatwiajacych obliczanie calek po "krzywych " ob-
szarach) jest twierdzenie o zamianie zmiennych, bowiem wybierajac stosownie zmiane
zmiennych mozna "wyprostowa¢" obszar do tzw. normalnego obszaru lub nawet czasem
do prostopadio$cianu i w koncu zastosowa¢ Twierdzenie Fubiniego czy nawet od razu
sprowadzi¢ liczenie do calek iterowanych po kolejnych zmiennych. Zasada stosowania za-
miany zmiennych do dyfeomorfizmu F' : D' — D miedzy otwartymi zbiorami D i D’ w
R" polega na wzorze

/ f dx™ //f(F (yl,...,y")) . ‘JF((yl,...,y”))’ dy'...dy"

(zakladajac o funkcji f catkowalno$é). Aby w powyzszym wzorze nie byt potrzebny
modut Jacobianu to musimy zalozy¢ ze zmiana zmiennych zachowuje orientacje, tzn.
Jf((yt .., y™) > 0dla (v, ...,y") € D'

Skonfrontujmy teraz ten ostatni wzoér ze wzorem
F*(f-dz' A.Ada™) = F*(f)- F* (da' A ... Adz™) = foF-det (JF) -dy" A ...\ dy"

otrzymanym niedawno i z definicja calki z n-formy. Dla dyfeomorfizmu F' zachowujacego
orientacje mamy zatem wzér

/f-dxl/\.../\dz”:/ F*(f-dz' A..Ada™), gdy det(JF) >0
D /

Jezeli dyfeomorfizm F' zmienia orientacje (tzn. det (JF) < 0) wéwczas catki te beda
réznity sie znakiem

/f-dxl/\.../\dac":—/ F*(f-da' A..Ada™), gdy det(JF) <O0.
D !
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Oznaczajac w = f-dz* A ... Adx™ - jest to postaé dowolnej n-formy na R" - otrzymujemy

/w: j:/ Frw, (16.5.1)
D !

znak zalezy od tego, czy dyfeomorfizm F' zachowuje czy zmienia orientacje (tzn. czy
det (JF) > 0 czy det (JF) < 0).

Wzory te podpowiadaja nam metode catkowania n-form w klasy C°° na hiper-
powierzchniach n-wymiarowych M. Najpierw zal6zmy, ze "cala" forma siedzi w dziedzienie
U C M pewnej mapy X, tzn. dokladniej, ze tzw. noénik formy w czyli domkniecie zbioru
tych punktéw, w ktérych forma jest niezerowa jest zawarty w U; no$nik w oznaczamy
symbolem supp w, zatem

suppw = {p € M, w, # 0} C U.

Forma w na U jest postaci w = f -da' A ... A dz". Nalezy teraz wzig¢ parametryzcije
p=x1:R* DU — U C M, odwrotng do mapy x i cofnagé¢ naszg forme do przestrzeni
parametréow ¢* (w) a tak otrzymana n-forme na R" daje sie juz klasycznie scatkowaé
Jo ¢* (w) jak bylo wyzej opisane. Pytanie: a jak ta catka [;, ¢* (w) zalezy od wyboru
parametryzacji? Otoéz, jezeli wziaé drugg parametryzje v : R” D U” — U C M tego
samego otwartego podzbioru U C M, to dzigki wyzej pisanemu wzorowi na zamiang
zmiennych (stosowanego dla dyfeomorfizmu przejécia F =~ o ¢ : U’ — U") jest jasne,
ze jesli funkcja przejscia F' ma jakobian dodatni, to wartosci calek bedg takie same. Jesli
natomiast wziat 1 taka, ze funkcja przejécia ma jakobian ujemny to wartoSci calek beda
przeciwne (na podstawie (16.5.1) ):
v =t P @red) W) =% [ ¢ (W) W) -*
Co w takim razie zrobi¢ aby definicja byta poprawna? Aby okre§li¢ catke z formy w
okreslonej na hiperpowierzchni M przede wszystkim musimy mie¢ mozliwo$¢ wyboru at-

lasu parametryzacji takich, aby funkcje przejécia mialy jakobiany dodatnie. A to oznacza,

ze mozna catkowa¢ formy tylko po hiperpowierzchniach zorientowanych czyli takich,

dla ktérych taki atlas jest zadany (nie kazda hiperpowierzchnia dopuszcza taki atlas, np.
wstega Mobiusa nie dopuszcza takiego atlasu, nie jest orientowalna.

! !

U//

Definicja 16.5.1 Hiperpowierzchnie M nazywamy orientowalna jezeli dopuszcza atlas
dla ktorego funkcje przejscia majg dodatni Jakobian.

Zauwazmy, ze dana parametryzacja ¢ otwartego podzbioru U C M orientuje kazda
przestrzen styczng T,M dla p € U za pomocag bazy kanonicznej wyrazonej przy po-

9 92
axl ‘p7 T Qxn |p

U i zgodne w tym sensie, ze funkcja przejScia ma dodatni Jakobian jednakowo orien-
tujg przestrzenie styczne T,M. Zatem orientacje M mozna zada¢ réwnowaznie poprzez
orientacje kazdej przestrzeni stycznej T,,M ale tak, zeby orientacja "gladko" zalezala od
punktu [w tym sensie, aby w otoczeniu U dowolnego punktu istniala mapa ktéra orientuje
przestrzen styczng tak samo jak zadana orientacja).

mocy mapy X =¢ !, ) i ze dwie parametryzacje na tym samym zbiorze
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Uwaga 16.5.1 Dodajmy jeszcze, ze gdy M C R3 jest powierzchnig zorientowana, to na
M istnieje pole wektorowe ciqgte wszedzie niezerowe N i prostopadie do M. Mianowicie,
pole takie okreslone jest przez wykorzystanie iloczynu wektorowego: na dziedzienie mapy
x = (x,y) zgodnej z zadang orientacjg pole N definiujemy wzorem

5 X o
‘ o ., d

2z X By

N =

I odwrotnie, zadanie takiego pola orientuje powierzchnie, bo wybieramy atlas map takich,
ktore na swojej dziedzinie orientujq przestrzen styczng zgodnie z zadang orientac)q © tatwo
zobaczye, ze dwie takie mapy majq funkcje przejscia o dodatnim Jakobianie. Daje sie to
wogdolnic na przypadek hiperpowierzchni wymiaru n — 1 w przestrzei R™ stosujgc iloczyn
wektorowy n — 1 wektoréow w przestrzeni R™.

Jest jeszcze jeden réownowainy sposcb orientowania n-wym. hiperpowierzchni: mi-
anowicie M jest orientowalna gddy istnieje na M forma rézniczkowa w stopnia n nieze-
rowa w kazdym punkcie.

Zal6zmy zatem, ze nasza hiperpowierzchnia M jest zorientowana. Pojawia sie drugi
problem: jezeli forma w nie jest "skupiona" w jednej mapie, tzn. jej noénik nie siedzi w
jednej mapie. Co wtedy zrobi¢? Otéz, w tym celu trzeba by umie¢ roztozy¢ forme w na
sume form

Yaw®
takich aby kazdy sktadnik mial maly nos$nik, tzn. zawarty w jednej mapie. Do tego celu
stuzy narzedzie zwane rozktadem jedynki.

Rozwazamy otwarte pokrycie U ={U,} hiperpowierzchni M dziedzinami map (para-
metryzacji ¢,). Udowadnia sie (co pominiemy) istnienie funkcji klasy C*° na hiper-
powierzchni M

{ra}

takich, ze

(a) noénik funkcji p,, jest zawarty w U, supp p, C U,,

(b) rodzina noénikéw {supp p,} jest lokalnie skoficzona w tym sensie, ze kazdy punkt
p € M ma otoczenie otwarte V' ktére przecina sie tylko ze skonczong iloScig nosnikéw
supp p, (dzigki czemu suma - moze by¢ nieskonczona - ) p, ma sens).

(© Spo=1

Dzigki wlasnoéci (¢) rodzina {p,} nazywa sie rozkladem jedno$ci (podporzad-
kowanym pokryciu U ={U,} ).

Dowolng n-forme w na M mozemy przedstawi¢ w postaci

wzl-w:<Zpa>-w22(pa-w)22wa, gdzie w, = p, - w,

a

i oczywiscie no$niki form w, sa wtedy male, zawarte w dziedzinach U, parametryzacji
., supp p, C U,. Definiujemy (pod warunkiem zwarto$ci noénika w - np. gdy sama
rozmaitos¢ jest zwarta - co zapewnia istnienie ponizszej catki)

IXE Z/H (00) (o).
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Dowodzi sie, ze definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od pomocniczych wyboréw
jak np. atlasu zgodnie orientujacego M z zadang orientacja, oraz od rozktadu jednosci.
Bedzie przydatne w koncu wyktadu twierdzenie:

Twierdzenie 16.5.1 Dla n-formy w mnigdzie niezerowej na rozmaitosci zorientowanej

zwartej M
/ w # 0.
M

Dowéd. Ustalmy pokrycie mapami zgodnymi z orientacja zadang {U,,X,} i zapiszmy
forme w w mapach
Wiy, = fedzl A A dah.

7 zalozenia f® jest niezerowa. Dla ustalenia uwagi, zalézmy ze w dla jakiej§ mapy
x, funkcja f* > 0. Pokazemy, ze w kazdej innej mapie xs funkccja f° > 0. Na-
jpierw rozwazmy druga mape o dziedzinie Us przecinajacej U,, U, N Us # &. Niech
Wiy = & da:é A ... Ndzj. Przedstawiamy rézniczki dmf}j za pomocy rézniczek dak,

da:iﬁ = Z aldx®.
k

Obliczamy

Macierz

ma dodatni wyznacznik bo mapy sa zgodne oraz

fedzl Ao Ada? = W|UanUs
= [Pz A .. A da
= fﬂzkla}cldxgl Ao Ay, af dzkr
fPdeta-dxl A Ada”

skad
e = fPdeta

co implikuje, ze obie funkcje f i f# sg tego samego znaku. Biorac dowolnie punkt = € U,
oraz y € M i laczac x z y dowolnym tukiem ciaglym mozna (ze zwartosci tuku) znalezé
skonczomy "tancuch" map x, = X1, X, ..., X taki, ze dwa sasiednie majg niepusta czesc
wspélng dziedzin. Z powyzszego wywodu kolejne dwie funkcje f*, f*! sg tego samego
znaku, wiec w szczegdlnoSci ta ostatnia jest tego samego znaku co pierwsza. W sumie
Jyw=>, f%[Ua] (0,)" (p,, - w) definiuniacej calke, kazdy sktadnik catkuje funkcje fo¢p,,
(¢, = x,') nieujemng i gdzie$ niezerows, skad musi by¢ [, w > 0. =
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Uwaga 16.5.2 (Na zapas) Po wprowadzeniu wzoru Stokesa i rézniczkowania form z
warunku | w7 0 wynikac bedzie, ze forma w nie jest doktadna, tzn. nie jest rozniczkq
zadnej (n — 1)-formy. Istotnie, gdyby w = dn to skoro brzeg rozmaitosci M jest pusty

oM

wbrew zalozeniu. Zatem napewno bgdzze H" (M) #0 (H" (M) ton - ta grupa kohomologii
rozmaitosci M ).

Zastosowania catkowania form w fizyce czesto polegaja na stowarzyszeniu z polem
wektorowym odpowiedniej formy rézniczkowej.

Przyklad 16.5.1 Rozwazmy na R"™ pole wektorowe F o wspdtrzednych F = [Py, ..., P,].
Wiagzemy z nim 1-forme rézniczkowq

n = Pdx' 4 ... + P,da".

Jesli w dziedzinie pola jest okreslony pewien tuk c : [a,b] — R™, ¢ (t) = (' (¢),...,z" (t)),
(zadany jest dzieki temu na obrazie tuku - czyli krzywej - kierunek obiegu parametru, a
wiee zadana jest orientacja tej krzywej) to mozna liczyé catke

b b

= [Pt e

b 1 n
= / [Py, ..., P, e {ddit’ ey ddit} /mamy tu iloczyn skalarny

i widzimy, Ze jest to catka skierowana wzdiuz tuku c z pola wektorowego ¥ (znang z semetru
III). Calke oznacza sie takze fc F - ds i jest to praca pola wektorowego ¥ wzdluz zorien-
towanej krzywej c. Z ostatniego wzoru widzimy takze, ze pole ¥ prostopadte do drogi 2adnej
pracy nie wykona.

Przyklad 16.5.2 Jesli S C R3 jest 2-wymiarowq zorientowana powierzchnig w R? i
F =[P, Q, R] jest polem wektorowym ktdrego dziedzina zawiera powierzchnie S to z polem
wektorowym F wigzemy 2 forme n = PdyAdz—Qdz Adz+ RdzAdy. Caltke | ¢ 7 0znaczamy
takze |, ¢ F - dS i nazywamy strumieniem pola ¥ przez powierzchnie zorientowang S

/F-dS::/de/\dz—de/\dz+RdxAdy.
S S

Jesli powierzchnia zorientowana S okreslona jest poprzez jedng parametryzacje ¢ : U — S
zgodna, z orientacjq (nie trzeba wtedy rozkladu jednosci) wowczas mamy

/F-dS : :/de/\dz—de/\dZ—l—Rdx/\dy:
S S

= /w*(de/\dz—Qd:c/\dz—i-Rd:U/\dy):
U
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Po nietrudnych standardowych obliczeniach dostajemy znany z III semestru wzor (nie
trzeba go pamietaé - wystarcza "na palcach” cofaé naszq forme przez ¢ )

=[] (Pt ST - Qo) G R ) G ) aui
- / /U F (¢ (u,v)) (gi g:f) dudv,  /mamy tu iloczyn skalarny

Z ostatniego wzoru takze widzimy, 2e pole F prostopadle do (%5 X %f) czyli styczne do
powierzchni daje zerowy strumien.

16.6 Roézniczkowanie form rézniczkowych

Definicja 16.6.1 Rdzniczke 0-formy na rozmaitosci M, czyli funkcji f okreslamy jako
zwyktq réiniczke df. Jest to 1-forma na M. Réiniczke k formy w € QF (M), k > 1,
okreslamy nastepujgco: réiniczka jest k + 1 forma oznaczana przez dw taka, ze gdy
przedstawimy forme w lokalnie w jakims uktadzie wspdtrzednych (U,x), x = (z!,...,z"),
wip = Yo whkdr A LA dx', to na dziedzinie U tej mapy zachodzi

(dw)|U = Zdw““"ik Adz™ A LA dxt. (16.6.1)

Nalezy pokaza¢ poprawnos¢ definicji, tzn. niezalezno$é (dw)w od wyboru mapy na U.
Dowdd przebiega nastepujaco: najpierw pokazujemy wiasnoSci operatora

d, : QU) — Q)
okreslonego dla ustalonej mapy z o dziedzinie U wzorem j/w.

Twierdzenie 16.6.1 1. d, jest liniowy,

3. dy (wAn) =dew A+ (=1 w A dyn, dla formy w stopnia k i dowolnej formy 1,

4. dy (dyf) =0.

Nastepnie pokazujemy, ze jest tylko jeden operator d : Q(U) — Q(U) speliajacy
takie 4 postulaty. Stad d, nie moze zaleze¢ od mapy x, dla map x i y musi bowiem by¢
dy = d = dy.

Jak to pokazujemy?

a) wezmy dowolne funkcje fy, ..., fr, wéwezas d (dfy A ... A dfy,) = 0. Istotnie, pokazemy
to indukcja wzgledem k. Dla k =1

d(dh) 2 d(dn) @

Zalozmy, ze réwnosc zachodzi dla pewnej liczby k, pokazemy ze zachodzi dla liczby k + 1

=

d(dfy A .. /\dkadka); d(dfy) A (dfa Adfeir) —dfi A d(dfe Adfis1) =0
—— —_——

=0 dla k=1 =0 1z zal. ind dla k
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d) zapiszmy dowolng k forme w jakimkolwiek lokalnym uktadzie wspétrzednych x na
U w postaci w = Y w'%dz A ... A dx'*. Pokazujemy (stosujac 1), 3), 2) i a), ze

d(w) =Y dw™" Ada™ A Ada. (16.6.2)

Prawa strona zalezy zatem tylko od rézniczek funkcji. Zatem gdy did sg dwoma op-
eratorami speliajacymi te 4 postulaty to d (w) = 3 dw - A dzit A ... A da'* = d (w)
co dowodzi jednoznaczno$ci operacji spelniajacej te 4 postulaty. Pokazemy wzér (16.6.2)
korzystajac tylko z aksjomatéw 1-4 oraz wykazanych wlasnoSci a), b) i c).

dw) = d (Z Wtk gy A LA d:vi’“> /z 1. czyli z liniowoSci
= Zd(wil""ikdx“ A ANda™)  Jz2312
= Z d (w“““) Adzt A LA dxt 4w d (dxi1 Ao A dxi’“)

>

g

=0 1za)

= Z d (w“z’“) Adxt A ... Adxt®.

Oczywiscie, operator globalny d = dy; : Q (M) — (M) okre§lony lokalnym wzorem
(16.6.1) spelia te same 4 postulaty jak operator dla dziedziny mapy. Pokazemy, ze
postulaty 1), 2), 3), 4) jednoznacznie scharakteryzuja globalny operator dy;. W tym celu
pokazemy najpierw lemat o lokalno$ci operatora dj; spehiajacego 1), 3).

Lemat 16.6.1 Operator dy; spetniajacy 2 powyzsze globalne postulaty 1), 3)

1) dyy jest liniowy,

3) dM (w /\?7) = de/\n—l— (—1)kW/\dM77,

jest lokalny, tzn. gdy w,w’ € Q (M) sq dwiema formami na M réwnymi na podzbiorze
otwartym B C M, wp = w|p. to (dyw) 5 = (duw')p -

Dowéd. WeZzmy dowolnie x € B oraz funkcje p rozdzielajaca x w B, tzn. taka, ze
suppp C B oraz p|V = 1 dla pewnego otwartego podzbioru V' C B zawierajacego z,
woOwczas

plw—uw)=0

skad

02 dyr (0) = dar(p(w—w)) Zdar (p) A (w — ')+ pday (w — )

1——)dM (P) AN (w—=w')+p- (dyw — dyw') .

Stad na otoczeniu V' punktu z mamy
0 = (A () A=)y + oy () = (de)y )
= (dwr () A0+ 1 ((dar)y = (dare)yy )

= (dMW)W - (dMW/>\v
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skad

(dMW)W = (dMW,)\\w

7, dowolnoéci wyboru punktu z € B wnosimy, ze

(de)|B = (de/)\B'

Twierdzenie 16.6.2 Dla dowolnej parazwartej rozmaitosci Hausdorffa M istnieje
doktadnie jeden operator globalny dys : Q (M) — Q (M) spetniajacy postulaty 1), 2),
3), 4)

Lemat 16.6.2 1) dy; jest liniowy,
2) du f = df,
3) dur (WA D) = dyw An+ (=1 w A dym,
4) dar (dar f) = 0.

Jest on okreSlony lokalnym wzorem (16.6.1).

Dowdéd. Istnienie. Operator globalny d okreSlony lokalnym wzorem (16.6.1) jak wiemy
spelnia te postulaty, wiec operator dy; spelniajacy 1), 2), 3), 4) istnieje.

Jednoznacznoéé. Tak samo jak wyzej pokazujemy, a) ze dys (df1 A ... Adfy) = 0 dla
funkcji f; na M. Niech d’,d” beda dwoma globalnymi operatorami spetniajacymi 1), 2),
3), 4). Lemat zaswiadcza, ze kazdy z nich jest lokalny. WeZmy wiec mape x na dziedzinie
U i przedstawmy forme wy = > w*dz A...Adx'. Ustalmy z € U i wybierzmy funkcje
p rozdzielajaca x w U, p|B = 1, dla x € B C U. Wtedy p - wt%_ p- 2’ sa funkcjami
gladkimi na calej rozmaitosci M oraz wip = (3 (p- W *)d(p-a") A ... Ad(p-2'™%)) 5.
7 lokalnoéci operatoréw d’, d” mamy

(dw)p = d <Z (p-w ) d(p-a™)A..Ad(p- xi’“)>|B
= <Zd (p : w“""ik) Ad (p . £i1) A...Nd (p . x““))

= (d'w)p-

B

Z dowolnoéci  wnosimy o réwnoéci d'w = d"w. Z powyzszych réwnoéci skoro p|B =1 to

()i = <Z dw™ % N dzt A A dmik>|B

i z dowolnosci  wnosimy o réwnosci (dyw);; = > dw™ ™ Adz™t A .. Ada'. m
Przyktad 16.6.1 Obliczy¢ d (22y dx + x dy) .

Twierdzenie 16.6.3 Operator cofania form komutuje z rézniczkowaniem form, tzn. gdy
F: M — N jest odwzorowaniem miedzy hiperpowierzchniami wowczas dla dowolnej formy
w na rozmaitosct N zachodzi wzor

F* (dw) = d (F*w) .
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Dowéd. Dla formy stopnia 0 bylo napisane we wcze$niejszym Lemacie, ®* (df) =
d(fo®) = d(®*f). Zalézmy indukcyjnie, ze przemienno$é¢ cofania z rézniczkowaniem
zachodzi dla form pewnego stopnia k£ > 0. Pokazemy, ze zachodzi dla form stopnia k + 1.
7 liniowo$ci tych operatoréw wynika, zewystarcza sprawdzi¢ lokalnie dla form postaci
fedzt A.dx* Adx+ gdzie x = (2!, .., 2") jest lokalnym systemem wspétrzednych (czyli
mapa) na podzbiorze otwartym U C N. Forma taka ma posta¢ w A dz’*+ dla pewnej
formy w = f - dx"* A ...dx% stopnia k dla ktérej zachodzi zatozenie indukcyjne.

d (F* (w A d:ci’““)) =

(Frw Ad (F*+)) /Fi’“+1 = 2"+ o F' na zbiorze "' [U]
(F*w) Ad (F*) + (=1)" F*w A dd (F*+1)
(F*w) Ad (F*+) +
(F*w) Ad (F*+)

d
d
= d
d
F*(d (wAda®)) = F* (dwnde™ 4 (<1)*w A dda't)
= F*(dwAda™ +0) = F* (dw) A F* (dz™+)
Za}.:ind d (F*W) Ad (Fik_H) )
|

Twierdzenie 16.6.4 Globalny wzdr na rézniczke dy = Q (M) — Q(M). Niech w €
QOF (M) i niech X; bedg polami wektorowymi na M.

(dMOJ) (X(),-- Xk)
k
w(Xo, X)) + ) (1) w (X5, X)), e Xp)

’LZO 1<j

(daszekm oznacza opuszczenie wyrazu,).

Cwiczenie 16.6.1 Pokazaé na przyktadzie w € Q' (R?), w = z%ydr + xdy oraz zmiany
zmaiennych
F : R*—>R?

B T =T7Cosy
Fre) = {y:rsincp

zachodzenie przemiennosci cofania z rézniczkowaniem.

16.7 Kompleks de Rhama, grupy kohomologii, charakterystyka
Eulera-Poincarégo i genus powierzchni

Kompleksem de Rhama hiperpowierzchni M nazywamy ciag przestrzeni form
rézniczkowych QF (M) i operatoréw d* rézniczkowania form

an— 1 d"=0

d — Q" (M) —="0.

0— QM) Loty LI ()
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W kompleksie tym zlozenie dwu sasiednich odwzorowan dd daje 0, dd = 0. Stad Im d*~! C
ker d*. Tloraz
HEY (M) := ker d*/ Im d**

jest przestrzenia wektorowsa zwang k-ta grupa kohomologii de Rhama hiper-
powierzchni M. Kazdy element przestrzeni H%, (M) nazywa si¢ klasa kohomologii.

Definicja 16.7.1 Forma rézniczkowa w nazywa sie zamknieta gdy dw = 0, tzn. gdy
w € kerd.
kerd={w e Q(M); dv=0} =1Z(M).

Forma rézniczkowa w nazywa si¢ doktadna (lub zupetna) gdy jest rézniczka pewnej formy,
t.g. gdy w = dn dla pewnej formy n, tzn. gdy w € Imd.

Imd={n; I,n=dw}=:B(M).

Klase kohomologii formy zamknietej w oznaczamy [w]. Klasa ta jest zerowa wtedy i tylko
wtedy gdy forma w jest doktadna.

H* (M) = 0 gddy gdy kazda k-forma zamknigta jest doktadna. Np. Lemat Poincarégo
mowi, ze na otwartym obszarze gwiazdzistym U C R™ kazda k-forma (k > 1) zamknigta
jest doktadna, a tym samym H* (U) =0 dla k > 1.

Gdy M jest spéjna to H° (M) = R. Istotnie, gdy df = 0 to f = const, skad
kerd” = R i H°(M) = Ryoy = R. Gdy M jest zwarta i zorientowana n-wymiarowa
to H* (M) = H" % (M) - dualnoé¢ Poincarégo. W szczegélnosci gdy M jest spéjna,
zwarta i zorientowana to H" (M) = R. Gdy M nie jest zwarta lub jest nieorientowalna to
H" (M) = 0.

Twierdzenie 16.7.1 Niechn = dim M. a) Jezeli M jest spéjna to H® (M) = R, b) jezeli
M jest zwarta i orientowalna to H" (M) = R, w pozostatych przypadkach (niezwarta lub
nieorientowalna) H™ (M) = 0.

Twierdzenie 16.7.2 Jezeli M jest zwartq hiperpowierzchniq to wszystkie grupy koho-
mologii H* (M) sq skoficzenie wymiarowe.

Definicja 16.7.2 Jezeli H* (M) jest przestrzeniq skohczenie wymiarowq, to jej wymiar
dim H* (M) oznaczamy przez by,

by, = dim H* (M),

i nazywamy k-tq liczbg Bettiego hiperpowierzchni M. Wielomian Py (t) = > p_, bit*
nazywamy wielomianem Poincarégo hiperpowierzchni M.

Gdy M jest zwarta i zorientowana to by = b,_r. W szczegdlnosci by = b,,.

Np. dla okregu S' mamy H°(S') = R=H'(S') czyli by = b = 1. Zatem
wielomian Poincarégo okregu to 1 + t. Jest twierdzenie o wielomianie Poincarégo dla
iloczynu kartezjanskiego M x N, mianowicie Py«n (t) = Py (t) - Py (t) . Rozwazmy dla
prostego przyktadu torus T =S! x S!, jego wielomian Poincarégo to iloczyn wielomianéw
(141¢)- (1+1t) =14 2t +t* skad mamy by = 2.
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Definicja 16.7.3 Jezeli wszystkie grupy kohomologii H* (M) sq skoficzenie wymiarowe
[np. tak jest dla zwartych hiperpowierzchni] i by, = dim H* (M) sq liczbami Bettiego to

liczba .

k
XM = Z (—1)" bk
k=0
nazywa sie charakterystykq Fulera-Poincarégo hiperpowierzchni M.

Dalej ograniczmy sie¢ do n = 2, t.j. powierzchni 2-wymiarowych oznaczanych raczej
przez S. W&réd nich sa tzw. powierzchnie Riemanna. Aby je lepiej zobaczy¢,
utozsamiamy plaszczyzne z liczbami zespolonymi R? = C. Jezeli funkcje przejscia dla
takiej S sa holomorficzne, to S nazywamy powierzchnia Riemanna (sa to zatem hiper-
powierzchnie (lepiej rozmaitoSci) zespolone wymiaru zespolonego 1). Dla powierzchni
2-wymairowych

XS:bO_bl+b2-

Jesli S jest zwarta i zorientowana to by = 1 = by zatem wtedy xg = 2 — b;.
Teraz dojdziemy do genusu i zwiazemy go z X g oraz wyjasnimy jego znaczenie.
Formalnie
— dla zwartej orientowalnej powierzchni S genus (po polsku rodzaj) to liczba

_2-Xs

g 2

ale dalej nie wida¢ co ona oznacza. Za pomoca liczb Bettiego mamy

2-(2-b) b

2 2

Przyktadowo dla sfery S? mamy H' (S?) = 0skad by = 01 xg1 = by — by = 0 oraz g = 0.

Dla torusa T = S' x S* latwo obliczyliémy wyzej b; = 2 skad xyp =2 —b; =0ig=1.
Najpierw podamy metode "na palcach" policzenia charakterystyki Eulera-Poincarégo

przy pomocy traingulacji (dowéd np. w ksiazce Rotmana An Introduction to Algebraic

Topology, GTM119, Springer 1988.

9

Definicja 16.7.4 Tréjkgtem na powierzchni S nazywamy obszar domkniety homeomor-
ficzny ze zwyklym trojkatem na plaszczyznie R?. Trojkat na powierzchni S ma wiec trzy
wierzchotki i trzy krawedzie.

Stwierdzenie 16.7.1 Triangulacjg powierzchni S nazywamy skoniczong rodzine F tro-
gkatow T; C S, i=1,...,n, takg, ze

1) UT, = 5.

2) gdy T, NT; # @ to T; N T} jest albo wspdlng krawedziq catq obu tréjkatow albo
wspdlnym wierzchotkiem.

Wprowadzmy dla danej triangulacji F powierzchni S nastepujace oznaczenia:
F = ilo$¢ &cian (t.j. tréjkatow),
E = ilo&¢ bokéw (t.j. krawedzi),
V' = ilo§¢ wierzchotkow.
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Definicja 16.7.5 Liczba

nazywa sie charakterystykq Fulera-Poincarégo triangulacyi F.

Twierdzenie 16.7.3 (Dowdd np. u Rotmana): Dla danej powierzchni zwartej S zachodzi
réwnosc
Xs = X]—'J

w szczegolnosci X r nie zalezy od wyboru triangulacyi.

Twierdzenie 16.7.4 Jeseli S i S’ sq dwiema zwartymi powierzchniami w R® o jed-
nakowych charakterystykach Fulera-Poincarégo x (S1) = x(S2) to S jest homeomor-
ficzna z S'. Jedynymi liczbami bedacymi charakterystykami Eulera-Poincarégo zwartych
powierzchni w R? sq

2,0, =2, —4, ..., —2n, ...

Powierzchniami o takich charakterystykach sq

- sfera, xyq2 =2, oto przykladowa triangulacja sfery

4

ilos¢ wierzchotkéw - 5

ilos¢ krawedzi - 9

ilos¢ trojkatow - 6
X2 = 5—9+6=2

2—2
9 = —5 = 0 - sfera bez raczek
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Twierdzenie 16.7.5 - sfera z jednqg raczkq (torus), xp = 0, przyktadowa triangulacja

1 2 3 1
4 5 6 4
; 8 9 .

1 2 3 1

tlos¢ wierzchotkow - 9
ilosc  krawedzi - 27
ilose trojkgtow - 18
Xr = 9—-27+18=0
2-0
9 = —5 = 1 sfera z 1 rgczkq
- sfera z n-rgczkami (n-torus), xg = 2 — 2n.
W konsekwencji katda zwarta powierzchnia S w R3 jest homeomorficzna ze sferq z
pewnq, ilosciq rgczek (jest wiec tez orientowalna) . Liczba rgczek n dla powierzchni S o
charakterystyce Eulera-Poincarégo xg wynosi

2—Xs
2

1 jest to wlasnie genus powierzchni S.
Przyklad 16.7.1 Dla nieorientowalnej powierzchni zwartej - butelki Kleina = przestrzen
rzutowa = wycinamy w sferze koto i zaklejamy wstegq Mobiusa (réwnowainie sklejamy

punkty antypodyczne). Na rysunku zewnetrzny okrqgg obrazuje wyciete kolo i utozsamiamy
punkty antypodyczne ponumerowane tymi samymsi cyframi © krawedzie tgczqce wierzchotks
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o takich samych wierzchotkach

ilost wierzchotkow - 6
ilos¢c krawedzi - 15
1lose trogkgtow - 10

Yk = 6-15+10=1
XK — bo—b1+62:1—b1+021—61:1sk@dblzo

Skoro by = 0 dla butelki Kleina to oznacza to, e H'(K) = 0 czyli kazda 1-forma
rozniczkowa zamknieta jest doktadna czyli jest rozniczkg pewnej funkcji.

17 Hiperpowierzchnie w mechanice klasycznej -
przestrzenie konfiguracyjne

Przestrzen konfiguracyjna (intuicyjnie méwiac) to pewna matematyczna przestrzen K
bedaca zbiorem mozliwych stanéw danego uktadu fizycznego. Zalézmy ze uklad fizy-
czny zawiera n elementéw (punktéw), kazdy opisany jest przez 3 wspélrzedne w R3.
Wygodniej jest z matematycznego punktu widzenia rozpatrywa¢ ten uktad n elemen-
téw rownowaznie jeden punkt w przestrzeni 3n wymiarowej. Dlatego zbiér mozliwych
stanéw (czyli przestrzen konfiguracyjna K) bedzie podzbiorem w przestrzeni R3". Je§li
na te elementy nie sg nalozone zadne wiezy to przestrzenig konfiguracyjng jest cala
przestrzen R3". Jedli jednak istnieja jakie$ wiezy, wéwczas przetrzen konfiguracyjna K
jest jakim$ podzbiorem w R3", najczeéciej w typowych ukladach fizycznych jest to jakas
hiperpowierzchnia a jej wymiar to iloS¢ stopni swobody naszego ukladu.

Przyklad 17.0.2 n punktéw marerialnych w R3 bez zadnych wiezéw. Przestrzen konfig-
uracyjna K to R3", K = R3",
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Przyklad 17.0.3 1 punkt materialny potaczony sztywnym niewazkim pretem diugosci
[ z ustalonym punktem xq = (%19, %20,%30). Uklad ten to tzw. wahadlo sferyczne.
Przestrzen konfiguracyjina K to sfera dwuwymiarowa S? (xo,1) w R® o érodku w xq 1
promieniu |, K = 5% (xg,1). Jest ona dyfeomorficzna ze sferq o $rodku w 0 i promie-
niu [ oznaczang przez S? (1) . Dyfeomorfizmem jest f : S? (xo,1) — S% (1), f (x) = x — Xo.
[Dla wahadta plaskiego mielibysby okrag jako przestrzen konfiguracyjng/.

2.

Rys. Wahadla: ptaskie, sferyczne i podwojne

Przykiad 17.0.4 Niech uktad sklada sie z dwdch punktow poruszajgcych sie swobodnie
w R3, ale zwigzanych ze soba sztywnym, niewazkim pretem o diugosci . Uklad ten to
poruszajgcy sie swobodnie w przestrzeni R® odcinek. Wtedy przyjmugjac dowolnie potozenie
pierwszego punktu o wspdtrzednych (1, xq, x3) dostajemy warunek na wspdtrzedne drugiego
punktu (y1,y2,y3) w formie: (v — y1)? + (2o — y2)* + (v3 — y3)? = [2. Jest to réwnanie
sfery 2-wymiarowej o Srodku w punkcie (x1,x9,x3) i promieniu [. Dostajemy wiec, Ze
przestrzen konfiguracyjna to pieciowymiarowa hiperpowierzchnia w R® opisana powyzszym
warunkiem. Jest ona dyfeomorficzna z R3 x S? (1), dyfeomorfizm f : K — R? x S%(I)
jest dany wzorem f (x,y) = (x,y — x). W przypadku plaskim otrzymujemy przestrzen K
dyfeomorficzng z R? x St (1).

Przyklad 17.0.5 Zmodyfikujmy uktad dwupunktowy ptaski z poprzedniego przyktadu i do-
datkowo zatézmy, ze pierwszy punkt potgczony jest sztywnym niewazkim pretem o diugosci
ly z poczgtkiem uktadu wspdtrzednych 0. Otrzymujemy tzw. wahadto podwojne, Wi-
edy pierwszy punkt zakresla okrag S* (1) o réwnaniu 2% + x3 = I2; prayjmujac dowolnie
polozenie pierwszego punktu o wspdlrzednych x =(x1, x5) dostajemy, ze drugi punkt przeb-
iega okrgg S* (x,1) o rodku w x i promieniu l. Dyfeomorfizm o takim samym wzorze jak w
poprzednim przyktadzie przeksztatca dyfeomorficznie przestrzen konfiguracyjng K wahadta
podwdinego na iloczyn kartezjanski okregow S* (1) x S* (1), czyli na torus.

Przyklad 17.0.6 Rozwaimy uktad sztywny sktadajgcy sie z trzech mniewspdtliniowych
punktow p, q,r, tzn. kazde dwa punkty polgczone sq sztywnym, niewazkim pretem o pewnej
dhugosci. Rownowaznie mozna powiedziet, e mamy cialo sztywne - trojkat w R3. Jak
wyglada przestrzen konfiguracyjna? Jeden punkt p mozna dowolnie ustawic w R3. Jesli
Juz to zrobilismy, to dozwolone dalej ruchy bedg ruchami sztywnymi, czyli obrotami za-
chowujagcymi ten ustalony punkt. Z geometrii analitycznej wiadomo, ze ruch sztywny
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trzymajacy jeden punkt jest izometriq lintowq zachowujacq orientacje, a wiec opisana jest
przez macierz ortogonalng o wyznaczniku +1, czyli przez macierz z grupy Liego SO (3) .
Zatem K 2R3 x SO (3), jest to hiperpowierzchnia 6 wymiarowa w R (bo SO (3) jest 3
wymiarowq hiperpowierzchniq w R ).

Przyklad 17.0.7 Strona internetowa dotyczaca przestrzeni konfiguracyjnej dla robotéw:
http://riad.usk.pk.edu.pl/~2k/GO_LAB_00/robot/robot.htm

18 TWIERDZENIE CALKOWE STOKESA

Celem jest Twierdzenie Stokesa dla hiperpowierzchni z brzegiem:

Twierdzenie 18.0.6 (Stokes) Jezeli M jest n-wymiarowq hiperpowierzchniq zorien-
towang z brzegiem OM 1@ na brzegu mamy orientacje dodatnig to dla dowolnejn—1 formy
na M o zwartym nosniku zachodzi wzor

/ w—/ dw.
oM M

Twierdzenie to jest daeko idacym uogdlnieniem zasadnicze Tw rachunku
rézniczkowego i catkowego fab f'(z)dx = f(b)— f(a).

Przyklad 18.0.8 Niech M = [a,b], wtedy OM = {a} U {b}. Orientacja brzegu to zero-
forma na OM = {a} U {b} réwna +1 na b i —1 na a. Dla formy stopnia 0 na M czyli
funkcji f mamy df = [’ - dx stad

f = _f(a)a
oM

£ (b)
/Mdf - /abf’(x)dm.

Zatem wzor Stokesa staje sie w tym trywialnym przypadku zasadniczym Tw. rachunku
rozniczkowego i catkowego

/f'<x>dx:f<b>—f<a>.

W dowodzie ogélnego Tw.Stokesa faMW = [, dw wykorzystujemy ten wzor

fab f'(x)dz = f(b) — f(a), ktory jest znany z dowodem z kursu analizy 1.
Najpierw musimy wprowadzi¢ hiperpowierzchnie z brzegiem.

18.1 Hiperpowierzchnie z brzegiem

Rozwazmy pélprzestrzen
RY = {(21,...,2n) ; xn > 0}

ze swoja topologia indukowanag z R".
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Definicja 18.1.1 Hiperpowierzchnig kl. C* wymiaru n z brzegiem nazywamy podzbidr
M C R™ taki, ze dla kazdego punktu p € M istnieje odwzorowanie ¢ : U — M (zwane
takze parametryzacja) okreslone na podzbiorze U C R’y otwartym w R’} tak, ze p € ¢ [U],
ktore jest réznowartosciowe, reqularne kl. C° i homeomorficzne na otwarty podzbidr w
M.

Punkty p € M dla ktérych nie istnieje parametryzacja okreslona na podzbiorze ot-
wartym w R™ nazywamy punktami brzegowymi. Ich podzbidr oznaczamy OM. Sq to punkty
z obrazu ¢ [0]&1 NnU } po wszelkich parametryzacjach (to jest ¢wiczenie - nie jest to fakt
oczywisty).

Funkcje przejécia sa (jak w przypadku bez brzegu) dyfeomorfizmami miedzy podzbio-
rami otwartymi w R’}
Jezeli U C R jest otwartym podzbiorem to R’} N U utozsamiamy z podzbiorem

{(xlv "'7-,En71> € Rn_l; (wla "'7$n7170) € U}

w R™"™1 i jest to podzbiér otwarty. Mianowicie inkluzja i : R"™! — R™, (zy,...,2,,_1) —
(21, ...,2,-1,0) € R? jest ciagla wiec przeciwobraz zbioru otwartego jest otwarty.

Twierdzenie 18.1.1 Jezeli M jest n wymiarowa hiperpowierzchniq klasy C™ z brzegiem
OM to brzeg OM jest n — 1 wymiarowq hiperpowierzchniq klasy C* (bez brzegu). Para-
metryzacjami brzeqgu OM sq obciecia parametryzacji ¢|U N OR" — OM.

Uwaga 18.1.1 Dla hiperpowierzchni z brzegiem pozostajq tak samo okreSlone: formy
rozniczkowe, operator rozniczkowania, przestrzen styczna, rozktad jedynki, orientacja.

Twierdzenie 18.1.2 Jezeli M jest hiperpowierzchniq zorientowang klasy C* z brzegiem
OM iU jest atlasem {¢,, Uy} parametryzacji zgodnyvh z orientacja, wéwczas atlas obcieé
{goa|Ua NoRY; U, N 8R7}r} jest atlasem orientujgcym brzeg OM.
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Dowdéd. Niech ¢, i ¢z beda dwoma parametryzacjami z zadanego atlasu orientujacego.
Wrtedy funkcja przejScia A : gpgl o, jest dyfeomorfizmem zachowujacym orientacje [czyli

o jakobianie dodatnim| miedzy podzbiorami otwartymi w R’}. Poniewaz ¢,, [Ua N 8Rﬂ C
OM to )
@51 o, [Ua N éﬂRﬂ = (ng\Ug) o (¢,|Ua) [Ua N ﬁRﬂ C ORY.

Stad funkcje przejscia A’ = (905|U5 ﬂ@Rﬁ)fl o (cpa|Ua ﬂ@Ri) dla atlasu na brzegu
OM i funkcje przejscia A = @El o ¢, na M sa zwiazane zaleznoScia A} (z1,...,2,1) =
A (z1,..0y2,-1,0),dlai=1,2,...,n — 1 oraz

(A/($1,...,In_1),0) = A(ZEl,...,iL'n_l,O)
= (A1(Il,...7In_1,0),...,An_1(ZEl,...,.In_l,O),O).

Zatem macierze Jacobiego dla funkcji przejécia A i A’ sg w punktach z brzegu OR’, pow-
iazane zaleznoscia

C o ‘
6%1 6%,1,1
OAi| _ | | ony, on,_, | 0
61’] 81’1 8xn,1 0
0
OAn .. ... Ay OAn
Oz O0xp—1 Oxn |

Caly wyznacznik jest dodatni przy czym z wlasnoSci wyznacznika wynika, ze jest to iloczyn

S W\
8901 ox -1
n ) aAn
det '3
oA, oA, Ln
ox1 T Bz
Zatem ostatnia liczba g%: # 0. Wiemy, ze A, (z1,..,Tp1,%,) > 0 oraz, ze
. . ;. DA oA ert
Ay (@1, ..., 05-1,0) = 0. Stad nie moze byt F* < 0. Zatem 3* > 0. Implikuje to
N o
611 aﬁn—l
ze det : : | > 0 co znaczy ze parametryzacje obcigte do brzegu sa tez
8A"n71 . aA'Infl
ox1 81711—1
zgodne.

Definicja 18.1.2 Orientacje brzegu zadana tym obcietem atlasem nazywamy dodatnig
gdy n parzyste, a ujemna gdy n nieparzyste. (uzasadnienie poprzez wzdw Stokesa: aby

zawsze byto [, w= [, dw anie [, w=— [ dw).

Definicja 18.1.3 Niech M bedzie hiperpowierzchniq zorientowang z brzegiem OM. Jezeli
rozwazymy orientacje przestrzenti wektorowej T, M zgodng z atlasem orientujacym to gdy
p € OM wdéwczas orientacja w T, (OM) dana reperem (vy, ..., v,—1) jest dodatnia jezeli, dla
wektora w € T,M skierowanego do wewnatrz M [tzn. w = o’ (0) dla tuku o : [0,a) — M
takiego, ze a[(0,a)] € M\OM, a (0) = p/ baza (—w, vy, ...,v,_1) jest dodatnia.
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Przyklad 18.1.1 (1) Orientacja polptaszczyzny OR'. za pomoca wersoréw (eq, ..., €,_1)
jest (—1)" - zgodna, t.j. gdy n jest parzyste wtedy baza (ey,...,e, 1) jest dodatnia
a gdy nieparzyste - ujemna. Mianowicie dodatniq bazg R" w punkcie (x1,...,x,-1,0)
ma byt (—epn,v1,...,0n_1). Biorac (—ep,eq,...,e, 1) widzimy, %e jest to zgodne z
(e1,....,e, 1,(—1)"e,) skad teza.

(2) Niech M C R? bedzie obszarem domknietym [domkniecie zbioru otwartego U,
M = U ] ktérego brzeg OM sktada sie z krzywych klasy C=. Orientacja na U jest do-
datnia. Orientacja brzegu OM jest dodatnia gdy: idgc wzdiuz brzegu mamy obszar U po
lewej rece.  Uzasadnienie. W punkcie p € OM wektor v styczny do brzegu, v € T,0M
nalezy do dodatniej orientacyi krzywej OM gdy dla wektora w skierowanego do wewngtrz
U para (—w,v) jest dodatnia, czyli para (v, w) jest dodatnia, czyli zgodna z wersorami o0si
wspdtrzednych.

(3) Rozpatrzmy powierzchnie zamknietq M w R3 i niech pg € M bedzie punktem dla
ktorego wspdtrzedna z bedzie najwickszaq wartosciq dla punktéw p z M. Wokdt py powierzch-
nia jest zadana jako wykres z = f (x,y). Parametryzacja ¢ (v,y) = (v,y, f (2,y)). @), i
¢y, sa bazq T,M. W punkcie py sa to wersory osi OX i OY. Weimy wersor e, osi OZ.
Baza (e, e,) byltaby dodatnia gdy (e.,e,,e,) jest dodatnia, ale (e,,e,,e,) jest réwnowaina
(€, €y, e,) czyli jest OK. orientacja dodatnia na OM to orientacja zadana na zewngtrz.
Ogdlniej dla M C R™ kowymiaru 1 jest dodatnia przez (—1)" -V dla pola na zewngtrz,
t,j. dla n nieparzystego (n-1 jest parzyste i przestawienie e, na koniec nie zmienia ori-
entacji) orientacja dodatnia jest dla pola na zewngtrz a dla n parzystego dodatnia jest do
wewnagtrz.

(4) M dwuwymiarowa w R® o brzequ L zorientowana przez pole V . Wtedy dodatnia
na L to taka: idgc po L z glowa w kierunku V. mamy mie¢c M po lewej rece. Zrozumiet
dlaczego.

Przyklad 18.1.2 Okreslic dodatnie orientacje brzegow nastepujacych hiperpowierzchni
z brzegiem ((l) M1 = {(Jfl,ﬂlg,xg); T > 0}, (b) MQ = {<I1,$2,$3); T < 0}7
(c) My = {(z1,m9,23); 22 <0}, (d) My = {(v1,22,23); 9 >0}. (e) My =
{(@1, 22, 23, 24) ; 24 > 0}
1. Czy parametryzacja ¢ : R? — OMy, ¢ (v, x3) = ( )
Czy parametryzacja ¢ : R* — My, ¢ (12, 23) = (0,29, 13) jest zgodna czy nie?
Czy parametryzacja ¢ : R2 — OMs, ¢ (21, x3) = (21,0, 23) jest zgodna czy nie?
Czy parametryzacja ¢ : R* — OMy, ¢ (x1,23) = (21,0, 23) jest zgodna czy nie?
. Czy parametryzacja ¢ : R® — OMs, ¢ (x,y, 2) = (z,y, 2,0) jest zgodna czy nie?
Np orientacja OMs zadana przez ¢ sktada sie z bazy (eq,e3) . Wektorem skierowanym
do wewngtrz OMs jest —es. Rozwaimy zatem baze w dowolnym punkcie (x1,0,x3) brzegu
OMs réwng (e, eq,e3). Jest ona niezgodna z (e, ez, e3). Ale ta ostatnia jest dodatnia,
zatem nasza parametryzacja jest niezgodna.

0, x9,x3) jest zgodna czy nie?

SRS

Dowéd Tw. Stokesa zostawimy na potem, a teraz przejdziemy do jego szczegdlnych
przypadkéw oraz najprostszych zastosowan oraz podamy uogdlnienie na przypadek brzegu
z osobliwo$ciami (np. brzeg prostokata to 4 odcinki potaczone wierzchotkami, brzeg sze$-
cianu to nie jedna powierzchnia a 6 potaczonych krawedziami).
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18.2 Twierdzenie Stokesa dla podzbioréw z osobliwoSciami

Ponizsze tw. zwane Tw Greena dla prostokata wskazuje, ze nalezy oczekiwa¢ uogdélnienia
na przypadek gdy brzeg ma osobliwoSci.

Twierdzenie 18.2.1 Twierdzenie Greena dla prostokata. Niech R C R? bedzie
prostokatem o dodatnio zorientowanym brzequ OR i w € QY (U) niech bedzie 1 formg
okreslong na zbiorze otwartym U C R? zawierajgcym prostokgt R, R C U. Wtedy

fue= [l

Jesli wyrazi¢ w we wspdtrzednych w = Pdx + Qdy wtedy

dw = d(Pdr+ Qdy) =dP Ndzx+dQ A dy

(0P oP 0Q 0Q
= <%dx + 8_ydy) Adx + <%dx + 8_ydy> A dy
P P
= a—cl:c/\cl:n+a—aly/\cl:z+@dac/\dij@dy/\dy
o oy Ox dy
= O—O—de/\dy—i-a—de/\dy—FO
dy ox
_(0Q 9P

1 wzor Stokesa dla prostokata staje sie tzw.wzorem Greena

/M (Pdx + Qdy) = //R (g—g — g_]ya) dxdy.

Dowéd. Dowdd tego szczegdlnego przypadku tw. Stokesa. Niech R = [a,b] x [¢,d], Na
mocy Tw. Fubiniego i zasadniczego Tw. rachunku rézniczkowego i catkowego

0Q 0P
I, (5 = 5 ) e
oQ oP
//R %dmdy—//}% a—ydxdy
d b a@ b d OP
- [ (5w ([ Fm)
d b
- [ @bw-QEwds- [ (P Pao)d
= / (Pdz + Qdy)
OR
(OR sklada sie z czterech odcinkéw odpowiednio zorientowanych) ). Np odcinek taczacy

(a,c) i (a,d) o parametryzacji c(y) = (a,y), y € [c,d] ma ujemng orientacje stad
e (Pdz + Qdy) = = [ Q (a,y) dy itd. m
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Niech A bedzie zwartym podzbiorem n wymiarowe]j hiperpowierzchni M C R™ (bez
brzegu). Niech IntA oznacza wnetrze zbioru A w przestrzeni topologicznej M i rozwazmy
brzeg zbioru A

FrA = A\IntA.

Punkt p € FrA nazywamy regularnym jesli cze$¢ wspdlna zbioru FrA i pewnego
otoczenia punktu p w M jest podhiperpowierzchnig gltadka n — 1-wymiarowa. Pozostalte
punkty z brzegu FrA nazywamy punktami osobliwymi. Oznaczmy podzbiér punktéw
regularnych przez F'r,.A a osobliwych przez Fr;A (osobliwy = singularny, stad indeks s

).

Podzbiér A C M nazywamy regularny jezeli kazdy punkt p € Fr.A nalezy do
domkniecia wnetrza zbioru A, IntA, Fr,A C IntA. (Rysunek c) ze str 424 w ksiazce
Birkholca jest przykladem zbioru nieregularnego).

Twierdzenie 18.2.2 Ogdlne Tw Stokesa dla podzbiorow regularnych w hiperpowierzch-
niach. (Birkhole, "Analiza matematyczna, funkcje wielu zmiennych"”, Tw 8.1)
Niech M C R™ bedzie gladkqg n wymiarowa hiperpowierzchnia i A C M reqularnym
zwartym podzbiorem M, oraz w - gltadka n — 1-forma rézniczkowq na M. Zaktadamy, Ze
— brzeg osobliwy FrsA zbioru A zawiera sie w przeliczalnej rodzinie podhiper-
powierzchni o wymiarach mniejszych od n — 1.

Wtedy zachodzi wzor Stokesa
/ dw = / w.
A Fr.A

18.3 Szczegdlne przypadki ogédlnego wzoru Stokesa dla hiper-
powierzchni z brzegiem

18.3.1 Twierdzenie Greena

Twierdzenie 18.3.1 (Twierdzenie Greena) Niech D C R? bedzie ograniczonym
ptaskim obszarem ktorego brzeg 0D tworzy jedna lub kilka krzywych C* zorientowanych
dodatnio wzgledem D. (Dodatnia orientacja kazdej krzywej z brzegu 0D jest dana przez
obieg punktow w takim kierunku, e obszar D mamy po lewej stronie). Dla 1-formy
rozniczkowe) w = Pdx + Q dy okreslonej w obszarze D zachodzi wzor

o - o [ [ (2 5) o
_ //D (%_2_9 dz dy.

UWAGA: Tw. jest prawdziwe przy ostabieniu zalozen: wystarcza zadac¢, aby brzeg
OD sktadat si¢ z krzywych przedziatami kl C*! [Kotodziej, str. 442-443 - jest to szczegdlny
przypadek Tw. Stokesa po podzbiorze z osobliwoéciami].
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18.3.2 Twierdzenie Stokesa dla powierzchni 2-wymiarowej w R?

Twierdzenie 18.3.2 (Twierdzenie Stokesa dla powierzchni z brzegiem, 2 wymi-
arowej w R3) Niech S C R? bedzie ograniczong powierzchnig zorientowang o brzegu S
sktadajgcym sie z jednej lub kilku krzywych kl. C*° zorientowanym dodatnio wzgledem
orientacji S (réwnowaznie: idgc wzdluz takiej krzywej z glowg zwrdécong w strone pola
wektorowego n orientujgcego S bedziemy mieli powierzchnie po lewej stronie.

a) z

X

Orientacija brzegu 48 powierzchni S przy prawoskretnym

ukladzie wspolrzedmych
b) z

Y
Orientacja brzegqu 485 powierzchni S przy lewoskretnym
ukladzie wspdlrzedmych

Wowczas, dla 1-formy réiniczkowej w = Pdx + Qdy + Rdz zachodzi wzor
/ w = / (Pd$+Qdy+RdZ)—/dw—/d(de—i-Qdy—i—Rdz)_,,,
oS s S S

B OR 0Q oP OR 0Q 0P
= /g(dy az>dy/\dz (az ax)dx/\dz—i-(&x ay)dac/\aly.

UWAGA: z 1-forma w = Pdx + Qdy + Rdz wiazemy pole wektorowe F =[P, Q, R] a
z nim rotacje pola

oy 0z 0z Ox dx Oy
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Strumien tego nowego pola rot F przez powierzchnie S to wlasnie

B OR 0Q oP OR 0Q 0P
//SrotF ds_/s(dy aZ>dy/\dz <8z 8x>dx/\dz+((9x ay)dac/\aly.

Zatem w terminach pola wektorowego wzér Stokesa w tym przypadku oznacza

/ F.ds = // rot F-dS.
as S

UWAGA: Tw jest prawdziwe dla powierzchni S kl. C? ktérej brzeg jest sumg krzy-
wych przedziatami kl. C*.

Whiosek 18.3.1 Jezeli powierzchnia S C R? jest zamknieta (t.j. mie ma brzegu 9S = ()

to
// rot F-dS = 0.
s

18.3.3 Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego

Twierdzenie 18.3.3 (Tw. Gaussa-Ostrogradskiego) Niech W bedzie domknietym i
ograniczonym obszarem w R3 ktérego brzeqg OW jest sumq skoficzonej ilosci powierzchni
Sty ey Sk Kl C°. Orientujemy brzeg OW = S1U...U Sk za pomocg pola wektorowego nor-
malnego jednostkowego n skierowanego na zewngtrz obszaru W. Wowczas, dla dowolnej
2 formy w postaci w = Pdy A dz — Qdx N\ dz + Rdx N\ dy zachodzi wzor

// Pdy Ndz — Qdx ANdz + Rdx A dy
oW

= /// d(Pdy N\ dz — Qdx A dz + Rdzx A dy)

(2222 g
= /// (6P a—Q—F%)da:dydz.

UWAGA Z polem F =[P, Q,R] wiazemy funkcje zwang dywergencja pola
divF = gp + + aR . Dlatego w terminach pola wektorowego wzér Stokesa w tym przy-

padku ma postac
// F-dS :/// (divF) dV.
ow w

Twierdzenie jest prawdziwe gdy brzeg OW jest suma skonczonej iloSci domknietych
platéw poierzchniowych Sy, ..., Sy przecinajacych sie wzdluz conajwyzej skonczonej ilosci
krzywych przedzialami kl. C*.
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19 DOWOD TWIERDZENIA STOKESA

Twierdzenie 19.0.4 (Tw Stokes) Jezeli M jest hiperpowierzchniq zorientowang z
brzegiem OM i ma brzequ mamy orientacje dodatnig to dla dowolnej n — 1 formy na
M o zwartym nosniku zachodzi wzor

/dw—/ w
M oM

Dowéd. KROK 1. M = R*. W tym przypadku M = (). Niech w bedzie dowolng k — 1
formg o zwartym noéniku. Potrzeba udowodni¢ réwnos¢ [, dw = 0. Forma w jest suma
sktadnikéw postaci

= fdxy N ... Ndxi gy Ndxiq N ... Adxy.

Dla krétkosci piszemy daszek nad opuszczonym wyrazem, zatem

— fday A Adxi A A da.

Stad
dw; = df Adazi A ... Adxy A .. A day

= afd 8fdl’l+ ‘l‘ﬁdl'k /\dl’l/\/\(jl\'l/\/\dﬂfk
oy ox; oxy,
aof

= d:ci/\dxl/\.../\da:i/\.../\d:vk
83:1»

of

= (-1 a—dxl Ao ANdzp A A dg.
T

Réwnose ka dw = 0 bedzie wykazana, jezeli pokazemy ja dla kazdego skiadnika:
ka g_gidfl A ... Ndx; N ... \Ndzy, = 0. Niech

supp f C H laj, b
Wtedy z Tw. Fubiniego (ustawiajac odpowiednio kolejnosé catkowania)

of

Rk 8@

R %

b1 i—1 i+1 by
— / / / / ( d@) AN ANTA LN dag.
Ai+1 a;

Do wykazania kroku I wystarcza pokazac, ze f i of d:xZ = (. Poniewaz

dri N ... Ndx; A ... Ndxy,

f (x(l),...,xi, ...,xg) =0 dla z; ¢ [a;,b]
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to z ciagloéci f takze sa zera na koncu przedzialu. Stad z zasadniczego Tw. rachunku
rézniczkowego i catkowego

0
/ 83{- (a:l, ceey T ...,ajg) de; = f (x(l), ceey Ugy ...,:1:2) —f (37(1), ey Oy ...,332) = 0.

KROK II. M =R%. Wtedy OM = RF~! x {0} . Niech w bedzie dowolng k — 1 forma
o zwartym noSniku na M. Forma w jest sumag skladnikéw postaci

k—1
w= fduy A Ndrgoy + Y giday A Ada A A .
=1

Obliczamy

k—1
dw = df Aday A Aduoy+ Y dgg Aday Ao Ada A A day,
=1

0 Jq; —~
- afd:pk/\dxl/\ A dz 1+Z qd:):i/\dml/\.../\dxi/\.../\dxk
T,
of i da:
= (- 1)“8:5 day A .. A dag_ 1/\d5’7k+z Z1azzda:1/\.../\dxi/\.../\da:k.
k 7
P = / w
RE—1x {0}
- / fdml/\.../\dxk_l—I—Z/ O Y o
RF—1x {0} i—1 Y RF1x{0}

Wezmy parametryzacje hiperpowierzchni R¥~1 x {0}
@ : R S RFY {0}, (21, .y 251) — (71, 21, 0) .

Jest ona (—1)"-zgodna z dodatnia orientacjs brzegu & (R¥) = R*! x {0} (pokazat
szczegotowo). Stad skoro ¢* (dzy) = d (0) = 0, to

/ gidz A . Ndzi A .. A day

Rk IX{O}

= (—1)k/ @ (qz-dxl/\.../\@/\.../\dxk>
Rk—l

= (—l)k/k G (1, ooy t—1,0) " (dx)) A e ATA o A @™ (dy)
Rk—1

= 0.
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Zatem

P = / fd£C1 VANPURAN dl'kfl
RE—1x{0}

— (—1)k /Rkl O (fdxy N ... Ndxg—q)

= (—1)k . f(xl,...,a:k,l,O) d.’lﬁl/\.../\dﬂfk,L
Rk—1

7, drugiej strony

L:/dw
=)

P k—1 o
— / (( P L doy A Ado+ Y (=1)7 i oy A N di A /\dxk)
R¥ =1

K oxy, Ox;

0g;

Rk O;

= (=1 of —dxy A . /\da:k—i-z ) dry A .. ANda; A ... A dy.

Rk 8xk -

Poniewaz dla ¢ < k otrzymujemy z Tw. Fubiniego (ustawiajac odpowiednio kolejnosé
catkowania)

%4 dry A oo Adag A .. A day,
RE oz,
dq;
Rk axl
> Jg; R
= —dz; Ndxpdry N .0 ANdzp_q
3@
=0

(co zauwazamy analogicznie jak poprzednio na mocy argumentu no$nika ... ). Zatem

L:/dw
R

_ w1 [ Of

= (-1) ” (%kdxl/\ N dxy,
_ w1 [ Of

= (-1) /Rk axkdazl dxy,

_ / / (/ 0—Ikdxk)dx1...dxk_1

Iz
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Z powodu zwartoSci no$nika f (x1,...,2x_1,2¢) = 0 gdy zx > b dla pewnej b > 0 skad
takze > f (xl, oy Tp—1, ) = 0 dla x, > b co implikuje [;° 5 f -day = fo af dxy, i dalej

: / / ( axkd$k> dl‘l...dl‘k_l
_1\k

1/ / F @i, ) [250) de.
/ / f(zq, ..., LL‘k 1,0) = f(z1, .0y 0—1,0) | doy...dxp_y

= (—1)k/ / f(ZL‘l,...,I’k_l,())dl'l...dl‘k_l

= (—1)k . f(l’l,...,l’k_l,(]) dxl...dxk_l
Rk—1

= P.

KROK III. M jest dowolng zorientowana hiperpowierzchnia z brzegiem OM. Za-
16zmy, ze no$nik formy w jest zawarty w dziedzinie jednej mapy U/, C M. W tej sytuacji
noénik dw takze jest zawarty w U! skad

/dw:/dw,
M /

@

/ w o= / w.

oM AMNU,

/ dw:/ w
. OMNUY,

Niech ¢ : U, — U/, bedzie parametryzacja zgodna z orientacja M (U, jest otwarty w Ri

)
:/&dwz/aso*(dw)Z/ad(@D*w)'

Noénik ¢*w jest zawarty w U, mozna wiec rozszerzy¢ forme ¢*w do gladkiej formy A
okre$lonej na catej przestrzeni Ri ktadac 0 poza U, (pokazaé szczegdtowo). Wtedy na

mocy kroku 2
/d(gp*w):/ d)\:/ )\:/ Yrw
Ua Rk ORE. ORE NU,

Z drugiej strony ¢ : U, — U! po obcieciu do brzegéw

Wystarczy zatem pokazaé

¢ : Uy, NORY — U, NOM

jest parametryzacja OM przy czym rozwazajac na U, N 8R'j C RF1 x {0} orientacje
dodatnia wzgledem R* (czyli (=1)* zgodna z naturalna orientacja RF~! ) mapa obcieta
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jest zgodna z orientacja OM. Stad

P = / w = / o'w=1L.
OMNUY, UaNORE

KROK 1V. Przypadek ogélny. M jest dowolna zorientowana hiperpowierzchnig z
brzegiem OM. Zalézmy, ze noénik formy w jest zwarty. Rozwazmy dowolny atlas {¢,, Uy}
parametryzacji zgodnych z orientacja M i wybierzmy skoficzony ciag indekséw aq, ..., a,
takich, ze suppw C Uy, U...UU,, . Wpiszmy w pokrycie {U,,, ..., U, , M\ suppw} gladki
rozktad jednoSci {pai,p}. Wtedy w = Y 1 p-w (bo pw = 0 wiec w = w-1 = w -

(i1 Pa) +9) =200 po - w-
d - d a; - d a; o CUai
/Mw A(;pz“) ;/M (Pa, @) /8UPPpy, - w
B ;AMpai'w:AM%:pai.w:/aMw'

Zauwazmy, ze dla dowodu tw. Stokesa dla form o zwartych no$nikach wystarcza mie¢
istnienie gtadkich rozktadéw jednosci wpisanych dla rodzin skoniczonych co jest znacznie
tatwiejsze do wykazania.

20 Element objetosci i Tensor Riemanna

Niech na k wymiarowej rzeczywistej przestrzeni wektorowej V' bedzie dany iloczyn
skalarny (-,-) : V x V— R, t.j. dwuliniowe odwzorowanie symetryczne niezdegenerowane.
Pokazuje sie, ze istnieje baza (eq, ..., ex) ktora jest ortonormalna (w skrécie ON), czyli
taka, ze wektory tej bazy maja dlugosci 1 i sa prostopadle do siebie

<€i7 €j> = 5”
Jezeli wezmiemy inng baze ON (éy, ..., éx) to macierz przejécia a := [aj

J od jednej bazy
do drugiej

€; = Zjazej
jest ortogonalna, tzn. wiersze macierzy sa dlugosci 1 i sa prostopadle (co powinno byé
znane z algebry). Istotnie,

by = (&, e;) = (Braje,, Xsajes) = X, sa;a5(e, e5) = ¥y 507050,

_ r.r
= X,a;a;.
Inaczej ten fakt mozna zapisa¢ w postaci
T T\J _
Zrai ((I )r = 5ij

ktéry oznacza, ze
a-al =1Id.
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Z whasnoéci macierzy (Tw. Cauchy’ego)
1=detId=det(a-a") =deta-deta’” =deta-deta = (det a)®

otrzymujemy, ze macierz przejscia a ma wyznacznik det a = £1.

W konkluzji, jezeli obie bazy orientuja V' jednakowo (czyli macierz przejscia ma wyz-
nacznik dodatni) to musi by¢: deta = +1.

Zakladajac, ze na V dana jest orientacja, i bioragc bazy e; oraz €; ON i dodatnie
(czyli orientujace zgodnie z zadana orientacja), stwierdzamy z powyzszego, ze macierz
przejScia a ma wyznacznik +1. Rozwazmy bazy dualne e; i €; w przestrzeni kowektoréw
V*. Zwiazemy z tymi bazami (e;) oraz (€;) tensory skosnie symetryczne stopnia k postaci

w = ejN...Nep,

w = e N..N¢.
Oczywiscie

w(ey,...,ex) = 1,

w(ey,...,ex) = 1.

Pokazemy, ze w = @ co bedzie oznaczalo, ze tensor w okre$lony dla dowolnej bazy ON
dodatniej nie zalezy od wyboru tej bazy. Otéz, skoro @ = r - w dla pewnej liczby
rzeczywistej r to

1 = @w(é,....é,) =r-wley,.., e
= r-deta-w(ey,...,ex) /Spivak Tw. 4.6 str 76
= r-l1-1=r

(co mozna tez tatwo zobaczy¢ z definicji

(€1,...,ex) =7 w (€1, ..., Ek)

1 w

* * (= —
r-e; A ... Nej(€r, ..., E)
”
,

~det [e] (&)]
-det [e;k (ZTa;TeT)]

= r-det [Zra;ef (er)]

= r-det [Zragéir} =7r-det [aﬂ =r
Tensor w réwny w = e A ... A e dla dowolnej bazy ON dodatniej nazywa sie tensorem
objetosci zorientowanej przestrzeni wektorowej k-wymiarowej V. Z powyzszego jest takze
jasne, ze jest to jedyny tensor stopnia k na V' sko$nie symetryczny taki, ze w (e1, ...,ex) = 1
dla pewnej (dowolnej) bazie ON dodatnie;j.

Niech teraz M C R" bedzie dowolng hiperpowierzchnia & wymiarowg w R”. Wezmy
kanoniczny iloczyn skalarny w R"

() : R'XR"—R

(v,w) — Sv'i-wl
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Dla p € M rozwazmy przestrzen styczna T,M C R". Skoro T, M jest podprzestrzenig
wektorowag w R” to iloczyn skalarny obcina sie do tej przestrzeni dajac tensor symetryczny
dwuliniowy i takze niezdegenerowany

G (p) = (-, )| T,M x T,M : T,M x T,M — R.

Tensor G na hiperpowierzchni M nazywamy tensorem Riemanna. Niech M bedzie
zorientowana. Tak jak przed chwilg rozwazajac dowolna baze e; (p) ON dodatnia na
przestrzeni wektorowej zorientowanej 1), M/ wprowadzamy na M k-forme rézniczkowa w
ktéra w punkcie p réwna jest elementowi objetosci tej przestrzeni stycznej, w (p) = ef (p) A
.. N €} (p). Nazywa si¢ ona forma objetosci hiperpowierzchni M i bywa oznaczana
symbolem dV.

Cwiczenie 20.0.1 * Element objetosci dV (p) : T,M x ... x T,M — R na wektorach
(v1, ..., ux) jest rowny znakowanej objetosci réwnolegloscianu rozpietego na tych wektorach
(znak + gdy wektory orientujq T,,M dodatnio i — gdy ujemnie (oczywiscie gdy wektory sq
liniowo zalezne to objetose jest 0).

Twierdzenie 20.0.5 Dla zwartej zorientowanej hiperpowierzchni M

/dV
M

jest rowna p (M) - mierze k-wymiarowej M - czyli objetosci M. W szczegdlnosci dV jest
niedoktadna.

Dowéd. Szkic dowodu. Dla plata U, C M o parametryzacji ¢ : U, — U, zgodnej i
formy objetoéci dV mamy réwnos¢ (do dowodu wykorzystujemy éwiczenie)

O (dV) = || - day A ... ANdxy,
skad

|UC'!|:/ 1:/ |g0'|dx1...dazk:/ |g0’|dx1/\.../\dxk:/ ©* (dV):/ dv.
U, Ua Ua o U’

W dowolnym przypadku wykorzystujemy rozklad jednosci aby wykazac, ze [ 1= | A AV
]

UWAGA: uzasadnia to stary symbol na calke z funkcji skalarnej f po hiper-
powierzchni M : fo = [ fav.

Ponizsze tw uogdlnia Tw. 5.6 z ksiazki Spivaka "Analiza na rozmaito$ciach",
PWN.2005.

Twierdzenie 20.0.6 Jezeli M jest zorientowana hiperopowierzchnia kowymiaru 1, M C
R dim M = n, i N=[Ny, ..., N,11] jest jednostkowym polem wektorowym cigglym nor-
malnym do M to forma objetosci dV jest réuwna

n+1
AV = Ny dwy Ao Aday.

=1
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Przyklad 20.0.1 Weimy sfere S™ C R"*L. Polem normalnym jest pole punktu wodzgcego
N=lz1,...,n11] stad forma objetosci na S™ jest réwna

n+1

dS" =" xi-dry A e Aday.
i=1

/ndS”;éO

bo to jest objetosc sfery S™. W szczegdlnosci forma ta jest niedoktadna, czyli nie istnieje
na S™ zadna forma n dtopnia n — 1 taka, ze dn = dS".

Skoro jest to forma objetosci, to

Podamy teraz pewne ciekawe zastosowania Tw. Stokesa w topologii.

21 Zastosowania Tw. Stokesa w topologii
Oznaczmy przez K" kule w R"*! o promieniu 1 i érodku w 0, zatem 0K"*! = S™.
Twierdzenie 21.0.7 Nie istnieje gltadkie odwzorowanie
ro K", gn
ktore jest identycznosciq na sferze S™.

Dowéd. Przypus$émy, ze takie odwzorowanie r istnieje. Wezmy dowolna n-forme na S™
taka, ze |, gn w # 0. Forma taka istnieje (np. forma objetosci - lub nawet dowolna n forma
nigdzie nie ré6wna zeru - patrz Tw 16.5.1). Wtedy (skoro r|S™ = id )

0 7& W= / rfu = / r*w Tw. S:tokosa / d (I'*CU) _ / r* (dw)
Sn n 8K'n+1 KnJrl Kn+1
Kn+1

bo dw jest n 4+ 1 formg na S™ a taka forma musi by¢ zerowa. m

Twierdzenie 21.0.8 Tw. Brouwera o punkcie statym. Niech f : K™ — K" bedzie
gladkim odwzorowaniem kuli w kule. Wtedy istnieje punkt x € K™ taki, ze f (x) =z (t.j.
f posiada punkt staly).

Dowéd. Przypu$émy, ze f nie ma punktéw statych. Tzn. dla wszystkich z € K"
punkty = i f(z) sa rézne. Zdefiniujemy odwzorowanie r : K" — S™ ! nastepujaco:
r (z) jest to punkt jaki promien startujacy z f (x) i przechodzacy przez = przetnie sfere.
Trzeba sprawdzi¢ liczac wspélrzedne ze jest to odwzorowanie gladkie. 7 konstrukcji r
mamy r (x) = z dla punktéw z € S". Istnienie takiego odwzorowania jest sprzeczne z
poprzednim twierdzeniem. m
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22 Zastosowania calki powierzchniowej zorien-
towanej w Fizyce

22.1 Strumien cieczy

Niech S bedzie powierzchnia zorientowana i V (z,y, z), (z,y, z) € S, polem wektorowym
predkoSci przeptywu cieczy przez powierzchnie S. Wtedy

//SF-dS

jest objetoscia cieczy przeplywajacej przez powierzchnie S w jednostce czasu w kierunku
dodatniej strony powierzchni. Jesli calka ta jest liczba ujemna, oznacza to, ze wiecej
cieczy plynie w przeciwnym kierunku.

22.2 Pole cienia

Zalozmy, ze Swiatlo pada promieniami réwnoleglymi do siebie w kierunku wektora jed-
nostkowego G na plaszczyzne P prostopadia do G. Zalézmy tez, ze powierzchnia zorien-
towana S o parametryzacji ® :D — S jest tak ulozona miedzy $wiattem i plaszczyzna P,
ze kazdy promien $wiatla przecina ja w conajwyzej jednym punkcie.

Woéwczas, pole A cienia powierzchni S na plaszczyzne P dane jest wzorem

A://D G(a—@ aq})'dudv.

>< _
ou  Ov
Jesli éwiatto pada od strony ujemnej powierzchni S to modul w tym wzorze mozna

pominac i catka wowczas réwna sie
A= // G-dS.
S

Wezesniej stwierdziliémy, ze przeptyw ciepta w ciele o temeraturze T (z,y, z) opisuje pole
wektorowe J = —k - VT Stad catka

J[3as ==k [[ vr-is

wyraza globalna ilos¢ ciepta przeplywajaca przez zorientowana powierzchnie S.

22.3 Strumien ciepla

22.4 Prawo Gaussa

Zalézmy, ze pole elektryczne E jest wytworzone przez ladunek elektryczny () punk-
towy, liniowy, powierzchniowy lub przestrzenny. Prawo Gaussa wiaze strumien pola
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elektrycznego E przez zamknieta powierzchni¢ S z catkowitym ladunkiem @) zawartym
wewnatrz S za pomoca calki pola E przez powierzchni e S zorientowana na zewnatrz

1
// E-dS = 47e@,=—Q (22.4.1)
S €o
gdzie € jest wspdlczynnikiem wystepujacym w prawie Coulomba a ¢, jest wspdtczynnikiem
przenikalnosci elektrycznej danego osrodka w ktérym umieszczony jest tadunek (). Bedzie
ono uzasadnione dla lfadunku punktowego w rozdziale dotyczacym wzoréw catkowych.

22.5 Zadania

Zadanie

Oblicz [, g rot F-dS, gdzie S jest zorientowana do wewnatrz powierzchnia boczng bryty
ograniczonej od géry plaszczyzna z = 0 a od dotu elipsoida 2% + 3% + 322 = 1 dla pola
F =yi — xj + z23y%k.

Zadanie

Oblicz [[ F-ndS gdzie F = [1,1, 2 (2? + y2)2] i S jest powierzchnia catkowita walca

22 +9? < 1,0 < z < 1, zaé n jest polem jednostkowym normalnym skierowanym do
wewnatrz cylindra.

Zadanie

Zalézmy, ze funkcja temperatury jest dana wzorem T (z,v, 2) = % + y* + 2 i niech S
bedzie sfera jednostkowa x2+13%+22 = 1 zorientowana na zewnatrz. Obliczy¢ bez uzywania
parametryzacji sfery strumien ciepla przez powierzchnie S jezeli k& = 1. Zinterpretowac
znak wyniku. Odp. -8.

Zadanie

Niech pole predkoSci przeptywu cieczy bedzie dane wzorem V = /xj (mierzone w
m/s). Obliczy¢ ile m? cieczy plynie na sekunde przez powierzchnig x = y>+22, 0 < z < 1,
zorientowana przez pole dla ktérego cosa > 0.

Zadanie

Niech temperatura 7" w przestrzeni R? dana bedzie wzorem T (x,vy,2) = 322 + 32°.
Obliczy¢ strumien ciepta wplywajacy do érodka walca 22 +y? = 2, 0 < = < 2, przez jego
powierzchnig¢ boczna (dla k = 1).

Zadanie

Niech S bedzie zamknieta powierzchnia ktéra sklada sie z gérnej péisfery x2 +1% 422 =
1,2 >0, ikota 22 +y? < 1, 2 = 0. Niech E bedzie polem elektrycznym zdefiniowanym
wzorem E = 2zi+ 2yj+ 2zk. Obliczy¢ tadunek elektryczny zamkniety przez powierzchnie
S.

Zadanie

Swiatlo pada z gbry na dot w kierunku prostopadlym do plaszczyzny x+2y+3z = —1.
Obliczy¢ pole cienia rzucanego przez dysk 2 4 3? < }1, z = 0. Odp. 45’/7%4.

Zadanie

Niech S bedzie gérna potéwka sfery z2 + y? + 22 = 1, 2 > 0, zorientowang przez pole
normalne skierowane na zewnatrz. Wezmy pola wektorowe

o F =i+ yj,
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o F =yi—+zj.

Obliczy¢ dla tych podl

//rotF~dS i /F-ds,
s c

gdzie C' jest brzegiem powierzchni péisfery S — okregiem jednostkowym w plaszczyznie
OXY przebieganym przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara patrzac z dodatniej czeSci osi
OZ (zakladamy prawoskretny uklad wspéhrzednych). Zauwazyé fenomen réwnosci tych
calek. Bedzie on wyjasniony w nastepnym rozdziale za pomoca wzoru Stokesa.

Zadanie

Pokazac, ze jezeli pole wektorowe F jest styczne do powierzchni S to strumien tego
pola przez powierzchnie¢ S jest zerowy.

22.6 Zadania teoretyczne

Zadanie

Jesli ponizsze zdanie jest prawdziwe, udowodnij je, jezeli jest falszywe daj kontr-
przyktad:

— jesli f (z,y, z) jest funkcjg rézniczkowalng, to strumien pola V f przez powierzchnig
sfery x? + y? + 22 = 1 jest réwny zero.

23 Wykorzystanie wzoru Greena

Przyklad 23.0.1 Niech C' bedzie brzegiem kwadratu D = [0, 1] x [0, 1] zorientowanego
przeciwko ruchowi wskazéwek zegara. Calka po tuku C' musi rozpasc sie na sume calek
po czterech odcinkach. Twierdzenie Greena pozwala wykonaé to jedng catka (o ile
wspotrzedne pola [formy rézniczkowej| sa okreSlone i rézniczkowalne wewnatrz kwadratu).

Np.
4, .3 6 1 _ 9 ey O 4, 3 _
/C(y + 2%) do + 2z dy—//D(ax(Zx) 8y<y +2%) ) dedy = 1.

Twierdzenie 23.0.1 (Pole obszaru plaskiego) Jezeli krzywa C jest dodatnio zorien-
towanym brzegiem obszaru plaskiego D [C' moze sktadat si¢ z kilku czeci] to pole D réwna

sie
1
|D|:—/a:dy—ydﬁz/xdy:—/ydx.
2 Jo c c
Dowdéd.

%/dey—ydx:%//D(%(x)—%(—y)) dxdy://Ddxdy:|D|.

Pozostale wzory dowodzimy identycznie. m
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Twierdzenie 23.0.2 (Twierdzenie Greena w terminach pola wektorowego) Niech
F = Pi+ Qj = [P, Q] bedzie polem wektorowym ki. C' okreslonym w obszarze plaskim D
ograniczonym dodatnio zorientowana zamknietq krzywa 0D. Wowczas

/ F-ds:// rot ¥ - kdx dy.
oD D

Dowéd. Zgodnie z def. rotacji rot F = (g_@ BP) k. Stad rot F - k = %—P. [ ]
T oz Yy

Twierdzenie 23.0.3 (Twierdzenie Gaussa o dywergencji na plaszczyinie) Niech
D bedzie obszarem plaskim i n — jednostkowym normalnym polem wektorowym wzdiuz
brzegu 0D skierowanym na zewngtrz obszaru D. Dla dowolnego pola wektorowego F kl.

C' na D zachodzi wzor
/ (Fn) ds = // div F dz dy.
oD D

Dowdd. Niech T bedzie ciaglym jednostkowym i stycznym polem wzdtuz brzegu 9D
zgodnym z jego dodatnig orientacja (t.j. (n,T) dodatnio orientuje plaszczyzne, zatem
(n, T, k) dodatnio orientuje przestrzen skad - co wynika z wlasnoSci iloczynu wektorowego
z poczatku wykladu - w ciggu (n, T, k,n, T, k, ...) iloczyn wektorowy dwu sasiednich wek-
toréw jest wektorem nastepnym). Implikuje to T =k x n, a takzen = -k x T i

/aD(F'“) dS:/aDF-(—kxT) dsz_/aDF.(kxT) ds.

7, drugiej strony, z wlasnosci iloczynu mieszanego
F kxT)=T-(Fxk)=(Fxk)- T=—-(kxF)- T,

i zamiany calki zorientowanej na catke niezorientowang z funkcji skalarnej

/aD(F'n) ds—/aD((kxF).T) ds—/aD(kxF)-ds,

Niech F =Ai + Bj, wtedy k x F = Ak x i+ Bk x j = Aj — Bi. Stosujac Twierdzenie
Greena do calki krzywoliniowej (dla P = —B i Q = A) otrzymujemy

/aD(kXF)'dSZ/aD (Aj—Bi)-ds_/ (Pi+0j)
(G5 ) =[] (%8_3)
://D(diVF) dx dy.

Uwaga 23.0.1 Fizycznie, lewa strona ptlaskiego Twierdzenia Gaussa o dywergencji
wyraza strumien pola wektorowego wyplywajacy z wnetrza obszaru D przez jego brzeg
0D. Jezeli zatem pole F reprezentuje ptaskie pole przeptywu cieczy, twierdzenie orzeka,
ze strumien cieczy wyplywajacy z D przez jego brzeg 0D w jednostce czasu réwna sie
calce po D z dywergencji pola F. W szczegdlnosci,

e jezeli dywergencja znika, to strumien jest zerowy.
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23.1 Zadania praktyczne

Zadanie
Sprawdzi¢ Tw.Greena dla pola F = [z, xy] i kota jednostkowego D : 2 + y? < 1.
Zadanie
Stosujac calki zorientowane obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa:

(a) elipsa "5—; + z—j =1,
(b) hipocykloida z3 + y% = a3,
(c) krzywa Steinera

z(t) = %R cost + %R cos (2t),
y(t) = sRsint — s Rsin (2t), t e (0,27).
Zadanie
Obliczy¢ strumien pola wektorowego F = %1 + 23j wyplywajacy z wnetrza kwadratu
[0,1] x [0,1].

24 Wykorzystanie wzoru Stokesa dla powierzchni

24.1 Zadania praktyczne

Zadanie

Znalez¢ cyrkulacje pola wektorowego F = [z, —z, —y| wzdluz brzegu tréjkata zorien-
towanego tak, aby kolejnymi wierzchotkami byty (0,0,0), (0,2,0), (0,0,2).

Zadanie

Niech S bedzie czeécig sfery z2 + 3% + (z — \/5)2 =4, z > 0, zorientowang przez pole
skierowane na zewnatrz. Obliczy¢ [[ rot F-dS dla F = [y, —z,e"*]. (Odp. -2m)

Zadanie

Rozwazy¢ pole grawitacyjne F = —&Mmr

3. Pokazact, ze

e divF =0,

e istnieje zamnknieta powierzchnia przez ktéra strumien jest niezerowy (rozwazyé
sfere jednostkowa o érodku w poczatku uktadu wspétrzednych)

e pole F nie ma potencjatu wektorowego ! (Gdyby miato, F =rot G, to zgodnie z
wnioskiem [[,F-dS = [[;rot G-dS = 0 dla kazdej powierzchni zamknietej S ale
jest to sprzeczne z poprzednim punktem.)

Zadanie
Wykorzystujac Tw. Stokesa obliczy¢ catke krzywoliniowsa

/ —Pde 4+ 2> dy — 22 dz
C
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gdzie C jest przecieciem cylindra 22 + y? = 1 z plaszczyzng = + y + 2 = 1; orientacja C
odpowiada ruchowi przeciw wskazéwkom zegara (w/g obserwatora umieszczonego wysoko
na osi 0Z). (Odp. ).

Zadanie

Korzystajac z uwagi 24.2.1 obliczy¢ calke krzywoliniowg niezorientowang

//s (rot Fon) dS,

gdzie S jest czeScig sfery 22 +y?> + 22 = 1, v +y + 2 > 1, n jest polem normalnym
jednostkowym zwréconym na zewnatrz sfery za$ F =rx (i+j+ k), r = zi + yj + zk.
(Odp. —%+/3m).

Zadanie

Rozwazmy pole wektorowe

Yy .
= 1 —
2 +y? 224y

Sit+k.

Sprawdzi¢, ze rotF = 0 oraz fCF-dS # 0 dla jednostkowego okregu lezacego w

plaszczyznie OX'Y bedacego brzegiem kota. Dlaczego nie jest to sprzeczne z Tw. Stokesa
?

Zadanie
Obliczy¢ [/ s rot F-dS dla pola wektorowego F = [3y, —zz, —y2?] po czeéci powierzchni
S o réwnaniu 2z = 22 + 9% 0 < z < 2, (a) bezpo$rednio, (b) przez zastosowanie

Tw.Stokesa. Zalozy¢, ze powierzchnia S jest zorientowana za pomoca pola wektorowego
normalnego dla ktérego cosvy > 0.

24.2 Zadania teoretyczne

Zadanie
Udowodnié réwnosé

. . — . 2 .
aDcﬁ V¢ -nds //D(¢ V2 +Vo-Ve) ddy.

Zadanie
Wykazaé, ze jesli f jest funkcjg harmoniczna w obszarze D to
0 0
—fdx — —f dy = 0.
oD 8y ax
Zadanie

Wezmy pole wektorowe F = [—#, %ﬂﬂ] . Zakladajac, ze D jest jednostkowym

dyskiem 2% + y? < 1 wyjaéni¢ dlaczego Twierdzenie Greena nie zachodzi w tym przy-
padku.

Przyklad 24.2.1 Rozwazmy pole wektorowe F = ye®i+ze?*j+rye’k. Wykazemy (korzys-
tajac z Tw.Stokesa), ze catka po dowolnej krzywej zamknietej bedacej brzegiem pewnej
powierzchni znika.
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I-sposcb. Sprawdzamy bezposrednio zwigzek rot F = 0 i stosujemy Tw. Stokesa.
II-sposob. Zauwazamy, ze pole F jest gradientem F = V (zye*) i stosujemy Lemat
mowiacy, ze rotacja gradientu znika.

Uwaga 24.2.1 7 Tw. Stokesa wynika, ze jezeli dwie zorientowane powierzchnie maja ten
sam zorientowany brzeg, wtedy calki z rotacji pola wektorowego przez te dwie powierzchnie
sg rowne.

Zadanie
Niech C' bedzie krzywa zamknieta ktéra jest brzegiem powierzchni S i niech f i g beda
funkcjami kl. C? okre$lonymi w dziedzinie zawierajacej S. Pokazaé réwnosci

o Jo[Vg-ds=[[ (V] xVg)-dS.
o [ (fVg+gV[)-ds=0.

Zadanie
Pokaza¢ dla zamknietej powierzchni S i stalego pola F (z,y, 2) = v wzér

2//V~ndS: (v xr)-ds,
s as

gdzie jak zwykle r jest polem wektorowym punktu wodzacego.

Przyklad 24.2.2 H? (R*\ {0,0,0}) # 0. Zbior R3\ {0,0,0} jest jednospdjny. Weimy 2

forme

1
w= (xdy N dz — ydx A dz + zdz A dy) .

vVt +y?+ 22
Jest to 2-forma odpowiadajgca polu wektorowemu grawitacyjnemu. Latwo sprawdzamy, ze
(1) dw = 0, skqd forma w wyznacza klase kohomologii [w] € H? (R3\ {0,0,0}).
(2) dla sfery S% (moze byé dowolny promieh)

/Szwsé().

Wiemy z wniosku z tw. Stokesa e gdyby w = dn to f52 dn = 0. Zatem forma
w € Q*(R3\{0,0,0}) nie jest doktadna! Oznacza, to ze klasa kohomlogii [w] nie
jest zerowa!  czyli H? (R3\{0,0,0}) # 0. Oznacza to takze, e pole wektorowe

F = L = = 5| chociaz w R3\ {0,0,0} ma zerowq dyw-

(\/x2+y2+22>3 ’ (\/x2+y2+22>3 ’ (\/x2+y2+zz)

ergencje to nie posiada globalnie potencjatu wektorowego.
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24.3 Wykorzystanie wzoru Gaussa-Ostrogradskiego
24.4 Zadania praktyczne

Zadanie

Obliczy¢ catke powierzchniows zorientowana [[g (221 + y%j + 2°k) - dS, gdzie S jest
sferg 2% + y? + 2% = 1 zorientowang na zewnatrz. Odp. .

Zadanie

Obliczy¢ strumien pola wektorowego F = zy2i+x2yj-+yk przez powierzchnie catkowits
walca 22 + y? < 1, —1 < z < 1, zorientowang na zewnatrz. Odp. 7

Zadanie

Obliczy¢ strumien pola wektorowego V = [23, 43, 23] przenikajacy na zewnatrz sfery
2 +y? + 22 =1. Odp. £~

Zadanie

Znalez¢ strumien pola wektorowego F =[x, y, z| przenikajacy przez na zewnatrz sfery
jednostkowej 22 + 3* + 22 = 1 (a) bezpo$rednio, (b) za pomoca Tw.G-0.

Zadanie

Niech F = yi + zj + xzk. Obliczy¢ [[, F-dS dla kazdego obszaru ograniczonego
ponizszymi powierzchniami

(a) 2? +y* <2 <1,
(b) 2 +¢y*<2<1,2>0,
(c) *+y?<2<1,2<0.

Zadanie
Obliczy¢ [[,, xyzi-dS, gdzie M jest powierzchnig catkowity walca 2?4+ 2? < 1, 0 <
y < 10, zorientowang do wewnatrz.

24.5 Zadania teoretyczne

Zadanie
Wykazaé réwnose

///W(Vf)'Fdefawf-(F-n) dS—//Wf.diVFdV
Zadanie

Wykaza¢ identycznosci Greena:

(@) [[ow [Vg-ndS=[[[, (fV°9+Vf-Vg)dV,
(b) [fow (fVg =gV f)-ndS = [[[, (Vg —gV?f) dV.

Zadanie
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Ustalmy k wektoréw vy, ..., vi i rozwazmy k tadunkoéw elektrycznych ¢, ..., ¢ umieszc-
zonych odpowiednio w vy, ..., vi. Wezmy funkcje

k
CI)(‘T’:%Z):ZL gdzier:[x,y,z].

— A |lr — vi|’

Pokazac, ze dla zamknietej powierzchni S na ktérej nie lezy zaden tadunek i pola E =

—V® zachodzi
// E-dS = Q,
s

gdzie () jest suma tadunkéw lezacych wewnatrz S.

25 ZASTOSOWANIA TWIERDZEN
CALKOWYCH

25.1 Cyrkulacja a rotacja

W teorii pola wektorowego wspomnieliémy, ze rot F ma zwiazek z efektami obrotowymi
pola F. Oto wyjasnienie doktadne tego zwiazku bedace konsekwencjg Tw. Stokesa.

Twierdzenie 25.1.1 Niech C. bedzie okregiem o promieniu € i Srodku w punkcie X,
prostopadtym do wektora jednostkowego n. Orientujemy C. w/g rysunku: [zrobi¢ sobie
prosze samemuf

Niech F bedzie polem wektorowym okreslonym w obszarze zawierajgcym x,. Wtedy

e—0 e

1
(rot F) (x,) - n = lim — / F.ds. (25.1.1)
Ce

Oznacza to, ze rzut rotacji (rot F) (x,) na kierunek n moze byé interpretowany jako cyrku-
lacja pola F po brzegu jednostkowego obszaru lezacego w plaszczyinie normalnej do n (we
wzorze powyzszym we2 jest polem kola ograniczonego przez okrqg C.).

Dowdéd. Oznaczmy przez S. dysk (tzn. koto) o érodku w x, i promieniu ¢ lezacy w
plaszczyznie prostopadlej do n. OczywiScie C, = 0S.. Z Tw. Stokesa

// rot F-dS —// (rot F-n) dS = | F.ds.
€ € CE

7 Tw. o wartosci éredniej dla catki podwdjnej wynika istnienie punktu x. € S, takiego,
ze

// (rot Fon) dS = ((rot F) (x.) - n) - |5].

Stad
1
(rotF) (x.) - n = S /E F-ds = . F.ds.
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Dla ¢ — 0 zachodzi x. — x,. Zatem

e—0 re2

(rot F) (x,) - n—th/C F.ds.

]
Whiosek 25.1.1 Z wzoru (25.1.1) wynika, ze

e jesli cyrkulacja pola wzdtuz kazdego tuku zamknietego jest zerowa, to pole wektorowe
jest bezwirowe.

Na odwrét wiemy, ze nie zachodzi. Pole wektorowe bezwirowe moze mie¢ niezerowa
cyrkulacje (np. F = —xQ—_yFy?i + xszyz j, chyba, ze jest okreSlone w obszarze jednospéjnym !

Zadanie
Sprawdzi¢ prawdziwo$¢ powyzszego wzoru dla pola wektorowego opisujacego ruch
obrotowy.

25.2 Dywergencja a strumien

Wykorzystamy Tw. Gaussa-Ostrogradskiego do podania fizyczneji geometrycznej inter-
pretacji dywergencji.

Twierdzenie 25.2.1 Jesli B, jest kulg o promieniu r ¢ srodku w punkcie x, oraz brzegu
S, = 0B, zorientowanym na zewngtrz, to dla dowolnego pola F okreslonego w otoczeniu
punktu x, dywergencja pola F w x, jest dana wzorem

(divF) (x,) = lim |B | //TF -dS. (25.2.1)

Dowdd tego twierdzenia przebiega podobnie do dowodu Tw. (25.1.1). Wykorzystuje
sie¢ tu Tw. G-O i twierdzenie o wartoSci $redniej dla calki potréjne;j.

Uwaga 25.2.1 Wz6r (25.2.1) orzeka,ze dywergencja (divF) (x,) pola F w punkcie x,
moze by¢ interpretowana jako strumien pola F wyplywajacy z zamknietej jednostkowe;j
objetosci zawierajacej x,. W przypadku interpretacji hydromechanicznej i pola F opisu-
jacego predkos¢ przeplywu cieczy wyjasnia to nazwy punktéw ”zrédlo” i ”"ujscie”.

Whiosek 25.2.1 Z wzoru (25.2.1) wynika, ze

o pole wektorowe dla ktorego strumien przez kazda powierzchnie zamknietq jest zerowy
ma znikajacq dywergencye,

Na odwroét wiemy, ze nie zachodzi. Pole wektorowe bezzrédiowe moze mie¢ nieze-
rowy strumien przez zamknieta powierzchnie (np. pole grawitacyjne F = — m% )
chyba, ze jest okreSlone w obszarze gwiazdzistym. Zauwazmy dodatkowo, ze jed-
nospéjnosS¢ obszaru nie wystarcza do réwnowaznoSci bezzrédiowosci ze znikaniem
strumienia, np. ww wspomnianym zadaniu dziedzing pola jest przestrzen R3 z
usunietym punktem a ten zbidr jest jednospdjny!
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26 Zastosowania Tw. Stokesa w elektromagnetyzmie

Rachunek wektorowy gra istotng role w teorii elektromagnetyzmu.

26.1 Rownanie Maxwella

W zamknietym obwodzie C' zbudowanym z przewodnika pojawiajg sie prady elektryczne
(zwane indukcyjnymi), jezeli przez powierzchnie S ograniczong obwodem przenika zmi-
enny strumien magnetyczny. Natezenie pradu indukowanego zalezy jedynie od szybkosci
zmian strumienia magnetycznego (jest to tzw. zjawisko indukcji elektromagnetycznej
Faradaya). Przykladowo, zjawisko to ma miejsce gdy do obwodu zblizamy i oddalamy
staly magnes.

Zmienne w czasie natezenie pola elektrycznego E (t) i pole wektorowe indukcji mag-
netycznej B (t) zwiazane sa ze sobg jednym z ré6wnan Maxwella:

rot E = —%—]:’ (26.1.1)

26.2 Prawo Faradaya

Zwiazek miedzy cyrkulacja natezenia pola elektrycznego wzdluz obwodu C' (nazywane
tez “spadkiem napiecia wzdluz”) a strumieniem indukcji pola magnnetycznego przez
powierzhnie S ogra-niczong obwodem C' wyraza réwnanie zwane prawem Faradaya:

/Eds———//BdS

Latwo jest uzasdni¢ to prawo korzystajac z réwnania Maxwella (26.1.1) i Tw. Stokesa.

7 Tw. Stokesa dostajemy
/E-ds:// rot E-dS.
c s

Korzystajac z réwnania Maxwella (26.1.1) i zaktadajac, ze znamy prawo matematyczne
wchodzenia z rézniczkowaniem pod znak catki otrzymujemy

/CE-ds://rotEdS // dS__at// -dS.

26.3 Prawo Gaussa c.d.

Podstawa wykazania Prawa Gaussa jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 26.3.1 Niech W bedzie obszarem w R® dla ktérego poczatek uktadu
wspdtrzednych (0,0,0) nie lezy na brzegu OW. Wtedy

rno o [ dr jesti (0,0,0) € W
o T - 0 jesli (0,0,0) ¢ W,

gdzie r (x,y,z) = xi + yj + zk jest wektorem wodzacym punktu (x,y,z) a r(z,y,z) =

v (z,y,2)|| = V2% +y? + 22
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Dowéd. Jedli (0,0,0) ¢ W to powyzszy wzér wynika bezpoérednio z Tw. Gaussa-
Ostrogradskiego o dywergencji

//aWFdS /AW%.dS:///Wdiv<T£3> av =0

bo pole ;5 ma zerowa dywergencje. Istotnie

1 . 1
div (r3) = ﬁdlv(r) +V <ﬁ) T

gdyz r-r = r? oraz

1 [0
V(ﬁ>_ 8x

Y Z
=[5 3535
r

Jedli (0,0,0) € W to argumentacja powyzsza jest falszywa, bo pole 5 nie jest okre$lone w
punkcie (0,0,0) . W tym przypadku wezmy mata kulke B o srodku w (0, 0, 0) i promieniu r,
catkowicie zawarta wewnatrz obszaru W i oznaczmy przez W obszar przestrzenny zawarty
miedzy OW i OB. Oczywiscie (0,0,0) ¢ W. Orientujemy brzeg OB kulki B standardowo
przez pole wektorowe skierowane na zewnatrz kulki, jednakze wtedy — jako czgs¢ brzegu
obszaru W — jest to powierzchnia zorientowana ujemnie (gdyz kulka B lezy na zewnatrz
obszaru W) Stosujemy pierwsza czesé dowodu dla obszaru W = W

o~ Jf, e, o [,
// dS // —dS 4
ow 3 op T3

gdyz na brzegu 0B sfery B o promieniu r, zachodzi n = W i dlatego

Stad

rn 2?4yt 422 1

r3 r4 r2

1 1 1
// _SdS // —2d52—2|aB|:—247TT’3:47T
oB T oB T ro o
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26.4 Dowéd Prawa Gaussa

Potencjalem w punkcie (z,y,z) pola elektrycznego indukowanego przez ladunek elek-
tryczny () umieszczony w Srodku ukladu wspétrzednych jest (patrz prawo Coulomba

dre,r  Ame,n/x? 4+ Y2 + 22

Pole elektryczne E wyznaczone jest swoim potencjalem V' jednoznacznie jako pole
skierowane w strone najwiekszego spadku potencjatu V'

B—-vV =29 (1) =2

Are, r Are, 13

Z Tw (26.3.1) wnosimy, ze strumien pola elektrycznego E wyptywajacy z powierzchni
zamknietej OW nie przechodzacej przez (0,0,0) wynosi

r
E-dS = E-ndS = (= .n)dsS
/ /aw / /aw " / oW 47r50 <r3 n)
/ RELYES 2 jesli (0,0,0) € W
ow 4mo 0 jesli (0,0,0) ¢ W.

Jest to tres¢ prawa Gaussa.

26.5 Ciagle pole ladunkéw elektrycznych i ré6wnanie Maxwella

Rozwazmy teraz ciagle pole ladunkéw elektrycznych o gestosci p (z,y, z) . Jedno z réw-
nan Maxwella dla takiego pola ustanawia zwigzek natezenia pola elektrycznego E
wywolanego ciaglym polem ladunkéw z jego gestoscia p

p(z,y,2)
€0

divE =

Stosujac Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego dostajemy

J| mas=[[[ avBav—=- [[] paav

Liczba Q = [[ [, p(x,y, z) dV wyraza catkowity ladunek elektryczny objety powierzchnig
ow.

26.6 ObjetosS¢ obszaru przestrzennego

Tw. G-O moze réwniez stuzy¢ do obliczania objetosci obszaru przestrzennego W, analog-
icznie jak Tw. Greena moze stuzy¢ do obliczania pola powierzchni plaskiej. Mianowicie,
objetos¢ |W| obszaru przestrzennego ograniczonego zamknieta powierzchnia 0W dodat-
nio zorientowang jest réwna calce powierzchniowej pola wektorowego F = Pi+ Qj + Rk
ktorego dywergencja divF = M Py 9 B + Jest tozsamosciowa réwna 1 :
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Twierdzenie 26.6.1 (Objetosé obszaru przestrzennego) Jesli divF =1 to

|W|:///WdV:///WdideV://aWF-dS.

Na przyktad polami wektorowymi F o dywergencji réwnej 1 sa F =zi, F =yj, F = zk,
F =3 (zi+yj), .., F =3 (zi+yj+ 2k), itp. Dlatego zachodzi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 26.6.2 (Objetosé obszaru przestrzennego, wzory konkretne) Jesli
zamknieta po-wierzchnia S jest dodatnio zorientowanym brzegiem obszaru przestrzennego
W [S moze skladat si¢ z kilku “czebci”] to objetose |W| obszaru W réwna sig

Wl ://Sxi.dsz//syj.dsz//szk._ =5 //S (i + yj)-dS :é //S (2 + yj + 2k)-dS.

Przyklad 26.6.1 Zalozmy, ze parametryzacjq dodatniq powierzchni zamknietej S jest
@ (t,u) = (z(t,u),y(t,u), 2 (tu), (t,u) € D C R Wtedy

LO0®d 0P % oz

Stad, objetosc obszaru W ograniczonego powierzchniq S rowna sie

|W|:///WdV://Sxi-dS://Dx(t,u)-' %:% (Zj:i ‘dtdu.

Analogicznie mozemy wyprodukowaé inne wzory wyrazajgcee objetosé obszaru W wychodzgce
od innego pola F o dywergencji 1, np. F =yj lub F = zk :

|W|z///wdvzf/syj-dsz_//Dy(t,u).
[l [ o oo £

26.7 Zadania praktyczne

oz 0z
g8 ’ dt du,
ou

ou

dt du.

Zadanie

Powtarzajac rozumowanie z przyktadu (26.6.1) (aby utrwali¢ teorie calki krzywolin-
iowej i wzér G-O) obliczy¢ objetosé torusa o duzym promieniu R i matym r. Odp. 272 Rr?
- tyle samo ile wynosi objeto$¢ walca powstalego z przeciecia torusa wzdtuz malego okregu
i jego ”wyprostowania”.

Zadanie *

(Wykorzystanie wzoru G-O w drugg strone) Obliczy¢ [[[, 2*dxdydz po ob-
szarze ogra-niczonym paraboloidg eliptyczng z = 22 + % i plaszczyzng z = 1. (Znalezé
pole F ktorego dywergencja jest funkcja 22 i zastosowat wzér G-O). Odp. 5
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26.8 Zadania teoretyczne

Zadanie
Wykorzystujac ostatni z napisanych wyzej wzoréw rozwiaza¢ nastepujace zadanie:
Dana jest zamknieta krzywa w plaszczyznie OY Z o réwnaniu parametrycznym

{ y=y(t)>0,
z=z(t), tela,pbl.

Obracamy ja dookota osi OZ otrzymujac powierzchnie obrotows o parametryzacji
® (t,u) = (y (t) sinw, y () cosu, 2 (1)), we [0,27], t € [, 6.

Obliczy¢ objeto$¢ otrzymanej bryly obrotowej W. Odp. |W|= —2r [ 5 2 (t)y' (t)y(t) dt.
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