
1 Qaterniony

1.1 Algebra quaternionów

Niech H b¾edzie zorientowan ¾a 4-wymiarow ¾a (nad R) prz. wektorow ¾a z iloczynem
skalarnym h; i : H � H ! R i wyró·znionym elementem e jednostkowym (o
d÷ugósci 1 wzgl¾edem h; i). Okréslamy

K = e?

ortogonalne uzupe÷nienie Lin (e) do H; H = Lin (e)�K: Orientujemy K przez
baz¾e e1; e2; e3 tak, aby (e; e1; e2; e3) nale·za÷o do zadanej orientacji H: Niech
� : K�K ! K b¾edzie iloczynem wektorowym w K: De�niujemy odwzorowanie
dwuliniowe nad R

� : H �H ! H

wzorem

� (p; q) = p � q =
�
�hp; qi � e+ p� q; gdy p; q 2 K

q � p = p ; gdy q = e:

De�nition 1 Uk÷ad H =(H;�) tworzy 4-wymiarow ¾a R-algebr ¾e quaternionów.
Ka·zdy quaternion q jest postaci

q = a � e+ p

dla a 2 R oraz p 2 K: Oznaczamy

a = Re q

p = Im q:

Elementy z K nazywamy czystymi quaternionami. Elementy z Lin (e) uto·zasami-
amy z liczbami rzeczywistymi.

Exercise 2 H jest algebr ¾a ÷¾aczn ¾a, z rozdzielnósci ¾a mno·zenia wzgl ¾edem dodawa-
nia, oraz nie jest algebr ¾a przemienn ¾a. Np.

p1 � p2 = �hp1; p2i � e+ p1 � p2 = �hp2; p1i � e+ p1 � p2
p2 � p1 = �hp2; p1i � e+ p2 � p1 = �hp2; p1i � e� p1 � p2 6= p1 � p2:

De�nition 3 Sprz ¾e·zenie quaternionowe

a � e+ p = a � e� p:

Exercise 4 Sprz ¾e·zenie ma w÷asnósci a) q � �q = �q � q = a2 + kpk2 � 0 (q �
�q 2 Lin (e) = R) b) q1 + q2 = q1 + q2; c) q1 � q2 = q2 � q1; d) hq1; q2i =
1
2 (q1 � q2 + q2 � q1) = Re (q1 � q2) :

De�nition 5 Norma quaternionowa

jqj =
p
q � �q:
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Exercise 6 W÷asnósci normy 1) jqj � 0; 2) jqj = 0 gddy q = 0; 3) jq + q0j �
jqj + jq0j ; 4) jqj = j�qj ; 5) h p � r; q � ri = hp; qi � jrj2 p; q; r 2 H; [zachodzi tak·ze
dla zespolonych (i rzeczywistych) co sprawdzamy bezpósrednio] 6) jprj = jpj � jrj ;
p; r 2 H, 7) jqj = pq � �q =

p
hq; qi:

Exercise 7 (Twierdzenie) Algebra quaternionów H ma w÷asnósci
a) jest algebr ¾a z dzieleniem (tzn. równania q2 � x = q1 oraz x � q2 = q1 maj ¾a

dok÷adnie po jednym rozwi ¾azaniu).
b) nie ma dzielników zera, tzn. jésli q1 � q2 = 0 i q1 6= 0 to q2 = 0:
c) H� f0g z mno·zeniem quaternionowym jest grup ¾a i to grup ¾a Liego bo

mno·zenie � jest g÷adkie.

q�1 =
�q

jqj2
:

d) [przypomnijmy: Elementy z Lin (e) uto·zasamiamy z liczbami rzeczywistymi]
K÷adziemy q2 = q � q:
Jésli q 6= 0 jest quaternionem czystym (q 2 K) to q2 = �hq; qi < 0 (q2 2

Lin (e) = R),
Jésli jqj = 1 i q jest czysty to q2 = �1:

Exercise 8 Pokazác, ·ze zbiór macierzy 2 � 2 quaternionowych o wyznaczniku
1 nie tworzy grupy.

1.2 Grupa jednostkowych quaternionów

Rozwa·zmy R4 ze zwyk÷ym iloczynem skalarnym i wyró·znionym elementem e =
(1; 0; 0; 0) :WtedyK = e? = f0g�R3 = R3 rozwa·zana jest z dodatni ¾a orientacj ¾a
przez wersory osi wspó÷rz¾ednych e1; e2; e3. NiechH b¾edzie algebr ¾a quaternionów
dla powy·zszego iloczynu skalarnego. Mno·zenie kwaternionowe w K pokrywa si¾e
z iloczynem wektorowym �. ×atwo sprawdzamy, ze

�
R3;�

�
jest algebr ¾a Liego.

Z w÷asnósci normy jqj = pq � �q =
p
hq; qi =

q
a2 + kpk2 dla q = a � e+ p; a 2 R;

p 2 K; gdy q = a0 � e+
P3

i=1 ai � ei mamy

jqj =

vuut 3X
i=0

(ai)
2
= k(a0; :::; a3)k -zwyk÷a norma w R4

Zatem fq 2 H; jqj = 1g = S3: Poniewa·z mno·zenie quaternionowe w ramach
quaternionów jednostkowych dzi¾eki w÷asnósci 6) normy nie wyprowadza poza
quaterniony jednostkowe oraz S3 jest hiperpowierzchni ¾a, to mno·zenie quater-
nionowe w S3 wprowadza struktur¾e grupy Liego w sfer¾e S3: Przestrzeń styczna
do sfery w jedynce TeS3 = e? = K czyli jest równa K: Dlatego algebr ¾a Liego
tej grupy Liego b¾edzie algebra Liego

�
R3;�

�
:

Zauwa·zmy, ·ze tak·ze w prostszej sytuacji R2 = C dla z = x + iy; jzj =p
z � �z =

p
x2 + y2 = k(x; y)k ; sk ¾ad fz 2 C; jzj = 1g = S1 i mno·zenie zespolone

nie wyprowadza poza jednostkowe, wi¾ec S1 jest grup ¾a Liego wzgl¾edem mno·zenia
liczb zespolonych.
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Remark 9 W zasadzie nie poda÷em wczésniej formalnej de�nicji algebry Liego
grupy Liego wi ¾ec jest luka. Robi si ¾e to tak: ka·zde pole wektorowe X na roz-
maitósci M okrésla rózniczkowanie algebry funkcji g÷adkich X : C1 (M) !
C1 (M) ; (Xf)p = (df)p (Xp) ; i odwrotnie; dlatego najpierw na dowolnej hiper-
powierzchni (rozmaitósci) wprowadzmy nawias Liego pól wektorowych stycznych
[X;Y ] jako pole które na funkcji g÷adkiej f jest równe [X;Y ] f = X (Y f) �
Y (Xf) : Pokazujemy ·ze jest to ró·zniczkowanie algebry C1 (M) a wi ¾ec jest
polem. Nast ¾epnie sprawdzamy, ·ze pola z nawiasem tworz ¾a algebr ¾e Liego. Na
grupie Liego rozwa·zamy tzw. pola prawo (albo lewo) niezmiennicze, nast ¾epnie
zauwa·zamy ·ze nawias Liego pól prawych (lewych) jest polem prawym (lewym).
Algebra Liego pól prawych (lewych) na grupie Liego nazywa si ¾e algebra praw ¾a
(lew ¾a) grupy Liego. W kóncu ÷atwo obserwujemy, ·ze wektor styczny w jedynce
grupy Liego rozszerza si ¾e jednoznacznie do pola prawego (lewego) na ca÷ej grupie
Liego. Zatem wymiar algebry Liego grupy Liego jest równy wymiarowi grupy
Liego, co wi ¾ecej w przestrzén styczn ¾a do jedynki wprowadzamy algebr ¾e Liego
tak, aby by÷a izomor�czna z algebr ¾a pól prawych (albo lewych). Na GL (n;R)
przestrzén styczna w jedynce to po prostu Rn2 = End (Rn;Rn) i pokazuje si ¾e
rachunkiem, ·ze algebra Liego grupy GL (n;R) jest zadana jako algebra endo-
mor�zmów z nawiasem [A;B] = A � B � B � A. Takim samym rachunkiem
pokazujemy, ·ze algebra Liego grupy Liego niezerowych quaternionów H� f0g ma
algebr ¾e Liego R4 z mno·zeniem [�; �] = � � � � � � �. St ¾ad rzeczywíscie algebra
Liego grupy Liego S3 b ¾edzie podalgebr ¾a Liego K z mno·zeniem wektorowym.

1.3 Grupa quaternionowa Q (n) :

Niech � = R;C;H i rozwa·zmy n-wymiarow ¾a �-przestrzeń wektorow ¾a �n z mno·ze-
niem przez skalary po wspó÷rz¾ednych z lewej strony p�

�
x1; :::; xn

�
=
�
p � x1; :::; p � xn

�
.

Przestrzeń �n ma tak·ze oczywíscie struktur¾e rzeczywistej przestrzeni wektorowej
która oznaczymy przez �nR (dla � = C ma ona wymiar 2n; zás dla � = H ma
wymiar 4n). W przestrzeń �n wprowadzmy kanoniczne iloczyny skalarne h�; �i�
a) gdy � = R to zwyk÷y iloczyn skalarny rzeczywisty hx; yiR =

Pn
i=1 x

i � yi;
xi; yi 2 R,
b) gdy � = C to iloczyn skalarny hermitowski hz; wiC =

Pn
i=1 z

i�wi; zi; wi 2
C,
c) gdy � = H to iloczyn skalarny quaternionowy hp; qiH =

Pn
i=1 p

i � qi;
pi; qi 2 H.

Remark 10 Zauwa·zamy /ĆW/ , ·ze Re h�; �i� : �nR � �nR ! R jest rzeczywistym
iloczynem skalarnym. Dla n = 1 z w÷asnósci (d) sprz ¾e·zenia otrzymujemy zwi ¾azek
z wyj́sciowym rzeczywistym iloczynem skalarnym h�; �i w H :

Re hq1; q2iH = Re (q1 � q2) = hq1; q2i ; qi 2 H
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a dalej z indukowanym w pot ¾edze Hn / qi = qi0e+�q
i
jej 2 �; qij 2 R

Re

�
q11 ; :::; q

n
1

�
;
�
q12 ; :::; q

n
2

��
H

= Re�iq
i
1 � qi2 /liniowóśc operatora Re

= �iRe q
i
1 � qi2 = �i



qi1; q

i
2

�
= �ij

�
qi1
�
j
�
�
qi2
�
j

Dlatego norma quaternionowa
���q1; :::; qn��� elementu �q1; :::; qn� 2 �n to po

prostu zwyk÷a euklidesowa norma po wszystkich wspó÷rz ¾ednych poniewa·z q � �q
jest rzeczywisty, q � �q = Re (q � �q) ;���q1; :::; qn���
=

q
h(q1; :::; qn) ; (q1; :::; qn)iH =

q
�iqi � qi =

r
�iRe

�
qi � qi

�
=

q
�ij (qi)j � (qi)j =

r
�ij

�
(qi)j

�2
=


�q10 ; q11 ; q12 ; q13 ; ::::; qn0 ; qn1 ; qn2 ; qn3 �

 :

Dlatego sfera w �n wzgl ¾edem normy quaternionowej fq 2 �n; jqj = 1g jest sfer ¾a
S4n�1 w R4n:
Tak samo dla zespolonych sfera w Cn wzgl ¾edem normy hermitowskiej jest

sfer ¾a S2n�1 w R2n: (W � = R sfera to sfera Sn�1)
Dla n+ 1 (b ¾edzie u·zyteczne dalej) sfera w �n+1 jest równa odpowiednio

Sn � Rn+1 dla � = R;
S2n+1 � Cn+1 dla � = C;
S4n+3 � Hn+1 dla � = H:

De�nition 11 Odwzorowanie R-liniowe � : �n ! �n nazywamy
(a) �-liniowe (odpowiednio R-liniowe, C-liniowe, quaternionowe) je·zeli

� (q � x) = q � � (x) ; q 2 �; x 2 �n:

(b) �-izometri ¾a (izometri ¾a, izometri ¾a unitarn ¾a, izometri ¾a quaternionow ¾a)
je·zeli

h� (x) ; � (y)i� = hx; yi� ; x; y 2 �n:

Exercise 12 (Tw) Na to aby � : �n ! �n by÷o �-izometri ¾a potrzeba i wystarcza
aby � by÷o �-liniowe oraz aby

Re h� (x) ; � (y)i� = Re hx; yi� ;

tzn. aby � 2 O (�nR) - grupa obrotów rzeczywistej przestrzeni �nR:

Exercise 13 Wszystkie �-izometrie przestrzeni �n tworz ¾a grup¾e i jest to domkni ¾eta
podgrupa w zwartej grupie obrotów O (�nR) ; zatem sama jest zwarta (i Liego).
Gdy � = R oznaczamy grup¾e O (n) [obroty w÷ásciwe zachowuj ¾ace orientacj ¾e
maj ¾a wyznacznik +1 i tworz ¾a grup¾e Liego SO (n) ], gdy � = C oznaczamy grup¾e
U (n) i nazywamy unitarn ¾a, gdy � = H oznaczamy Q (n) i nazywamy quater-
nionow ¾a. St ¾ad U (n) i Q (n) jako dpmkni ¾ete podgrupy w O (�nR) s ¾a zwarte.
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Exercise 14 Wybierzmy w �n baz ¾e wersorów. Uto·zsamijmy ka·zdy obrót z
O (n) ; U (n) ; Q (n) z macierz ¾a wzgl ¾edem tej bazy. Wówczas

A 2 O (n) () AT �A = 1; O (n) � GL (n;R) ;
A 2 SO (n) () AT �A = 1; detA = +1; O (n) � GL (n;R)
A 2 U (n) () AT � �A = 1; U (n) � GL (n;C) ;
A 2 Q (n)() AT � �A = 1; Q (n) � GL (n;H) :

Niech n = 1:

Lemma 15 Odwzorowanie � : �! � jest �-liniowe gddy � (q) = q � � (1) :

Kiedy � : � ! � dane wzorem � (q) = q � p dla pewnego p 2 � jest �-
izometri ¾a?
Z w÷asnósci (5) normy quaternionowej (zespolonej, rzeczywistej) otrzymu-

jemy

Lemma 16 � : � ! � dane wzorem � (q) = q � p dla pewnego p 2 � jest
�-izometri ¾a gddy jpj = 1:

Istotnie, bycie �-izometri ¾a oznacza bycie �-liniowe i izometri ¾a wzgl¾edem
wyj́sciowego rzeczywistego iloczynu skalarnego Re hq1; q2i� = Re (q1 � q2) =
hq1; q2i ; co pozwala stosowác (5) dla normy: h� (q) ; � (q0)i = hq; q0i () hq � p; q0 � pi =
hq; q0i () hq; q0i � jpj2 = hq; q0i () jpj = 1:

Conclusion 17 Dla � = R mamy O (1) �= f�1;+1g ;
Dla � = C mamy U (1) �= fz 2 C; jzj = 1g = S1; U (1) = SO (2) - obroty

w÷ásciwe R2:
Dla � = H mamay Q (1) �= fp 2 H; jpj = 1g = S3:
Izomor�zmami grup Liego s ¾a
(a) 
 : O (1)! f�1;+1g ; 
 (�) = � (1) ;
(b) 
 : U (1) ! S1; 
 (�) = � (1) oraz na jedno wychodzi 
1 (�) = � (1) (bo

mno·zenie liczb zespolonych jest przemienne),

 (��) = (��) (1) = � (� (1)) = � (1) � � (1) = � (1) � � (1) = 
 (�) � 
 (�) ;

tak samo ze sprz ¾e·zeniem 
1 (��) = (��) (1) = � (� (1)) = � (1) � � (1) = � (1) �
� (1) = 
1 (�) � 
1 (�) :
(c) 
 : Q (1) ! S3; musi býc ze sprz ¾e·zeniem bo sprz ¾e·z ¾enie iloczynu quater-

nionów przemienia liczby


1 (��) = (��) (1) = � (� (1)) = � (1) � � (1) = � (1) � � (1) = 
 (�) � 
 (�) :

1.4 Zwi ¾azek grupy Liego S3 z grup ¾a obrotów przestrzeni
R3

Traktujmy R3 jako K = e? � H. Rozwa·zmy dla punktu p 2 S3 odwzorowanie

�p : K ! K; x 7�! pxp�1:

5



Theorem 18 a) pxp�1 dla p 2 S3 jest czystym quaternionem, pxp�1 2 K;
b) �p jest obrotem przestrzeni K; h�p (x) ; �p (y)i = hx; yi ; tzn. �p 2 O (3) ;
c) � : S3 ! O (3) jest homomor�zmem grup, � (p � q) = � (p) � � (q) ;
d) � : S3 � K ! K; (p; x) 7�! pxp�1; jest g÷adkie, sk ¾ad � : S3 ! O (3)

jest g÷adkim homomor�zmem grup Liego, a ·ze S3 jest spójna, to jego wartósci
musz ¾a le·zéc w spójnej sk÷adowej jedynki grupy Liego O (3) czyli w SO (3) ; tzn.
�p jest obrotem w÷ásciwym,
e) � (p) = � (�p) ;
f)� � : S3 ! O (3) jest surjekcj ¾a i ker � = fe;�eg ; sk ¾ad warstwami S3

wzgl ¾edem ker � s ¾a zbiory punktów antypodycznych p � fe;�eg = fp;�pg :

W takim razie S3= ker � �= SO (3) : Jak zrobíc rozmaitóśc S3= ker � ? Otó·z w
S3 wprowadzamy relacj¾e równowa·znósci �= uto·zsamiaj ¾ac ¾a punkty antypodyczne
p �= �p: Tworzymy przestrzeń ilorazow ¾a S3= �= z której trzeba zrobíc rozmaitóśc.
Uto·zsamienie na sferze punktów antypodycznych tworzy tzw. przestrzeń (roz-
maitóśc) rzutow ¾a RP 3: Niech � : S3 ! RP 3 b¾edzie kanonicznym rzutowaniem,
wówczas istnieje bijekcja (dyfeomor�zm) �

S3
��! SO (3)

# % �
RP 3

Tak oto przyda÷y si¾e quaterniony do zobaczenia grupy obrotów w÷ásciwych w
R3 : jest to jako rozmaitóśc tzw. przestrzeń rzutowa rzeczywista 3-wymiarowa
RP 3: Darujemy sobie doj́scie do grupy obrotów R4 : SO (4) jako rozmaitóśc jest
dyfeomor�czna z RP 3 � S3:
Przestrzeń RP 3 = S3= �= mo·zna odtworzýc bardziej "liniowo", mianowicie

przez dwa punkty antypodyczne fp;�pg przechodzi dok÷adnie jedna prosta prze-
chodz ¾aca przez 0 (a wi¾ec 1-wym podprzestrzeń wektorowa). Mo·zna by za-
tem pomysléc, aby w przestrzeni R4 zawieraj ¾ac ¾a sfer¾e S3 uto·zamiác/́sci ¾agn ¾ác
proste przechodz ¾ace przez 0 (czyli 1-wymiarowe podprzestrzenie wektorowe) do
punktu. Ale wszystkie takie proste zawieraj ¾a wektor zerowy, wi¾ec trzeba go
usun ¾ác przed uto·zsamieniami. Bierzemy zatem R4� f0g i wprowadzamy relacj¾e
uto·zsamiaj ¾ac ¾a punkty na prostej przechodz ¾acej przez 0 (dwa niezerowe wektory
x; y le·z ¾a w tej samej 1-wym podprz wektorowej gddy gdy s ¾a proporcjonalne)

x �= y () 9R3t6=0 (y = tx) :

Zauwa·zymy, ·ze przestrzenie ilorazowe S3= �= i R4� f0g = �= s ¾a homeomor�czne.

Lemma 19 Odwzorowanie

� : S3= �= i R4� f0g = �=
� ([x]) = [x]

jest homeomor�zmem. Odwrotne dane jest wzorem

��1 ([x]) =

�
x

kxk

�
:
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Proof. Rozwa·zmy kanoniczne rzutowania �1 : S3 ! S3= �=; �2 : R4� f0g !
R4� f0g = �=; topologia ilorazowa jest najsilniejsza przy których rzutowania s ¾a
ci ¾ag÷e. Aby sprawdzíc, czy � jest ci ¾ag÷e wystarczy z÷o·zýc z rzutowaniem �1 i
rozwazýc diagram w którym �1 : S

3 ! R4� f0g jest inkluzj ¾a

R4� f0g
�1 % & �2

S3
�1�! S3= �= ��! R4� f0g = �=

Otó·z, � jest ci ¾ag÷e gddy � � �1 jest ci ¾ag÷e, ale � � �1 = �2 � �1 jest ci ¾ag÷e.
Teraz odwrotnie, rozwa·zmy ci ¾ag÷e odwzorowanie �2 : R4� f0g ! S3; �2 (x) =

x
kxk i diagram

S3

�2 % & �1

R4� f0g �2�! R4� f0g = �= ��1�! S3= �=

Ni·zej zbiór (który oka·ze si¾e rozmaitósci ¾a) 1-wymiarowych rzeczywistych prostych
R4� f0g = �= w R4 uogólnimy na k-wymiarowe �-p÷aszczyzny przechodz ¾ace przez
0 w n-wymiarowej �-przestrzeni wektorowej �n

(�n� f0g) = �=

gdzie dla �n 3 x; y 6= 0

x �= y () 9�3q 6=0 (y = qx) :

Gdy � = R i n = 4; k = 1; otrzymamy to co wy·zej.

2 Grassmanniany, w szczególnósci przestrzenie
rzutowe

2.1 Grassmanniany

De�nition 20 k-p÷aszczyzn ¾a [przechodz ¾ac ¾a przez 0 - co dla skrótu b ¾edziemy
pomijác] w �n nazywamy �-podprzestrzén w �n �-wymiaru k: Oznaczamy przez
G� (n; k) zbiór k-wymiarowych �-p÷aszczyzn w �n: Dodatkowo gdy � = R wprowadzamy
zorientowane k-p÷aszczyzny w Rn czyli k-p÷aszczyzny rzeczywiste w Rn zaopatr-
zone w pewn ¾a orientacj ¾e. Ich zbiór oznaczamy ~G (n:k) :

Gdybýsmy dysponowali twierdzeniem, ·ze dla domkni¾etej podgrupy Liego
H � G przestrzeń ilorazowa G=H ma struktur¾e rozmaitósci (i to jedyn ¾a dla
ktorej rzutowanie G ! G=H jest koregularne) wówczas mo·zna standardowo
wprowadzíc w G� (n; k) struktur¾e rozmaitósci i wówczas b¾edzie ona nazywana
grassmannianem k-wymiarowych �-p÷aszczyzn w �n: Mianowicie tak:
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Oznaczmy przez I� (n) jedn ¾a z grup Liego izometrii O (n) ; U (n) ; Q (n) czyli
grup¾e izometrii �n odpowiednio dla � = R;C;H: Aby policzýc wymiary tych
grup Liego nale·zy najpierw znaléźc ich algebry Liego. Podamy rezultaty bez
pokazywania. Oznaczamy algebr¾e Liego grupy I� (n) przez Sk (n;�) i mamy
kolejno - uto·zsamiaj ¾ac �-liniowe odwzorowanie z Sk (n;�) z macierz ¾a

A 2 Sk (n;R) gddy A+AT = 0;

dimSk (n;R) = dimO (n) =

�
n
2

�
=
n (n� 1)

2
; macierze skósnie symetryczne

A 2 Sk (n;C) gddy �A+AT = 0;

dimSk (n;C) = dimU (n) = n2; macierze skósnie hermitowskie (dim = dimR )

A 2 k (n;H) gddy �A+AT = 0;

dimSk (n;H) = dimQ (n) = n (2n+ 1) ; macierze skósnie quaternionowe

Lemma 21 Odwzorowanie

T : I� (n)�G� (n; k) �! G� (n; k) ; ('; F ) 7�! ' [F ] ;

jest lewym dzia÷aniem tranzytywnym.

To, ·ze T jest lewym dzia÷aniem jest oczywiste. Tranzytywnóśc jest otrzy-
mana w sposób standardowy w geometrii analitycznej: ka·zda k-wymiarowa
podprzestrzeń wektorowa jest obrazem przez pewn ¾a izometri¾e standardowej
k-wymiarowej podprzestrzeni �k0 = f(q1; :::; qk; 0; :::; 0) ; qi 2 �g : Bior ¾ac dwie
podprzestrzenie F1 i F2 i sk÷adaj ¾ac jedn ¾a z takich izometrii z odwrotn ¾a do
drugiej dostaniemy izometri¾e przekszta÷caj ¾ac ¾a F1 na F2: Konstrukcja takich �-
izometrii jest u÷atwiona dzi¾eki temu, ·ze ma býc po prostu �-liniowa i R-izometria
wzgl¾edem wyj́sciowego rzeczywistego iloczynu skalarnego (czyli tak jak w rzeczy-
wistej geometrii analitycznej).
Wnioskeim z tego lematu jest

Conclusion 22 Odwzorowanie

�k : I� (n) �! G� (n; k) ; ' 7�! '
�
�k0
�
;

jest surjektywne.

Znajdziemy ni·zej ��1k
�
�k0
�
:

Podprzestrzeni ¾a ortogonaln ¾a do �k0 = f(q1; :::; qk; 0; :::; 0) ; qi 2 �g jest�
�k0
�?
= �n�k1 = f(0; :::; 0; qk+1; :::; qn) ; qi 2 �g ;

�
�k0
�?

= �n�k1 ;

�n = �k0 � �n�k1 :
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Zanurzamy I� (k) w I� (n) w zapisie macierzowymA 7�!
�
A 0
0 1

�
oraz I� (n� k)

w I� (n) w zapisie macierzowym B 7�!
�
1 0
0 B

�
oraz bierzemy zanurzenie

I� (k)� I� (n� k) �! I� (n)

(A;B) 7�!
�
A 0
0 B

�
Jest to homomor�zm grup (mono) co pozwala widziéc I� (k) � I� (n� k) jako
podgrup¾e w I� (n) (Liego) i zrobíc przestrzeń ilorazow ¾a (rozmaitóśc bo I� (k)�
I� (n� k) jest domkni¾eta) I� (n)=I�(k)�I�(n�k) :

Proposition 23 ��1k
�
�k0
�
= I� (k)� I� (n� k) :

Proof. Po pierwsze zauwa·zmy, ·ze je·zeli dla �-izometrii ' 2 I� (n) przestrzeni
�n mamy '

�
�k0
�
� �k0 to musi býc

'
h�
�k0
�?i � ��k0�?

czyli
'
�
�n�k1

�
� �n�k1 :

"�" Niech ' 2 ��1
�
�k0
�
; czyli '

�
�k0
�
� �k0 , z powy·zszego rozumowania

'
�
�n�k1

�
� �n�k1 a zatem macierz ' jest postaci

�
A 0
0 B

�
dla macierzy A i B

izometrii z I� (k) i I� (n� k) ; co oznacza, ·ze ' 2 I� (k)� I� (n� k) :
"�" - oczywiste, bo gdy ' 2 I� (k)�I� (n� k) to w szczególnósci przeprowadza

�k0 w �
k
0 :

Kluczem (dóśc ogólnym) do znalezienia struktury rozmaitósci w G� (n; k)
jest poni·zsze twierdzenie

Theorem 24 Istnieje dok÷adnie jedna bijekcja (homeomor�zm)

�k : I� (n)=I�(k)�I�(n�k) �! G� (n; k)

taka, ·ze

I� (n)
. � �k &

I� (n)=I�(k)�I�(n�k)
�k�! G� (n; k)

Proof. Jednoznacznóśc: �k ([']) = �k (') :
Poprawnóśc de�nicji, tzn. niezale·znóśc powy·zszego wzoru od reprezentanta

' klasy ['] : Wézmy  2 I� (k)� I� (n� k) : Wtedy  
�
�k0
�
= �k0 sk ¾ad

�k (' �  ) = ' �  
�
�k0
�
= '

�
 
�
�k0
��
= '

�
�k0
�
= �k (') :
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Surjektywnóśc �k wynika z surjektywnósci �k:
Injektywnóśc �k: Niech �k ([']) = �k ([ ]) ; zatem �k (') = �k ( ) ; czyli

'
�
�k0
�
=  

�
�k0
�
Wézmy � =  �1 � ' 2 I� (n) : Wówczas

�
�
�k0
�
=  �1 � '

�
�k0
�
=  �1

�
 
�
�k0
��
= �k0

a dalej z faktu, ·ze � jest �-izometri ¾a wynika, ·ze tak·ze �
�
�n�k1

�
= �

h�
�k0
�?i

=�
�k0
�?
= �n�k1 co implikuje, ·ze � 2 I� (k)� I� (n� k) : Zatem skoro ' =  � � i

� 2 I� (k)� I� (n� k) to ['] = [ ] :
Jest oczywiste, ·ze �k jest homeomor�zmem.
Poniewa·z I� (n)=I�(k)�I�(n�k) jest rozmaitósci ¾a (dzielenie grupy Liego przez

domkni¾et ¾a podgrup¾e Liego) oraz � jest koregularne, to struktura rozmaitósci
w G� (n; k) dla której �k jest dyfeomor�zmem jest t ¾a jedyn ¾a dla której �k jest
koregularne. Poniewa·z grupy I� (n) s ¾a zwarte to grassmanniany s ¾a te·z zwarte.

Lemma 25 Dla dowolnej �-izometrii '0 2 I� (n) odwzorowanie ('0)� : G� (n; k)!
G� (n; k) ; F 7�! '0 [F ] ; jest dyfeomor�zmem.

Proof. Wystarczy pokazác g÷adkóśc. W tym celu wystarcza pokazác g÷adkóśc
z÷o·zenia ('0)� � �k:

('0)� � �k (') = ('0)�
�
'
�
�k0
��
= ('0 � ')

�
�k0
�
= �k ('0 � ') = �k � l'0 (')

('0)� � �k = �k � l'0 jest g÷adkie /lewa translacja jest g÷adka

De�nition 26 Grassmannianem k-p÷aszczyzn w �n nazywamy rozmaitóśc ró·zniczkow ¾a
G� (n; k) dla której �k jest dyfeomor�zmem.

Zatem mamy

GR (n; k) = O (n)=O(k)�O(n�k) ;

dimGR (n; k) = dimO (n)� dimO (k)� dimO (n� k) = k (n� k) ;
GC (n; k) = U (n)=U(k)�U(n�k) ; dimGC (n; k) = 2k (n� k) ;
GH (n; k) = Q (n)=Q(k)�Q(n�k) ; dimGH (n; k) = 4k (n� k) :

W szczególnósci dla k = 1 oraz n := n + 1 mamy tzw. przestrzenie rzutowe i
ich rzeczywiste wymiary s ¾a równe

dimRGR (n+ 1; 1) = 1 � (n+ 1� 1) = n;

dimRGC (n+ 1; 1) = 2n;

dimRGH (n+ 1; 1) = 4n:

Proposition 27 Odwzorowanie


 : G� (n; k)! G� (n; n� k) ; F 7�! F?;

jest dyfeomor�zmem.
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Proof. Wézmy �-izometri¾e � 2 I� (n) o macierzy

� =

�
0 1k

1n�k 0

�

�T =

�
0 1n�k
1k 0

�
;

�T (ei) =
X
j

�jiej

�
�T
�j
i
=

8>><>>:
0; i � n� k; j � k

�j�ki ; i � n� k; j � k + 1

�ji�n+k; i � n� k + 1; j � k
0; i � n� k + 1; j � k + 1:

�T (e1) = ek+1; �T (en�k) = en

�T
�
�n�k0

�
= �n�k1 :

Wystarcza pokazác, ·ze �� � 
 jest g÷adka.
De�niujemy

'� : I� (n)! I� (n)

wzorem
'� (A) = � �A � �T :

Macierz ¾a z÷o·zenia � �A � �T jest �T �A � �: ×atwo sprawdzamy, ·ze jest to homo-
mor�zm (izomor�zm) grup '� (A �B) = '� (A) �'� (B) i oczywíscie jest g÷adki

(mno·zenia �T �A�� s ¾a g÷adkie) poza tym dla
�
Ak 0
0 Bn�k

�
2 I� (k)�I� (n� k)

mamy
'� [I� (k)� I� (n� k)] = I� (n� k)� I� (k)

'�

��
Ak 0
0 Bn�k

��
= �T �

�
Ak 0
0 Bn�k

�
� �

=

�
0 1n�k
1k 0

�
�
�
Ak 0
0 Bn�k

�
�
�
1n�k 0
0 1k

�
= ::: =

�
Bn�k 0
0 Ak

�
2 I� (n� k)� I� (k)

sk ¾ad wynika, ·ze '� indukuje dyfeomor�zm

�'� : I� (n)=I�(k)�I�(n�k) �! I� (n)=I�(n�k)�I�(k)

(bo tak: rzut I� (n) ! I� (n)=I�(k)�I�(n�k) jest koregularny a z÷o·zenie �'� z
tym rzutem jest g÷adkie bo jest to wtedy z÷o·zenie rzutu z prawej I� (n) !
I� (n)=I�(n�k)�I�(k) z ' ).
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Pokazujemy przemiennóśc diagramu

I� (n)=I�(k)�I�(n�k)
�k�!
'

G� (n; k)

'# �'� # �� � 

I� (n)=I�(n�k)�I�(k)

�n�k�!
'

G� (n; n� k)

���
��k ([']) = ���
 [�k (')] = ���

�
'
�
�k0
��
= ��

h
'
�
�k0
�?i

= ��
�
'
�
�n�k1

��
�n�k � �'� ['] = �n�k

h
� � ' � �T

i
= �n�k

�
� � ' � �T

�
= � � ' � �T

�
�n�k0

�
= � � '

�
�n�k1

�
= ��

�
'
�
�n�k1

��
:

St ¾ad �� �
 jest dyfeomor�zmem, ale �� te·z jest dyfeomor�zmem, wi¾ec 
 te·z jest
dyfeomor�zmem.

2.2 Rzeczywiste, zespolone i quaternionowe przestrzenie
rzutowe

De�nition 28 Rozmaitóśc Grassmanna G� (n+ 1; 1) 1-wymiarowych �-przestrzeni
w �n+1; n � 1

�Pn = Pn� := G� (n+ 1; 1) =
�
�n+1� f0g

�
=�=

gdzie dla �n+1 3 x; y 6= 0

x �= y () 9�3q 6=0 (y = qx) ;

nazywamy �-przestrzeni ¾a rzutow ¾a.
Dla � = R mamy rzeczywist ¾a przestrzén rzutow ¾a PnR oznaczan ¾a te·z RPn:
Dla � = C mamy zespolon ¾a przestrzén rzutow ¾a PnC oznaczan ¾a te·z CPn:
Dla � = H mamy quaternionow ¾a przestrzén rzutow ¾a PnH oznaczan ¾a te·z

HPn:

Niech
� : �n+1� f0g ! Pn�

b¾edzie kanonicznym rzutowaniem. Wprowadzimy teraz atlas g÷adki na Pn� a
tym samym struktur¾e rozmaitósci w przestrzeni topologicznej ilorazowej Pn�:

De�nition 29 Niech v =(v0; :::; vn) b ¾edzie baz ¾a �n+1: Parametryzacj ¾a Pn� sto-
warzyszon ¾a z baz ¾a v nazywamy odwzorowanie

'v : �n ! Pn�;�
q1; :::; qn

�
7�!

�
v0 +�

n
i=1q

i � vi
�
; qi 2 �:

Theorem 30 'v jest homeomor�zmem na otwarty podzbiór w Pn�: Rodzina
parametryzacji f'vg stanowi atlas g÷adki na przestrzeni Pn�:
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Proof. a) Ci ¾ag÷óśc 'v: Z÷o·zymy 'v w postaci odwzorowań ci ¾ag÷ych

'v : �
n ��! �n+1� f0g ��! Pn��

q1; :::; qn
�
7�! v0 +�

n
i=1q

i � vi 7�!
�
v0 +�

n
i=1q

i � vi
�
:

Zatem 'v jest ci ¾ag÷e.
b) obraz 'v jest otwarty w Pn�:

W : = ��1 ['v [�
n]] = ��1 [� � � [�n]]

=
�
q �
�
v0 +�

n
i=1q

i � vi
�
; � 3 q 6= 0; qi 2 �

	
=

�
�ni=0r

i � vi; r0 6= 0; ri 2 �
	
� �n+1� f0g

W jest otwarty w �n+1� f0g zatem 'v [�
n] jest otwarty w Pn�: Do pokazanie,

·ze '�1v wystarcza z÷o·zýc z �jW i pokazác ci ¾ag÷óśc. Poniewa·z z÷o·zenie to wyra·za
si¾e wzorem

'�1v � �jW
�
�ni=0r

i � vi
�
=
r0 6=0

'�1v
��
�ni=0r

i � vi
��

= '�1v

��
v0 +�

n
i=1

ri

r0
� vi
��

=

�
r1

r0
; :::;

rn

r0

�
o ci ¾ag÷ych wspó÷czynnikach to '�1v � �jW jest ci ¾ag÷e, zatem 'v jest homeomor-
�zmem na obraz.
c) Bior ¾ac baz¾e v0=(v0; :::; vn) i przesuwaj ¾ac vi na pierwsze miejsce vi =

(vi; v0; :::̂{:::vn) ÷atwo widzimy, ·ze[n

i=0
'vi [�

n] = Pn�:

Istotnie, niech [x] 2 Pn�; x 6= 0; x 2 �n+1: Wtedy x = �ni=0r
ivi i którás

wspó÷rz¾edna ri0 6= 0: Wtedy

[x] =
�
�ni=0r

ivi
�
=
�
ri0vi0 +�i 6=i0r

ivi
�
=

�
vi0 +�i 6=i0

ri

ri0
vi

�
2 Im'vi0 :

Zatem obrazy 'v [�
n] pokrywaj ¾a ca÷¾a przestrzeń Pn�:

d) Wézmy dowolne bazy v =(v0; :::; vn) i w =(w0; :::; wn) i parametryzacje
'v i 'w

'v : �n ! Pn�;
�
q1; :::; qn

�
7�!

�
v0 +�

n
i=1q

i � vi
�
;

'w : �n ! Pn�;
�
q1; :::; qn

�
7�!

�
w0 +�

n
i=1q

i � wi
�
:

Obliczymy wspó÷rz¾edne przekszta÷cenia

'�1w �'v : 
1 ! 
2; 
1 = '�1v ['w [�
n]] ; 
2 = '�1w ['v [�

n]] - otwarte podzbiory.
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Niech vi = �nj=0c
j
iwj ; i = 0; :::; n.


1 = '�1v ['w [�
n]] =

��
q1; :::; qn

�
; 'v

�
q1; :::; qn

�
2 'w [�n]

	
=

��
q1; :::; qn

�
;
�
v0 +�

n
i=1q

i � vi
�
2 'w [�n]

	
=

n�
q1; :::; qn

�
;
h
�nj=0c

j
0wj +�

n
i=1q

i � �nj=0c
j
iwj

i
2 'w [�n]

o
=

n�
q1; :::; qn

�
;
h�
c00 +�

n
i=1q

i � c0i
�
� w0 +

�
�nj=1c

j
0 +�

n
i=1q

i � cji
�
� wj

i
2 'w [�n]

o
=

��
q1; :::; qn

�
; c00 +�

n
i=1q

i � c0i 6= 0
	

- jest to zbiór otwarty

=

(�
q1; :::; qn

�
;

"
w0 +�

n
j=1

cj0 +�
n
i=1q

i � cji
c00 +�

n
i=1q

i � c0i
� wj

#
2 'w [�n]

)
sk ¾ad

'v
�
q1; :::; qn

�
=

"
w0 +�

n
j=1

cj0 +�
n
i=1q

i � cji
c00 +�

n
i=1q

i � c0i
� wj

#

= 'w

�
c10 +�

n
i=1q

i � c1i
c00 +�

n
i=1q

i � c0i
; :::;

cn0 +�
n
i=1q

i � cni
c00 +�

n
i=1q

i � c0i

�
oraz

'�1w � 'v
�
q1; :::; qn

�
=

�
c10 +�

n
i=1q

i � c1i
c00 +�

n
i=1q

i � c0i
; :::;

cn0 +�
n
i=1q

i � cni
c00 +�

n
i=1q

i � c0i

�
co dowodzi g÷adkósci funkcji przej́scia.

Exercise 31 Obliczýc bezpósrednio funkcje przej́scia dla baz vi i vj, i 6= j;

'�1vi � 'vj
�
q1; :::; qn

�
=

�
::::: dla i � j � 1
::::: dla i � j + 1

:

Conclusion 32 Pn� posiada naturaln ¾a struktur ¾e rozmaitósci ró·zniczkowej �-
wymiaru n; w szczególnósci wymiar rzeczywisty dla � = C wynosi 2n zás dla
� = H wynosi 4n co zgadza si ¾e z wczésniejszymi wyliczeniami wymiarów Pn� =
G� (n+ 1; 1) jako rozmaitósci jednorodnych (grupa Liego dzielona przez pod-

grup¾e Liego I� (n+ 1)=I�(1)�I�(n)
�1�!
'

G� (n+ 1; 1) = Pn�)

Exercise 33 Rzutowanie � : �n+1� f0g ! Pn� jest g÷adkie, co wi ¾ecej jest
koregularne.

Theorem 34 Rozmaitóśc P1� = G� (2; 1) jest dyfeomor�czna ze sfer ¾a S1 dla
� = R; S2 dla � = C i S4 dla � = H

RP 1 = S1;

CP 1 = S2;

HP 1 = S4:
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Proof. Wézmy dowoln ¾a baz¾e v0 = (v0; v1) przestrzeni �2 i parametryzacj¾e

'v0 : �! P1�;
q 7�! [v0 + q � v1] ; q 2 �:

Jest to dyfeomor�zm na otwarty podzbiór, przy czym parametryzacja nie obe-
jmuje tylko jednego punktu z P1�;

P1��'v0 [�] = f[v1]g :

Istotnie, [v1] = [0 � v0 + 1 � v1] nie mo·ze býc w obrazie 'v0 ; i gdy [q0 � v0 + q1 � v1]
nie nale·zy do 'v0 [�] to q0 = 0 bo w przeciwnym wypadku

[q0 � v0 + q1 � v1] =
�
v0 +

q1
q0
� v1
�
2 'v0 [�] :

St ¾ad [q0 � v0 + q1 � v1] = [q1 � v1] = [v1] bo musi býc q1 6= 0: St ¾ad z ogól-
nej topologii [Engelking] odwzorowanie 'v0 rozszerza si¾e do jedno-punktowego
uzwarcenia �'v0 : � [ fv1g ! P1� przy czym jest to homeomor�zm. Ale ÷atwiej
i znajomo mo·zna 1-punktowe uzwarcenie przestrzeni � zrobíc jako sfer¾e wyko-
rzystuj ¾ac rzut stereogra�czny z bieguna pó÷nocnego uto·zsamionego z wektorem
v1: Przy czym

� [ fv1g = S� (1) :=

8<: S1; gdy � = R;
S2; gdy � = C;
S4; gdy � = H:

Co wi¾ecej wykorzystuj ¾ac rzut stereogra�czny z bieguna po÷udniowego uto·zsamionego
z wektorem v0 oraz parametryzacji 'v1 dla bazy (v1; v0) pokazujemy [ĆWICZE-
NIE !!!] ·ze �'v0 : �[fv1g ! P1� jest dyfeomor�zmem do czego brakuje g÷adkósci
tylko w jednym punkcie biegunie po÷udniowym. Tzn. powinno býc

�� f0g
" h+ & 'v0

S� (1)� fv0; v1g
�'v0�! P1�

# h� % 'v1
�� f0g

2.3 Rozw÷óknienia Hopfa

Wézmy kanoniczny g÷adki (koregularny) rzut

� : �n+1� f0g ! Pn�

oraz wybierzmy sfer¾e S� (n) w �n+1� f0g o promieniu 1 wzgl¾edem �-normy,
S� (n) =

�
q 2 �n+1; jqj = 1

	
: Jak wiemy z uwagi (10) o sferze wzgl¾edem �-

normy sfera S� (n) jest po prostu sfer ¾a w indukowanej euklidesowej normie.
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Tak wi¾ec mamy kolejno

Sn � Rn+1 dla � = R;
S2n+1 � Cn+1 dla � = C;
S4n+3 � Hn+1 dla � = H:

Obetniemy rzut � do tej sfery

� : S� (n) � �n+1� f0g
�! Pn�:

a) dla � = R
� : Sn ! RPn;

b) dla � = C
� : S2n+1 ! CPn;

c) dla � = H
� : S4n+3 ! HPn:

Poka·zemy, ·ze s ¾a to wi ¾azki o w÷óknach typowych S� (0) równych kolejno Z2 =
f�1;+1g ; S1 i S3: Wi ¾azki te nazywaj ¾a si¾e wi ¾azkami Hopfa. W szczególnósci
dla n = 1 skoro

RP 1 = S1;

CP 1 = S2;

HP 1 = S4:

to otrzymujemy wi ¾azki

� : S1 ! S1 - podwójne nakrycie /w÷ókno Z2; dla S1 = fz; jzj = 1g ; � (z) = z2:

� : S3 ! S2 - w÷ókno S1;

� : S7 ! S4 - w÷ókno S3:

Wi ¾azki te nie s ¾a trywialne, rzutowania � nie s ¾a ści ¾agalne do punktów sk ¾ad
wynika np, ·ze �3

�
S2
�
6= 0 i �7

�
S4
�
6= 0 tzn. w 2-wymiarowej rozmaitósci S2 s ¾a

"dziury" 3-wymiarowe a 4-wymiarowej rozmaitósci S4 s ¾a dziury 7-wymiarowe!.
Rozwa·zaj ¾ac oktawy Cayleya (czego nie robilísmy) dochodzi si¾e w analogiczny
sposób do wi ¾azki S15 ! S8 z w÷óknem S7 (sfery S1; S3 i S7 s ¾a jedynymi w
których istnieje struktura grupy Liego).
Przypadek rzeczywisty jest banalny. Zajmiemy si¾e przypadkiem 2 i 3.
Niech (z0; z1) 2 S3 � C2 = R4; tzn. jz0j2 + jz1j2 = 1 (C-norma punktu

(z0; z1) jest 1; j(z0; z1)j = 1: Ka·zdy inny reprezentant klasy [(z0; z1)] 2 CP 1 jest
postaci (tz0; tz1) dla C 3t 6= 0: Jésli wi¾ec dalej (tz0; tz1) 2 S3 czyli ma C-norm¾e
równ ¾a 1 to zachodzi

1 = j(z0; z1)j = j(tz0; tz1)j = jt � (z0; z1)j = jtj � j(z0; z1)j = jtj :

Zatem w÷ókno nad punktem [(z0; z1)] jest równe ft � (z0; z1) ; jtj = 1g �= S1:
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Analogiczny rachunek dla quaternionów daje to samo: wspó÷czynnik pro-
porcjonalnósci q mam miéc norm¾e quaternionow ¾a (czyli zwyk÷¾a euklidesow ¾a)
równ ¾a 1; a to oznacza, ·ze q 2 S3 i w÷ókno jest dyfeomor�czne z S3: Przy okazji
obserwujemy bardzo ciekaw ¾a rzecz: S3 � C2 i S7 � H2; na C2 dzia÷a z lewa
grupa Liego S1 (mno·zenie zwyk÷e przez liczby zespolone), po obci¾eciu do S3 nie
wychodzi si¾e z S3 bo norma po pomno·zeniu przez element z S1 nie zmienia si¾e.
Aby miéc prawe dzia÷anie trzeba mno·zýc z lewa przez odwrotny

� : S3 � S1 ! S3; (q; a) 7�! q � � := ��1 � q;

i

(q � �)�� =
�
��1 � q

�
�� = ��1�

�
��1 � q

�
=
�
��1 � ��1

�
�q = (��)�1�q = q�(��) ;

dostajemy g÷adkie i tzw. wolne, tzn. gdy (z0; z1) � t = (z0; z1) to t = 1:
Znaczy to, ·ze orbit ¾a dzia÷ania jest S1; (z0; z1) � S1 �= S1; poza tym orbity
tego dzia÷ania pokrywaj ¾a si¾e co wy·zej zaobserwowalísmy z w÷óknami rzutowania
� : S3 ! CP 1 = S2: Z Tw Glisona � : S3 ! CP 1 jest wi ¾azk ¾a i to wi ¾azk ¾a g÷ówn ¾a
o grupie strukturalnej S1:
Analogicznie w przypadku quaternionowym mamy prawe dzia÷anie wolne z

mno·zenia przez odwracanie quaternionów H2 �H!H2

� : S7 � S3 ! S7; (q; a) 7�! q � � := ��1 � q:

Orbit ¾a jest (q0; q1) � S3 �= S3 i orbity pokrywaj ¾a si¾e z w÷óknami rzutowania
koregularnego � : S7 ! HP 1 = S4: Tak samo z Tw. Glisona jest to wi ¾azka
g÷ówna z gryp ¾a strukturaln ¾a S3:
Ni·zej bardziej rachunkowo bez Tw. Glisona poka·zemy ·ze mamy do czynienia

z wi ¾azkami lokalnie trywialnymi � : Sn ! RPn; � : S2n+1 ! CPn i � : S4n+3 !
HPn; jednym uj¾eciem z wi ¾azk ¾a

� : S� (n)! Pn�

o grupie strukturalnej S� (0) = Z2; S1 i S3 odpowiednio /S� (n) � �n+1� f0g ;
S� (0) � �� f0g :

Theorem 35 (a) Dla dowolnej bazy v =(v0; :::; vn) 2 �n+1 odwzorowanie

 v : Uv � S� (0)! ��1 [Uv] � S� (n)

gdzie Uv =
��
v0 +�

n
i=1q

ivi
�
; qi 2 �

	
� Pn� jest otwartym podzbiorem, zadane

wzorem

 v
��
v0 +�

n
i=1q

ivi
�
; �
�
=
��1 �

�
v0 +�

n
i=1q

ivi
�

jv0 +�ni=1qivij
jest dyfeomor�zmem (z wi ¾ec lokaln ¾a trywializacj ¾a rzutowania �).
(b) dla dowolnych dwu baz v =(v0; :::; vn) i w =(w0; :::; wn) istnieje g÷adkie

odwzorowanie 'v;w : Uv \ Uw ! S� (0) takie, ·ze

 �1w �  v : (Uv \ Uw)� S� (0)! (Uv \ Uw)� S� (0)
 �1w �  v (x; �) =

�
x; 'v;w (x) � �

�
:
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Proof. (a1) G÷adkóśc  v : Uv � S� (0) ! S� (n) : Najpierw obserwujemy, ·ze
Uv jest dyfeomor�czny z �n; dyfeomor�zmem jest parametryzacja 'v

'v : �
n ! Uv;

�
q1; :::; qn

�
7�!

�
v0 +�

n
i=1q

ivi
�
:

Sk÷adamy  v z dyfeomor�zmem 'v � IdS�(0) : �
n � S� (0) ! Uv � S� (0) i

obliczamy

Uv � S� (0)
�= " 'v � IdS�(0) &  v
�n � S� (0) �! S� (n) � �n+1��
q1; :::; qn

�
; �
�

7�! ��1�(v0+�ni=1q
ivi)

jv0+�ni=1qivij

Dolna strza÷ka jest g÷adka, wi¾ec  v jest te·z g÷adka.
(a2) Im v = ��1 [Uv] -Ćwiczenie
(a3) G÷adkóśc odwrotnego  �1v : ��1 [Uv] ! Uv � S� (0) : Przypomnijmy

rzut � : �n+1� f0g ! Pn�: Wézmy

qv : ��1 [Uv]! Uv � �

qv

0B@�ni=0qivi| {z }
q0 6=0

1CA =

0@��ni=0qivi� ; �
q0
��1���v0 +�ni=1 qiq0 � vi���

1A :

Odwzorowanie qv jest g÷adkie. Poka·zemy, ·ze

qvj��1 [Uv] =  �1v :

Istotnie,

i) gdy �ni=0q
ivi 2 S� (n) czyli

���ni=0qivi�� = 1 to
���q0 � ���v0 +�ni=1 qiq0 � vi������ =��q0v0 +�ni=1qi � vi�� = ���ni=0qivi�� = 1 sk ¾ad q0 �

���v0 +�ni=1 qiq0 � vi��� 2 S� (0) wi¾ec�
q0 �

���v0 +�ni=1 qiq0 � vi�����1 = (q0)
�1���v0+�ni=1 qiq0 �vi��� 2 S� (0) :

ii) qvj��1 [Uv] �  v = qv �  v = id; istotnie,

qv �  v
��
v0 +�

n
i=1q

ivi
�
; �
�

= qv

 
� �
�
v0 +�

n
i=1q

ivi
�

jv0 +�ni=1qivij

!
= qv

�
��1 � v0 +�ni=1��1qi � vi

jv0 +�ni=1qivij

�
= qv

�
��1

jv0 +�ni=1qivij
� v0 +�ni=1

��1qi

jv0 +�ni=1qivij
� vi
�

=

 �
��1

jv0 +�ni=1qivij
� v0 +�ni=1

��1qi

jv0 +�ni=1qivij
� vi
�
;

�
��1

jv0 +�ni=1qivij

��1
� 1

jv0 +�ni=1qivij

!
=

��
v0 +�

n
i=1q

i � vi
�
; �
�
:
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iii) Niech q = �ni=0q
ivi 2 ��1 [Uv] ; q0 6= 0 oraz

���ni=0qivi�� = 1: Otrzymujemy
 v
��
v0 +�

n
i=1q

ivi
�
; �
�
=

��1�(v0+�ni=1q
ivi)

jv0+�ni=1qivij

 v � qv (q) =  v � qv
�
�ni=0q

ivi
�
=  v

0@��ni=0qi � vi� ; �
q0
��1���v0 +�ni=1 qiq0 � vi��� �

1A
=  v

0@�v0 +�ni=1 qiq0 � vi
�
;

�
q0
��1���v0 +�ni=1 qiq0 � vi���

1A

=

�
(q0)

�1���v0+�ni=1 qiq0 �vi���
��1

�
�
v0 +�

n
i=1

qi

q0 � vi
�

���v0 +�ni=1 qiq0 � vi���
=

q0
���v0 +�ni=1 qiq0 � vi��� � �v0 +�ni=1 qiq0 � vi����v0 +�ni=1 qiq0 � vi���

= q0 �
�
v0 +�

n
i=1

qi

q0
� vi
�
= �ni=0q

ivi = q:

a4) � �  v = pr1 - jasne.
a5) Poka·zemy, ·ze  v spe÷nia warunek

 v (u; �) � � =  v (u; � � �) ; �; � 2 S� (0) :

Niech u =
�
v0 +�

n
i=1q

ivi
�
; wtedy

 v
��
v0 +�

n
i=1q

ivi
�
; �
�
� � = ��1 �  v

��
v0 +�

n
i=1q

ivi
�
; �
�

= ��1 �
��1 �

�
v0 +�

n
i=1q

ivi
�

jv0 +�ni=1qivij

= ��1 � ��1 �
�
v0 +�

n
i=1q

ivi
�

jv0 +�ni=1qivij

= (��)
�1 �

�
v0 +�

n
i=1q

ivi
�

jv0 +�ni=1qivij

=
(��)

�1 �
�
v0 +�

n
i=1q

ivi
�

jv0 +�ni=1qivij
=  v

��
v0 +�

n
i=1q

ivi
�
; ��

�
co pokazuje, ·ze wi ¾azki Hopfa sa wi ¾azkami g÷ównymi.
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