1 Qaterniony

1.1 Algebra quaternionéw

Niech H bedzie zorientowana 4-wymiarowa (nad R) prz. wektorows z iloczynem
skalarnym (,) : H x H — R i wyréznionym elementem e jednostkowym (o
diugosci 1 wzgledem (,)). OkreSlamy

K=c¢"t

ortogonalne uzupehienie Lin (e) do H, H = Lin (e) ® K. Orientujemy K przez
baze e, eq,e3 tak, aby (e, e1,es, e3) nalezalo do zadanej orientacji H. Niech
X : K x K — K bedzie iloczynem wektorowym w K. Definiujemy odwzorowanie
dwuliniowe nad R

¢:HxH—H

wzorem < >
_ ) e et+tpxqg glypgeK
¢(p.a)=p-q { dp=p. adyq-e.

Definition 1 Uklad H = (H, ¢) tworzy 4-wymiarowa R-algebre quaterniondw.
Kazdy quaternion q jest postaci

g=a-e+p
dla a € R oraz p € K. Oznaczamy

a = Regq
p = Img.

Elementy z K nazywamy czystymi quaternionami. Elementy z Lin (e) utozasami-
amy z liczbami rzeczywistymi.

Exercise 2 H jest algebrg tgczng, z rozdzielnosciq mnozenia wzgledem dodawa-
nia, oraz nie jest algebrg przemienng. Np.

p1-p2 = —(p1,p2) e+ p1 Xpa=—(p2,p1)-€+p1Xpa
p2-p1 = —(p2,p1)-e+p2 Xp1=— (P2, P1)-€—P1 X P2 F# P1 - Pa.

Definition 3 Sprzezenie quaternionowe
a-e+p=a-e—p.

Exercise 4 Sprzezenie ma wlasnosci a) q-q = G-q = a® + ||pH2 >0 (q-
g€ Line) =R)b)qa+e=a+% ¢ a ¢==0 ¢ d e =
5 @+a @) =Re(n R@).

Definition 5 Norma quaternionowa

lal = Vq-q.



Exercise 6 Wlasnosci normy 1) |q| >0, 2) |g| =0 gddy ¢ =0, 3) |¢+¢'| <
_ 2 S

lal +1d'l, 4) lal = lal, 5) (p-r,q-7) = (p,q) - |r[” p, g, € H, [zachodzi takze

dla zespolonych (i rzeczywistych) co sprawdzamy bezposrednio] 6) |pr| = |p|-|r|,

p,r€H, 7) gl =Va-3= /(g 9)-

Exercise 7 (Twierdzenie) Algebra quaternionéw H ma wlasnosci

a) jest algebrq z dzieleniem (tzn. réwnania gs - © = q1 oraz x - g2 = q1 Majq
doktadnie po jednym rozwigzaniu).

b) nie ma dzielnikéw zera, tzn. jesli g1 -q2 =01 ¢ # 0 to g2 = 0.

¢) HN\ {0} z mnozeniem quaternionowym jest grupq i to grupq Liego bo
mnozenie ¢ jest gladkie.

d) [przypomnigmy: Elementy z Lin (e) utozasamiamy z liczbami rzeczywistymi]
Kladziemy ¢°> = q - q.

Jesli ¢ # 0 jest quaternionem czystym (q € K) to ¢*> = —{(q,q) < 0 (¢* €
Lin(e) =R),

Jesli |q| = 1 i q jest czysty to ¢*> = —1.

Exercise 8 Pokazat, ze zbidr macierzy 2 X 2 quaternionowych o wyznaczniku
1 nie tworzy grupy.

1.2 Grupa jednostkowych quaternionéw

Rozwazmy R* ze zwyklym iloczynem skalarnym i wyréznionym elementem e =
(1,0,0,0). Wtedy K = et = {0} xR?® = R? rozwazana jest z dodatnig orientacja
przez wersory osi wspotrzednych ey, es, e3. Niech H bedzie algebra quaternionéw
dla powyzszego iloczynu skalarnego. Mnozenie kwaternionowe w K pokrywa sig
z iloczynem wektorowym x. Latwo sprawdzamy, ze (R37 ><) jest algebra Liego.

Z wlasno$ci normy |q| = /q-§ = /{q,q) = \/a® + Hp||2 dlag=a-e+p,a R,

peKagdyq:a0'€+2?:1ai-eimamy

..,a3)|| -zwykla norma w R*

Zatem {q € H; |q| =1} = S3. Poniewaz mnozenie quaternionowe w ramach
quaternionéw jednostkowych dzigki wlasnoéci 6) normy nie wyprowadza poza
quaterniony jednostkowe oraz S° jest hiperpowierzchnia, to mnozenie quater-
nionowe w S? wprowadza strukture grupy Liego w sfere S. Przestrzen styczna
do sfery w jedynce 7,52 = e+ = K czyli jest réwna K. Dlatego algebra Liego
tej grupy Liego bedzie algebra Liego (R?’, ><) .

Zauwazmy, ze takze w prostszej sytuacji R? = C dla z = x + iy, |2| =
Vz-z=/22+1y2=|(2,y)|,skad {z € C, |z| =1} = S i mnozenie zespolone
nie wyprowadza poza jednostkowe, wiec S! jest grupa Liego wzgledem mnozenia
liczb zespolonych.



Remark 9 W zasadzie nie podatem wczesniej formalnej definicji algebry Liego
grupy Liego wiec jest luka. Robi sie to tak: kazde pole wektorowe X na roz-
maitosci M okresla rdzniczkowanie algebry funkcji gtadkich X : C*° (M) —
> (M), (Xf),=(df),(Xp), i odwrotnie; dlatego najpierw na dowolnej hiper-
powierzchni (rozmaitosci) wprowadzmy nawias Liego pol wektorowych stycznych
[X,Y] jako pole ktére na funkcji gladkiej f jest réwne [X,Y]f = X (Yf) —
Y (Xf). Pokazujemy %e jest to rdzniczkowanie algebry C* (M) a wiec jest
polem. Nastepnie sprawdzamy, e pola z nawiasem tworzaq algebre Liego. Na
grupie Liego rozwazamy tzw. pola prawo (albo lewo) niezmiennicze, nastepnie
zauwazamy e nawias Liego pdl prawych (lewych) jest polem prawym (lewym).
Algebra Liego pdl prawych (lewych) na grupie Liego nazywa si¢ algebra prawq
(lewa) grupy Liego. W koficu latwo obserwujemy, ze wektor styczny w jedynce
grupy Liego rozszerza si¢ jednoznacznie do pola prawego (lewego) na catej grupie
Liego. Zatem wymiar algebry Liego grupy Liego jest réwny wymiarowsi grupy
Liego, co wiecej w przestrzen styczng do jedynki wprowadzamy algebre Liego
tak, aby byla izomorficzna z algebrq pdl prawych (albo lewych). Na GL (n,R)
przestrzen styczna w jedynce to po prostu R™ = End (R™,R™) i pokazuje si¢
rachunkiem, e algebra Liego grupy GL (n,R) jest zadana jako algebra endo-
morfizméw z nawiasem [A,B] = Ao B — Bo A. Takim samym rachunkiem
pokazujemy, ze algebra Liego grupy Liego niezerowych quaternionéw HX\ {0} ma
algebre Liego R* 2 mnozeniem [o, B8] = - 8 — B+ a. Stqd rzeczywiscie algebra
Liego grupy Liego S® bedzie podalgebrg Liego K z mnozeniem wektorowym.

1.3 Grupa quaternionowa Q) (n).

Niech I' = R, C, H i rozwazmy n-wymiarowa I'-przestrzen wektorowa ['"* z mnoze-
niem przez skalary po wspétrzednych z lewej strony p- (xl, e z”) = (p szl p- a:")
Przestrzen I'™ ma takze oczywiscie strukture rzeczywistej przestrzeni wektorowej
ktéra oznaczymy przez I'f (dla I' = C ma ona wymiar 2n, za$ dla I' = H ma
wymiar 4n). W przestrzen I'" wprowadzmy kanoniczne iloczyny skalarne (-, )

a) gdy I' = R to zwykly iloczyn skalarny rzeczywisty (z,y)p = > oy z' - y',
' y' € R, o

b) gdy I' = C to iloczyn skalarny hermitowski (z, w)e = > i, 2"w?, 2", w' €
(Cv

¢) gdy I' = H to iloczyn skalarny quaternionowy (p,q)yg = >.iq P
p',q" € H.

i

'Ea

Remark 10 Zauwazamy /CW/ , 2e Re (-, -)p : TR x 'R — R jest rzeczywistym
iloczynem skalarnym. Dlan = 1 z wlasnosci (d) sprzezenia otrzymujemy zwigzek
z wyjsciowym rzeczywistym iloczynem skalarnym (-,-) w H :

Re(q1,2)g = Re(q1 - @) = (@1, 42), @€ H



a dalej z indukowanym w potedze H™ / ¢' = qie + Zq;-ej el qj- eR

Re <(q]]:7 tt q?) ) (q%7 ) qg)>H
= ReXiq! g /liniowosé operatora Re
= TiReqi-¢) =i (dl, @)=Ly (a1), - (a2),
Dlatego morma quaternionowa |(q1, e q")’ elementu (ql, e q”) e I'™ to po

prostu zwykla euklidesowa morma po wszystkich wspdtrzednych poniewaz q - q
jest rzeczywisty, q- ¢ = Re(q-q),

(@' q")]

= g0 (g0 = Vi = [ZiRe (- 0
i 1 i 2 1 1 1 1
= /Eij(@);(@); =1/ ((ql)j) = (b s a3 adsoor gt @ g a8 |-

Dlatego sfera w T™ wzgledem normy quaternionowej {q € T™; |q| = 1} jest sferq
S4n—1 w R4n_
Tak samo dla zespolonych sfera w C™ wzgledem normy hermitowskiej jest
sferg S?"~t w R?™. (W T =R sfera to sfera S 1)
Dla n + 1 (bedzie uzyteczne dalej) sfera w T™F jest réwna odpowiednio
S ¢ R™! dlaT =R,
g+l < ¢! dla T =C,
gints . H"M' dla T =H.

Definition 11 Odwzorowanie R-liniowe o : I'™ — I'" nazywamy
(a) T-liniowe (odpowiednio R-liniowe, C-liniowe, quaternionowe) jezeli

alg-z)=q-ax), gebv, z el

(b) T-izometriq (izometrig, izometriq unitarng, izometrig quaternionowq,)
jezeli
<a (x)va(y»I‘ = <xay>ra xr,y eI

Exercise 12 (Tw) Na to aby a : T™ — T bylo I'-izometriq potrzeba i wystarcza
aby a bylo T'-liniowe oraz aby

Re(a(z),a(y))r = Re(z, y)r,
tzn. aby o € O (T'R) - grupa obrotéw rzeczywistej przestrzeni I'y.

Exercise 13 Wszystkie I'-izometrie przestrzeni I'™ tworzq grupe i jest to domknigta
podgrupa w zwartej grupie obrotéw O (I'R), zatem sama jest zwarta (i Liego).
Gdy T = R oznaczamy grupe O (n) [obroty wlasciwe zachowujgce orientacje
magjq wyznacznik +1 i tworzq grupe Liego SO (n) ], gdy T = C oznaczamy grupe

U (n) i nazywamy unitarng, gdy T' = H oznaczamy Q (n) i nazywamy quater-
nionowq. Stgd U (n) i Q (n) jako dpmknigte podgrupy w O (T'R) sa zwarte.



Exercise 14 Wybierzmy w I'™ baze wersordw. Utozsamiymy kazdy obrét z
O(n), U(n), Q(n) z macierzq wzgledem tej bazy. Wowczas

A € O(n) <= AT-A=1, O(n)CcGL(n,R),

A € SO(n) < AT - A=1,detA=+1, O(n)cCGL(n,R)
A € U(n) «— AT . A=1, U(n)c GL(n,C),

A € Qn) < AT -A=1, Q(n)cC GL(n,H).

Niech n = 1.

Lemma 15 Odwzorowanie o : I' — T' jest I'-liniowe gddy a(q) = ¢ - a(1).

Kiedy a : T' — T dane wzorem «(q) = ¢ - p dla pewnego p € T jest I'-
izometrig?

Z whasnoéci (5) normy quaternionowej (zespolonej, rzeczywistej) otrzymu-
jemy

Lemma 16 o : I' — I' dane wzorem a(q) = ¢q - p dla pewnego p € T' jest
T-izometrig gddy |p| = 1.

Istotnie, bycie I'-izometria oznacza bycie I'-liniowe i izometrig wzgledem
wyjéciowego rzeczywistego iloczynu skalarnego Re <q1,q2>§ = Re(q1 @) =

(g1, q2) , co pozwala stosowat (5) dlanormy: (« (q),a(q")) = (¢,¢') <= (¢ p,¢
(0.¢") = (@.4) - Ip]* = (@,¢') <= Ip| = 1.

Conclusion 17 Dia T' =R mamy O (1) = {—-1,+1},

DlaT =C mamy U (1) 2 {z € C,|2| =1} = S}, U(1) = SO (2) - obroty
wlasciwe R2.

Dia T =H mamay Q (1) 2 {p € H, [p| =1} = S3.

Tzomorfizmami grup Liego sq

(a)7:0(1) = {-1,+1}, 7(a) = a (1), -

(b) v:U(1) = S, v(a) = a(l) oraz na jedno wychodzi v, (o) = a (1) (bo
mnozenie liczb zespolonych jest przemienne),

7(aB) = (@B) (1) = a(B(1) = B(1) - a (1
tak samo ze sprzezeniem v, (af) = (af) (1) =
B(1) =1 () 71 (B).

(c)v:Q(1) — S, musi byt ze sprzezeniem bo sprzezenie iloczynu quater-
niondw przemienia liczby

T (af) = (af) (1) =a (1) =F(1)-al)=a(l)-5(1) =7 (x)-7(5).

)=al)-801) =y(a)-v(8),
a(B1)=41) a(l)=a(l)-

1.4 Zwiagzek grupy Liego S® z grupa obrotéw przestrzeni
R?)
Traktujmy R? jako K = et C H. Rozwazmy dla punktu p € S odwzorowanie

Ty K — K, x — prp L.

p) =



Theorem 18 a) paxp~! dlap € S? jest czystym quaternionem, pxp~! € K,

b) T, jest obrotem przestrzeni K, (1, (x), 7, (y)) = {(z,y), tzn. 7, € O(3),

c) 7:8% — O(3) jest homomorfizmem grup, 7 (p-q) =7 (p)-7(q),

d) t:8 xK — K, (p,x) — pxp~ L, jest gladkie, skqd 7 : S® — O(3)
jest gladkim homomorfizmem grup Liego, a e S® jest spdjna, to jego wartosci
muszq lezet w spojnej sktadowej jedynki grupy Liego O (3) czyli w SO (3), tzn.
Tp jest obrotem wlasciwym,

e)7(p)=1(-p),

fr 1:8 — 0(3) jest surjekcjq i kert = {e,—e}, skad warstwami S>
wzgledem ker 7 sq zbiory punktdw antypodycznych p - {e, —e} = {p, —p}.

W takim razie S2/ker 7 22 SO (3) . Jak zrobi¢ rozmaitosé S3/ ker 7 ? Otéz w
S3 wprowadzamy relacje réwnowaznoéci 2 utozsamiajgca punkty antypodyczne
p = —p. Tworzymy przestrzen ilorazowa S/ =2 z ktérej trzeba zrobié rozmaitosé.
Utozsamienie na sferze punktéw antypodycznych tworzy tzw. przestrzen (roz-
maitoé¢) rzutowa RP3. Niech 7 : S — RP3 bedzie kanonicznym rzutowaniem,
wowczas istnieje bijekcja (dyfeomorfizm) o

. S0(3)

L Jo
RP3

Tak oto przydaly si¢ quaterniony do zobaczenia grupy obrotéw wilasciwych w
R3 : jest to jako rozmaito$é tzw. przestrzen rzutowa rzeczywista 3-wymiarowa
RP3. Darujemy sobie dojécie do grupy obrotéw R* : SO (4) jako rozmaito$é¢ jest
dyfeomorficzna z RP3 x S3.

Przestrzen RP? = S/ = mozna odtworzy¢ bardziej "liniowo", mianowicie
przez dwa punkty antypodyczne {p, —p} przechodzi doktadnie jedna prosta prze-
chodzaca przez 0 (a wiec 1-wym podprzestrzen wektorowa). Mozna by za-
tem pomysle¢, aby w przestrzeni R* zawierajaca sfere S® utozamiac/éciagnaé
proste przechodzace przez 0 (czyli 1-wymiarowe podprzestrzenie wektorowe) do
punktu. Ale wszystkie takie proste zawieraja wektor zerowy, wiec trzeba go
usunaé przed utozsamieniami. Bierzemy zatem R*\ {0} i wprowadzamy relacje
utozsamiajaca punkty na prostej przechodzacej przez 0 (dwa niezerowe wektory
x,y leza w tej samej 1-wym podprz wektorowej gddy gdy sa proporcjonalne)

r=y <= Irszo (y=tx).
Zauwazymy, ze przestrzenie ilorazowe S2/ = i R*\ {0} / = s3 homeomorficzne.
Lemma 19 Odwzorowanie
p oo S i RN{0}/=
p(z]) = [z]

jest homeomorfizmem. Odwrotne dane jest wzorem

e = |5

]



Proof. Rozwazmy kanoniczne rzutowania w1 : % — S3/ = 79 : RN {0} —
RN {0} / =2, topologia ilorazowa jest najsilniejsza przy ktérych rzutowania sa
ciagte. Aby sprawdzi¢, czy p jest ciagle wystarczy zlozy¢ z rzutowaniem my i
rozwazy¢ diagram w ktérym p, : S% — R*\ {0} jest inkluzja

RN {0}
p/ \ T2
S L VA N (V=

Ot6z, p jest ciagle gddy p o w1 jest ciagle, ale pom; = 7y 0 p; jest ciagle.

Teraz odwrotnie, rozwazmy ciagle odwzorowanie p, : R¥™\ {0} — S2, p, (2) =

H%\I i diagram

S3
p2 /" N T
-1
R0} = RN{0}/= — §%/=
]
Nizej zbior (ktory okaze sig rozmaito$cia) 1-wymiarowych rzeczywistych prostych

RN {0} / = w R* uogélnimy na k-wymiarowe I'-plaszczyzny przechodzace przez
0 w n-wymiarowej I'-przestrzeni wektorowej I'™

I™\A{o0}) /=
gdzie dla I' 5 z,y # 0

r=y <= dragzo(y=qz).

Gdy I'=Rin=4, k=1, otrzymamy to co wyzej.

2 Grassmanniany, w szczegdélnosSci przestrzenie
rzutowe

2.1 Grassmanniany

Definition 20 k-plaszczyzng [przechodzqeq przez 0 - co dla skrétu bedziemy
pomijaé] w T'™ nazywamy T-podprzestrzen w I'™ T-wymiaru k. Oznaczamy przez

Gr (n, k) 2bior k-wymiarowych I'-plaszczyzn w T™. Dodatkowo gdy T = R wprowadzamy
zorientowane k-plaszczyzny w R™ czyli k-plaszczyzny rzeczywiste w R™ zaopatr-

zone w pewnq orientacje. Ich zbior oznaczamy G (n.k).

Gdybyémy dysponowali twierdzeniem, ze dla domknietej podgrupy Liego
H C G przestrzen ilorazowa G/H ma strukture rozmaitosci (i to jedyna dla
ktorej rzutowanie G — G/H jest koregularne) wéwczas mozna standardowo
wprowadzi¢ w Gr (n, k) strukture rozmaitosci i wéwczas bedzie ona nazywana
grassmannianem k-wymiarowych I'-ptaszczyzn w I'". Mianowicie tak:



Oznaczmy przez It (n) jedna z grup Liego izometrii O (n), U (n), Q (n) czyli
grupe izometrii I'™ odpowiednio dla I' = R, C,H. Aby policzy¢ wymiary tych
grup Liego nalezy najpierw znalez¢ ich algebry Liego. Podamy rezultaty bez
pokazywania. Oznaczamy algebre Liego grupy Ir (n) przez Sk(n,I') i mamy
kolejno - utozsamiajac I'-liniowe odwzorowanie z Sk (n,I") z macierza

A € Sk(n,R) gddy A+ AT =0,

—1
dim Sk (n,R) = dimO (n) = ( Z ) = %, macierze sko$nie symetryczne
A € Sk(n,C) gddy A+ AT =0,
dim Sk (n,C) = dimU (n) =n? macierze skoénie hermitowskie (dim = dimg )
A € k(nH) gddy A+ AT =0,
dim Sk (n,H) = dimQ (n)=n(2n+1), macierze skoénie quaternionowe

Lemma 21 Odwzorowanie
T:Ir(n) x Gr(n,k) — Gr(nk), (¢, F)— ¢[F],
jest lewym dzialaniem tranzytywnym.

To, ze T jest lewym dzialaniem jest oczywiste. TranzytywnoS¢ jest otrzy-
mana w sposéb standardowy w geometrii analitycznej: kazda k-wymiarowa
podprzestrzen wektorowa jest obrazem przez pewna izometrie standardowej
k-wymiarowej podprzestrzeni I't = {(q1, ..., qx,0,...,0), ¢ € ['}. Biorac dwie
podprzestrzenie Fy i Fy i skladajac jedng z takich izometrii z odwrotng do
drugiej dostaniemy izometri¢ przeksztalcajaca Fy na Fh. Konstrukcja takich I'-
izometrii jest utatwiona dzigki temu, ze ma by¢ po prostu I'-liniowa i R-izometria
wzgledem wyjsciowego rzeczywistego iloczynu skalarnego (czyli tak jak w rzeczy-
wistej geometrii analitycznej).

Whioskeim z tego lematu jest

Conclusion 22 Odwzorowanie
o Ir (n) — Gr (n,k), ¢ — ¢ [T§],
jest surjektywne.

Znajdziemy nizej alzl [F’g] .
Podprzestrzenia ortogonalna do 'y = {(q1, .-, @, 0, ...,0), ¢; € T'} jest

L n—
(F(l;) = Fl k = {(07 "'707Qk+17 "'7Q‘n); qi € F}v

(T = ot
" = Tkerrt



0 ] oraz Ip (n — k)

Zanurzamy It (k) w It (n) w zapisie macierzowym A — { 0 1

1 0
0 B

w Ir (n) w zapisie macierzowym B — } oraz bierzemy zanurzenie

IF (k) X Ip (n—k) —_— IF (TL)

(A,B)|—>-A 0}

| 0 B
Jest to homomorfizm grup (mono) co pozwala widzie¢ Ir (k) x It (n — k) jako
podgrupe w I (n) (Liego) i zrobié przestrzen ilorazows (rozmaito$é bo It (k) x
Iy (n — k) jest domknieta) Ip (n)/IF(k)XIF(n_k) .

Proposition 23 o' [[] = Ir (k) x Ir (n — k).

Proof. Po pierwsze zauwazmy, ze jezeli dla T-izometrii ¢ € It (n) przestrzeni
'™ mamy ¢ [FIS] C Tk to musi by¢

e |(T§)7] < (xh)”

czyli
[Ty * cry ™

"c" Niech ¢ € a7t [F’g] , czyli ¢ [F’g] C Tk, z powyzszego rozumowania
A 0 . .
0 B dla macierzy A i B
izometrii z It (k) i It (n — k), co oznacza, ze ¢ € Iy (k) X Ir (n — k).

"D" - oczywiste, bo gdy ¢ € Ir (k)xIr (n — k) to w szczegdlnosei przeprowadza
F’g W F’g . n

Kluczem (do$é ogélnym) do znalezienia struktury rozmaitoéci w Gr (n, k)
jest ponizsze twierdzenie

¢ [T77%] c T77" a zatem macierz ¢ jest postaci

Theorem 24 Istnieje doktadnie jedna bijekcja (homeomorfizm)

B+ e (1) iy e (n—ky — G (1, k)

taka, e

Ir () ) (1 () Gr (n, k)

Proof. Jednoznaczno$é: Sy ([¢]) = ax (¢) .
Poprawno$é definicji, tzn. niezalezno$¢ powyzszego wzoru od reprezentanta
¢ klasy [¢] . Wezmy ) € It (k) x Ip (n — k). Wtedy ¢ [T§] = 't skad

ap(pop) =porp [T§] = ¢ [ [T§]] =[] = o (¥).



Surjektywnos¢ 5, wynika z surjektywnosci ay.
Injektywnosé B. Niech By ([¢]) = Bi ([¢¥]), zatem ay (¢) = ax (¢), czyli
¢ [T§] = [If] Wezmy 6 = Yoy e Ir (n). Wéwezas

O[rg] =v "o [5] =y [v [I§]] =T¢
a dalej z faktu, ze 0 jest T'-izometria wynika, ze takze 6 [F?‘k] =90 {(F’g)ﬂ =

(F’S)L =T"" co implikuje, ze 0 € I (k) x Ir (n — k) . Zatem skoro ¢ =108 i
0 el (k) xIr(n—k)to[p] =[¢].

Jest oczywiste, ze 3, jest homeomorfizmem. m

Poniewaz It (n) J v (k) % I (n—k) €St rozmaito$cia (dzielenie grupy Liego przez
domknieta podgrupe Liego) oraz 7 jest koregularne, to struktura rozmaito$ci
w Gr (n, k) dla ktérej 3, jest dyfeomorfizmem jest ta jedyna dla ktérej ay, jest
koregularne. Poniewaz grupy Ir (n) sa zwarte to grassmanniany sa tez zwarte.

Lemma 25 Dla dowolnej I'-izometrii v, € Ir (n) odwzorowanie (), : Gr (n, k) —
Gr (n, k), F — ¢, [F], jest dyfeomorfizmem.

Proof. Wystarczy pokaza¢ gladko§é. W tym celu wystarcza pokaza¢ gltadkosé
zlozenia (), © .

(po)eoan(9) = (¢o), [ [T8]] = (o 09) [T§] = an (g 0 0) = ar oLy, (¢)
(pg),0car = agoly, jest gladkie /lewa translacja jest gladka

Definition 26 Grassmannianem k-plaszczyzn w '™ nazywamy rozmaitosé rézniczkowa,
Gr (n,k) dla ktorej By, jest dyfeomorfizmem.

Zatem mamy

Gr(n,k) = 0(),00)x0(m—k)

dim Gg (n,k) = dimO(n) —dimO (k) —dimO (n— k) =k(n—k),
Ge(n,k) = UM),pgyxum-r - dimGe(n,k) =2k(n—k),
Gu(n,k) = Q)guyxom-r - dmGu(n,k)=4k(n—Fk).

W szczegélnosci dla k = 1 oraz n := n + 1 mamy tzw. przestrzenie rzutowe i
ich rzeczywiste wymiary sg réwne

dimpGr (n+1,1) = 1-(n+1-1)=n,
dimg G¢ (n+1,1) = 2n,
dimg Gy (n+1,1) = 4n.

Proposition 27 Odwzorowanie
v:Gr(n,k) = Gr (n,n—k), F+—— F*,

jest dyfeomorfizmem.
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Proof. Wezmy T-izometrie 6 € It (n) o macierzy

o 1
S
T 0 1,_%
o= [ ]

GT (62) = Z@fej

40, 1<n—k, j<k
(QT)J' F7F i<n—k j>k+1
i 8 pre i=n—k+1, j<k
0, i>n—k+1, j>k+1.

07 (e1) = ent1, 07 (en—i) =en
N v I
Wystarcza pokazaé, ze 6, oy jest gltadka.
Definiujemy
@p : Ir (n) — Ir (n)
wzorem

0y (A)=00A0h”.
Macierza zlozenia 6 o Ao 07 jest #7 - A - 0. Latwo sprawdzamy, ze jest to homo-
morfizm (izomorfizm) grup ¢y (Ao B) = ¢y (A) o py (B) i oczywiscie jest gladki

(mnozenia 87 - A- sy gladkie) poza tym dla 0 } € Ir (k)xIp(n—k)

k
0 B,k
mamy

wo [Ir (k) X It (n — k)] = Ir (n — k) x It (k)

Ay 0
Po 0 B,_»
_ o7 | Ak 0
=0 |: 0 Bn k :| 0
1, k Ay 0 | Lux O
Bn k 0 1k:

0
= ...{B’é’“ ]e[r (n —k) x I (k)

skad wynika, ze ¢, indukuje dyfeomorfizm
P = I (n)/IF(k)Xlr(n—k) — Ir (n)/Ip(n—k)xIp(k)

(bo tak: rzut It (n) — Ir (n) 1 )xrp(n—k) Jest koregularny a zlozenie @y z
tym rzutem jest gladkie bo jest to wtedy zlozenie rzutu z prawej Ir (n) —

Ir (n)/IF(nfk)xIr(k) z¢ ).
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Pokazujemy przemienno$¢ diagramu

B
I (1) /1y x 1o () ?k’ Gr (n, k)
~| @g L B0y
Br—r

Ir (n)/fr(nfk)xlp(k:) ? Gr (n, n — k)

0708 (I¢]) = 0.0 o ()] = b0 [0 [Th]] = 0. [ [T]] = . [0 [1774]]

Buio@olel = Bui|0090b”] =any(0090b") =00po0” [[j7]
= Oop[I7 F] =0.[p[T77F]].

Stad 0. o~ jest dyfeomorfizmem, ale 0, tez jest dyfeomorfizmem, wiec v tez jest
dyfeomorfizmem. m

2.2 Rzeczywiste, zespolone i quaternionowe przestrzenie
rzutowe

Definition 28 Rozmaitos¢ Grassmanna Gr (n+ 1,1) 1-wymiarowych I'-przestrzeni
wIntl n>1

PP =P'T := Gr (n+1,1) = (TN {0}) .
gdzie dlaT" T > 2,y #0

T=y <= Trsgzo (Y =qx),

nazywamy I'-przestrzeniq rzutowaq.
Dla T' = R mamy rzeczywistq przestrzen rzutowag P*"R oznaczang tez RP"™.
Dla T' = C mamy zespolong przestrzen rzutowag P"C oznaczang tez CP™.
Dla T' = H mamy quaternionowq przestrzen rzutowg P"H oznaczang tez

HP™.

Niech
7 "IN {0} — P"T

bedzie kanonicznym rzutowaniem. Wprowadzimy teraz atlas gladki na P"T" a
tym samym strukture rozmaito$ci w przestrzeni topologicznej ilorazowej P"T.

Definition 29 Niech v = (v, ..., v,,) bedzie bazq T 1. Parametryzacjq P'T sto-
warzyszong z baza v nazywamy odwzorowanie

o, = I'"—=PT
(¢".q") — [vo+31d -v], ¢ €.
Theorem 30 ¢, jest homeomorfizmem na otwarty podzbior w P"I'. Rodzina

parametryzacji {p,, } stanowi atlas gladki na przestrzeni P"T.
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Proof. a) Ciaglos¢ ¢,,. Zlozymy ¢, w postaci odwzorowan ciaglych
oy 1 T =5 TN {0} = P'T

(@' s q") = w0 + Bi1q" - vi — [vo + iyq" v -
Zatem ¢, jest ciagle.
b) obraz ¢, jest otwarty w P"T.
W o= tp M =7 [rod [I"]
= {g-(vo+¥" ¢ -v); 3q#0, ¢ €T}
= {Sfgr'-v; r#0, €T} TN {0}
W jest otwarty w I\ {0} zatem ¢, [I'"] jest otwarty w P"T. Do pokazanie,

7e py 1 wystarcza ztozy¢ z m|W i pokazaé ciaglog¢. Poniewaz zlozenie to wyraza
sie wzorem

<p;1 om|W (ZZL:Ori . ’Ui) = cp;l ([E?:Ori . ’Ul]) = @;1 ([UO + Z;L:ILZ 'Uz})

rO£0 70
rt r’
- 7”’70, ceey ﬁ

o ciaglych wspélezynnikach to o, ! o w|W jest ciagle, zatem ¢, jest homeomor-
fizmem na obraz.

c¢) Biorac baze vo=(vp,...,v,) 1 przesuwajac v; na pierwsze miejsce v; =
(vi, vo, ...i...v,) tatwo widzimy, ze

U, ¢ [T =P"T.

Istotnie, niech [z] € P"I', ¢ # 0, x € I, Wtedy = = X griv; i ktoras
wspélrzedna 7% #£ 0. Wtedy
i

2] = [Sisor'vi] = [r0vig + Bizeigr'vi] = {vio + Zi#z’ov:‘ovi] €me,, .

Zatem obrazy ¢, [I'] pokrywaja caly przestrzen P"T.
d) Wezmy dowolne bazy v = (vg, ..., v,) 1 w = (wy, ..., w,,) 1 parametryzacje
Py ivy

Pv - " — IP”F? (q17 ey qn) — [UO + X7 lqi ! vi] ’

1=

Yy < IM—=P'T (ql,...,q") — [wo + 3" 4" - wi] .
Obliczymy wspotrzedne przeksztalcenia

Qov_vlogov : Ql - QZ) Q1 = 90;1 [‘pw [Fn]] ’ QQ = <)0v_v1 [‘pv [Fn]] - otwarte podzbiory.
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1 —_ n j y —
Niech v; = ¥%_ocjw;, i = 0,...,n.

Q= ot lew MM ={(d" - a™) s oy (¢ q") € 0y [T}

(Q+3r g ) - wo + (E;P:lcg) +3 4 CZ) . w]} € Py [Fn]}

D)+ Y q ) # O} - jest to zbiér otwarty

—

( )

(q17 e qn) ; [E?:océwj + E?:lqi : E?:(]ngj] € Pw [Pn]}
)
)

¢+ yn q el
1 n n 0 1=1 7 n
= PREET) ) Y T~ 0 i| € r
{(q R A e R
skad
d+yn qlcj
1 _ 0 =1
oo (@) = w0+ B G
_ O+ T e GFYg
WA HE g TS+ g Y
oraz

co+EPiq ¢
+X g ¢

cf +2iq - C?)

1
i
0 0 n .
3 co+21.q"-c

o ooy (q'.nq") = (

co dowodzi gladkoéci funkcji przejécia. m
Exercise 31 Obliczyt bezposrednio funkcje przejécia dla baz v i vy, i # j,

..... dlai<j—1
—1 1 ny __ >J
soviosovj(q7-~-7‘1)—{ ..... dla i>j+1"

Conclusion 32 P"T" posiada naturalng strukture rozmaitosci réiniczkowej I'-
wymiaruy n, w szczegdlnosci wymiar rzeczywisty dla T' = C wynosi 2n za§ dla
I' = H wynosi 4n co zgadza si¢ z wczesniejszymi wyliczeniami wymiaréw P*T =
Gr (n+1,1) jako rozmaitosci jednorodnych (grupa Liego dzielona przez pod-

. B
grupe Liego Ir (n+1) 1 1) 1p(n) —> Gr (n+1,1) =P"T)
Exercise 33 Rzutowanie m : T\ {0} — P"I" jest gladkie, co wigcej jest

koregularne.

Theorem 34 Rozmaitos¢ P'T' = Gr (2,1) jest dyfeomorficzna ze sferq S* dla
I'=R,S?dlaT=CiS*dlalT =H

RP! = St
CcPt = 52
HP! = S
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Proof. Wezmy dowolng baze v = (v, v1) przestrzeni I'? i parametryzacje

¢y,  I'—=PT,
q — [vo+q-v], qel.

Jest to dyfeomorfizm na otwarty podzbidr, przy czym parametryzacja nie obe-
jmuje tylko jednego punktu z P'T,

P'IN gy, [T = {foi]}

Istotnie, [v1] = [0 - vo + 1 - v1] nie moze by¢ w obrazie ¢, , i gdy [qo - vo + q1 - v1]
nie nalezy do ¢, [I'] to go = 0 bo w przeciwnym wypadku

q
[CIO'Uo+Q1'Ul]= [U0+ql'vl] vao[F]-
0

Stad [qo-vo+¢q1-v1] = [g1-v1] = [v1] bo musi by¢ ¢ # 0. Stad z ogdl-
nej topologii [Engelking] odwzorowanie ¢, rozszerza si¢ do jedno-punktowego
uzwarcenia o, : T'U{v1} — P'T przy czym jest to homeomorfizm. Ale latwie]
i znajomo mozna 1-punktowe uzwarcenie przestrzeni I' zrobi¢ jako sfere wyko-
rzystujac rzut stereograficzny z bieguna péhmocnego utozsamionego z wektorem
v1. Przy czym

Slv gdy = Rv
Tu{m} =5r():= S2, gdyI'=C,
$4 gdy T =H.

Co wiecej wykorzystujac rzut stereograficzny z bieguna potudniowego utozsamionego
z wektorem vy oraz parametryzacji o, dla bazy (v1,vo) pokazujemy [CWICZE—
NIE !M] ze @, : TU{v1} — P'T jest dyfeomorfizmem do czego brakuje gladkosci
tylko w jednym punkcie biegunie poludniowym. Tzn. powinno by¢

™\ {0}
T h+ \7§0v0
SF (1)\{1}0,1}1} m IPlF
L h- /Py,
™\ {0}

2.3 Rozwléknienia Hopfa
Wezmy kanoniczny gladki (koregularny) rzut
7 TN {0} — P"T

oraz wybierzmy sfere St (n) w I\ {0} o promieniu 1 wzgledem I'-normy,
Sr(n) = {q €T |¢] =1}. Jak wiemy z uwagi (10) o sferze wzgledem I'-
normy sfera St (n) jest po prostu sfera w indukowanej euklidesowej normie.
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Tak wigc mamy kolejno

S* ¢ R dlaTl =R,
gl ¢t dla T'=C,
gints  « H"H! dla T =H.

Obetniemy rzut 7 do tej sfery

p:Sr(n) c TN {0} 5 PT.

a)dlal’ =R
p:S" — RP",
b)ydlaT =C
p: St - Ccpr,
c)dlal=H

p: St L HP™.

Pokazemy, ze sa to wigzki o wiéknach typowych Sr (0) réwnych kolejno Zy =
{—1,+1}, St i S3. Wiazki te nazywaja si¢ wiazkami Hopfa. W szczegélnosci
dla n = 1 skoro

RP! = St
CcpPt = §?
HP' = s4

to otrzymujemy wigzki

p : S'— S' - podwéjne nakrycie /wiékno Zo, dla S' = {z;]z| = 1}, p(2) = 2%
p : 83— 5? - wiékno S!,
p : ST — 5% - wickno S°.

Wiazki te nie sa trywialne, rzutowania p nie sa Sciagalne do punktéw skad
wynika np, ze w3 (S?) # 0177 (S*) # 0 tzn. w 2-wymiarowe]j rozmaitoéci S? sa
"dziury" 3-wymiarowe a 4-wymiarowej rozmaitoéci S* sg dziury 7-wymiarowe!.
Rozwazajac oktawy Cayleya (czego nie robiliémy) dochodzi sie w analogiczny
sposéb do wiazki S5 — S8 7z wléknem S7 (sfery S', S i S7 sa jedynymi w
ktorych istnieje struktura grupy Liego).

Przypadek rzeczywisty jest banalny. Zajmiemy si¢ przypadkiem 2 i 3.

Niech (z0,21) € S € C2 = R, tzn. |2]> + |z1/* = 1 (C-norma punktu
(20, 21) jest 1, |(20,21)| = 1. Kazdy inny reprezentant klasy [(z9,21)] € CP! jest
postaci (tzg,t21) dla C 3t # 0. Jesli wiec dalej (tzo,tz1) € S? czyli ma C-norme
réwng 1 to zachodzi

1= [(20,21)| = [(tz0,t21)| = [t - (20, 21)| = [t] - (20, 21)| = [¢] -

Zatem wi6kno nad punktem [(29,21)] jest réwne {t - (z0,21); [t| =1} = S™.
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Analogiczny rachunek dla quaternionéw daje to samo: wspétczynnik pro-
porcjonalnoéci ¢ mam mie¢ norme quaternionows (czyli zwykla euklidesowa)
réwna 1, a to oznacza, ze ¢ € S i wiékno jest dyfeomorficzne z S3. Przy okazji
obserwujemy bardzo ciekawa rzecz: S® C C? i S7 C H?, na C? dziala z lewa
grupa Liego S (mnozenie zwykle przez liczby zespolone), po obcigciu do S® nie
wychodzi si¢ z S® bo norma po pomnozeniu przez element z S* nie zmienia sie.
Aby mie¢ prawe dzialanie trzeba mnozy¢ z lewa przez odwrotny

0:53 Xsl —>S3, (q’a)p—>q.a;:a_1.q,
1
(q ° a)oﬂ = (Oz_l . q)oﬁ = ﬂfl.(a_l . q) — (ﬁfl . a_l)-q — (a/g)—l.q _ qO(Ozﬁ),

dostajemy gladkie i tzw. wolne, tzn. gdy (z0,21) @t = (20,21) to t = 1.
Znaczy to, ze orbita dzialania jest S', (z0,z1) @ S! = S, poza tym orbity
tego dzialania pokrywaja sie co wyzej zaobserwowaliémy z wléknami rzutowania
p:S%— CP' = S2. Z Tw Glisona p : S3 — CP"! jest wigzka i to wigzky gléwng
o grupie strukturalnej S!.

Analogicznie w przypadku quaternionowym mamy prawe dzialanie wolne z
mnozenia przez odwracanie quaternionéw H? x H —H?

:5" xS =87 (ga)—qea:=a"'q.
Orbita jest (qo,q1) - S* = S3 i orbity pokrywaja si¢ z wiéknami rzutowania
koregularnego p : S — HP! = S*. Tak samo z Tw. Glisona jest to wigzka
gléwna z grypa strukturalng S3.
Nizej bardziej rachunkowo bez Tw. Glisona pokazemy ze mamy do czynienia
z wigzkami lokalnie trywialnymi p : S® — RP™, p: 82"+l — CP"ip: §4"+3 -
HP"™, jednym ujeciem z wigzka

p:Sr(n) —P'T
o grupie strukturalnej Sr (0) = Za, S* i S® odpowiednio /Sr (n) C T\ {0},
Sr (0) € ITNA0}-
Theorem 35 (a) Dla dowolnej bazy v = (v, ..., v,) € I odwzorowanie
Yy 1 Uy x Sp(0) — p~ 1 [Uy] C Sr (n)

gdzie Uy, = {[vo + Z?Zlqivi] . ¢t e F} C P"T jest otwartym podzbiorem, zadane
wzorem ‘
a . (Uo + E?Zlq’vi)

lvo + Z1, ¢ v
jest dyfeomorfizmem (z wiec lokalng trywializacjq rzutowania p).

(b) dla dowolnych dwu baz v = (vy, ..., v,) i W = (wp, ..., wy, ) istnieje gladkie
odwzorowanie @, 4, : Uy N Uy — St (0) takie, ze

wv ([UO + Z?:lqzvl] 7a) =

vlow, + (UyNUw) X St (0) — (Uy N Us) % St (0)
7#‘;1 © '(/Jv (.’17, a) = (‘7"’ (Pv,w (Z‘) : O4) .
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Proof. (al) Gladkos¢ ¢, : Uy x Sr(0) — St (n). Najpierw obserwujemy, ze
Uy jest dyfeomorficzny z I'", dyfeomorfizmem jest parametryzacja ¢,

o, I = U, (ql, ...,q") — [vo + E?:lqivi] .

Sktadamy v, z dyfeomorfizmem ¢, x Idg, ) : I'"™ x Sp(0) — Uy x Sr(0) i
obliczamy

U, X SF (0)
=1 ¢y x Idsp0) N\ ¢y
I x SF (O) — Sl" (n) C Fn+1
« VoS q'vi
((ql,,..,qn) ,a) — M

|vo+2” 19" v,|

Dolna strzatka jest gladka, wiec v, jest tez gladka.

(a2) Im ¢, = p~ ! [Uy] -Cwiczenie

(a3) Gladkos¢ odwrotnego ¥y : p~'[Uy] — Uy x Sp(0). Przypomnijmy
rzut 7 : TN {0} — P"T. Wezmy

¢ = 7w U] —=U,xT
oy —1
v | Xioq'vi = [Z?zoqzvi] ) ( ) Z
om0 Vo + Biagy - v

Odwzorowanie ¢ jest gladkie. Pokazemy, ze

QV‘071 [Uv] = 1%1

Istotnie,
i) gdy X7 oq¢'v; € Sr(n) czyli |Zﬁ?:0qivi‘ =1to ‘qo

n —
. v0+2L 1q =

'Ui
|¢%v0 + Z1q - vi| = B oqw!:lsk@dqo-‘voJrZ %~v¢‘65r()wi@c

( ‘vo+2 %-vi‘)1=)%+(;i)_lm€5r()

i) gv|p~! [Uy] 0 ¥y, = gy 0 ¥, = id, istotnie,

qv 0y ([vo + E?=1qivi] )
_ a- (vo+3P q'v) | <a1 “vg + X0 a7 lgt vi>
- [vo + X7 q'vi] W lvo + X7, P

—1
« o q
S (LN S} S . — )
v <|'UO+E?—1QIU1 = 1|U0+El 197 Uz|

e (e
= (v — | —— ) -
(LUO‘FE?EQZUA o = 1‘7}0‘*‘21 19" vi] [vo + X7 ¢

([vngE ' 4" vz] ,a).
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iii) Niech ¢ = X7 ,q'v; € p~1 [Uy], ¢° # 0 oraz ’Zz 04 v1| = 1. Otrzymujemy

oy ([0 + 2] o) = %

. n 7 _ n (qo)_l
byoav (@) = Yyoay (Biod'vi) =y | [Siood’ - v, -
"UO + anlgT SV
¢ 0y~1
= |:U0+2210'U'L:|, (q)
q vo + X1 q—o-vi

( vo+2” I5

q° ‘Uo +X qT)

n qi
) i)

+an'z’

(”0+21 1 'Ui)

vy + 27

i= 1q * U4

i

= qO : (Uo + X qo 'Ui) = E?:oqivi =gq.

ad) po, = pry - jasne.
ab) Pokazemy, ze 1, spelia warunek

wv(u7a)'6:wv(uva'6)7 OL,ﬂESF(O).

Niech u = [vg + X7, ¢'v;] , wtedy

’l/) ([,UO<FXJ lqu]aa).ﬂ = B_l {l/)v([v0+2 1q'l)l},04)
e 1~(v0+ZZ 1qvi)

1
TS Sl
[vo + X7, ¢ ;]
= (e et T
[vo + B7_; g v
(046) (vo +3X7 .q vl)
- [vo + S g

= 1, ([UO“‘Zl 19 Uz] aﬁ)

co pokazuje, ze wigzki Hopfa sa wigzkami gtéwnymi. m
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