LYK GEOMETRII ANALITYCZNEJ Przestrzeni Euklidesowych:

Z wykladu geometrii analitycznej (sem II) wiemy:

Odwzorowanie liniowe o macierzy ortogonalnej jest izometrig i odwrotnie:
izometria jest zlozeniem izomorfizmu o macierzy otogonalnej z przesunigciem.
Formalniej: oznaczmy przez (-,-) : R" x R" — R standardowy iloczyn skalarny
(v,w) = Bviwt.

Niech f : R* — R™ bedzie dowolnym odwzorowaniem liniowym. Trzy
warunki sa réznowazne (patrz Geometria Analityczna przestrzeni Euklidesowych)
- jest to banalny fakt typu "¢wiczenia":

e f jest izometria (czyli zachowuje odleglo$¢ d. (v, w) = d. (f (v), f (w)))
e f zachowuje iloczyn skalarny (v, w) = (f (v), f (w))

e jego macierz w bazie e; jest ortogonalna.

Inzaczej méwiac: utozasamiajac macierz z odwzorowaniem liniowym o tej
macierzy mamy

O(n,R)={f:R" = R"; f jest izomorfizmem liniowym i V,,¥,, ({(v,w) = (f (v), f (w))) }
(1)

Nawet wiecej (mniej trywialny fakt) - jezeli odwzorowanie dowolne f : R™ —
R™ takie, ze f (0) = 0 jest izometria to jest liniowe i dalej j/w; dowolna izometria
g : R" — R"™ jest postaci g () = ¢g(0) + f (z) dla pewnej izometrii liniowej f
(czyli f (z) :== g (x) — g (0) jest liniowa i jest izometria, czyli ma macierz ON.

Zobaczmy ortogonalno§¢ macierzy izometrii wzgledem standardowego iloczynu
skalarnego (v, w) = ¥;v;w;. Dla wersoréw e! mamy <ei, e-j> = 6. Zatem macierz
odwzorowania dwuliniowego -iloczyn skalarny- to macierz jednostkowa 1,,. Jezeli
zapisa¢ wektory z R" w postaci macierzy 1-kolumnowych to (v, w) = vT-1,,-w,
istotnie

(v,w> = Yjvw; = [vla"'avn]' . :UT'ln'w~
0 1 Wn,

Zdefiniujemy macierz A izomorfizmu f : R" — R™ w taki sposéb aby zachodz-
ita réwnos¢ f(v) = A-wv. Wybieramy sposéb taki: niech f (') = Yjalel,

wtedy okre$lamy macierz A w postaci A = [aé] . [Druga metoda da macierz

transponowang f (e;) = Ejagej]. Sprawdzamy

v
flw)y = f 1 =f (Eiviei) =Yvf (ei) = Zivizjaéej = EjEiaéviej
Up,
Yiatv; al al U1
= : = : =A-wv
Yialv; at an Up



w) = (f (v), f (w)) jest rtéwnowazny

Z dwuliniowosci (, ) widzimy, ze warunek (v, w) =
e ) f ( )> Istotnie, gdy dla bazy

warunkom tylko dla bazy e*, <e ,eJ> = < (
zachodzi to

(o) = (T, Bjwzel) = Bijoiw; (¢, €) = Bojon; (f (<) f (€))
= (Dwif (¢), Sjwif (7)) = (f (v), f (w)).

Dla macierzy A = [aﬂ  f (ei) = Ejaj-ej jest to réwnowazne

o = (ehe)=(f(e), ( ) = (Srajet, Drate”)
= Yy ,aal < e = krahal ™ = Yyalal
~ s -5 r ).

Czyli
1=A".4

Rozpatrzmy tylko izometrie posiadajace 0 jako punkt staly. Sa to wszystkie
izomorfizmy liniowe o macierzy ortogonalnej.

1. Obrotem elementarnym w R™ rozumiemy izometrie f : R" — R™ ktéra
jest obrotem wzgledem pewnych dwu wspéirzednych i identycznoScia wzgledem
pozostalych wspélrzednych.

2. Izometrig elementarng w R™ nazywamy zlozenie skoniczonej iloSci obrotéw
elementarnych i przesunigcia.

3. Izometrig f : R™ — R™ nazywamy zwyktq (albo zachowujacq orientacje)
jezeli jej wyznacznik jest réwny +1 i nazywamy zwierciadlang (albo zmieniajacq
orientacje) jezeli jej wyznacznik jest réwny —1.

4. Izometrie zwykle tworza grupe. Wszystkie macierze izometrii zwyktych
f:R™ — R™ tworza grupe SO (n).

5. Kazda izometria zwykla (czyli zachowujaca orientacje) jest izometria ele-
mentarng, czyli jest zlozeniem obrotéw elementarnych z przesunieciem. Zatem
wymiar SO (n,R) to ilo§¢ wyboréw dwu zmiennych spoéréd n.

Ile jest wyboréw dwu zmiennych spoéréd n 7 Odpowiedz ('2’) = ﬁlz)' =

M = dim SO (n,R) = dim O (n,R). Dla n = 2 mamy wymiar 1, dlan =3
mamy wymiar 3, dla n = 4 mamy wymiar 6.



