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1 Formy rézniczkowe na rozmaitoSciach

1.1 1-formy rézniczkowe

Niech M bedzie dowolng rozmaitosciag klasy C'*°. W kazdym punkcie p € M jest okreSlona
przstrzen styczna T, M oraz dualna do niej - tzw. przestrzen kostyczna

M = (T,M )"
skladajaca si¢ z kowektorow o : T, M — R.

Definicja 1.1.1 Forma rézniczkowq stopnia 1 (1-forma réiniczkowa) na otwartym
podzbiorze U C M nazywamy przyporzadkowanie w ktore kazdemu punktowi p € U przyp-
isuje jakis kowektor w, € Ty M.

Przyktadami 1-form sa oczywiscie rézniczki funkcji df, dla f € C* (M) .
Jak zdefinowa¢ 1-formy rézniczkowe klasy C'*°?7 W tym celu postuzymy sie lokalnym
systemem wspétrzednych x = (z!,...,2") wokét punktu p i zwiazna z nim baza

(dx', ..., dz™) przestrzeni kostycznej Ty M. Forme w zapisujemy w tej bazie

n
w = g w' - dzt.
i=1

Méwimy, ze w jest klasy C* jezeli wspétrzedne w® sa funkcjami klasy C*°. Latwo zobaczy¢,
ze jesli w pewnej mapie x = (z!,...,2") wokét punktu p wspéhzedne formy w sg klasy
C ta w kazdej innej mapie y = (y',...,y") wokdét punktu p sa tez klasy C* i dlatego

definicja jest poprawna. Istotnie, niech da’ = 377 | af - dy’, wtedy Y2;_; aj, - dy* (Biyj) =

Y a8 = aj skad / (df), (5,) = 3 @)

az = dz’ (%) = ng - jest to funkcja klasy C'™°
) Yy

Zapisujac w w dwu mapach x i y mamy

w—iwi~dxi —idﬁdy"
i=1 i=1

mozemy obliczy¢ &' za pomocg w'

n

1=1 i=1 j=1 i=1

j=1 \i=1




skad

i\~ or
W' = ;w . oy
Ze wzoru tego widzimy, ze jesli w' sg klasy C™ to takze @' sg klasy C*°.

Geometrycznie, warto$¢ 1-formy w, na wektorze v € T),M wyobrazimy sobie w pewien
sposéb nadajacy sie na uogdlnienie dla form wyzszego stopnia opisane nizej. Rozwazmy
0§ oznaczang litera w i na tej osi zaznaczmy punkt w, (v) i rozwazmy odcinek o poczatku
w 0 1 koficu w w,, (v), 0 w, (v). Dlugoét tego odcinka jest wartoécia bezwzgledna liczby

wp (U) )

odcinka 0 w, (v), tzn. dilugoscia opatrzona znakiem + lub —, znak zalezy od tego czy
liczba w, (v) jest dodatnia czy ujemna.

0w, (v)‘ = |w, (v)|. Mozna zatem powiedzie¢, ze w, (v) jest znakowang dtugoscia

p——— ()
w(V)

E [

Za uogdlnienie odcinka na plaszczyznie mozna uwazac¢ réwnolegtobok, a w wyzszym
wymiarze réwnolegloscian - co bedzie istotne w geometrycznym wyobrazeniu wartosci
form wyzszego stopnia.

1.2 Mnozenie sko$Sne 1-form rézniczkowych

W tym paragrafie podamy metode mnozenia 1-form rézniczkowych tak aby byly za-
chowane w jakim$ sensie wlasnoSci liniowe. Je$li w i v s3 dwoma 1-formami okreslonymi
na tym samym podzbiorze otwartym U C M rozmaitosci M to nie mozna zdefiniowac
mnozenia naiwnie wzorem (w - v), (v) = w, (v) - v, (v) dlap € U i v € T, M bo nie bedzie
to liniowe wzgledem v. Wlasciwym pomystem jest zdefiniowaé mnozenie oznaczane in-
nym symbolem (nie mylacym sie ze zwyklym mnozeniem) w A v [zwanym mnozeniem
sko$nym lub zewnetrznym| w taki sposéb aby byla to 2-forma w tym sensie, ze w punkcie
p okreSlona by byla na parach wektoréw (v, vs) € T,M x T, M,

(wAwv), : T,M xT,M — R.
To znaczy, ze warto$¢ (w A v) » (v1,v9) musi zaleze¢ od czterech liczb:

wp (V1) vp (V1) wp(v2), vy (v2).

Pierwsze dwie sa zwigzane z wektorem v, a ostatnie dwie z wektorem wvy. Wek-
tory o wspétrzednych [w), (v1), v, (v1)] 1 [wy (v2), v, (v2)] traktujemy jak wektory na



plaszczyznie kartezjanskiej R? o osiach w i v. Sg to obrazy wektoréw v; i v, za pomocs
odwzorowania liniowego

(wp,np) :T,M — R? v+ [wy (v), v, (V)]

Rozwazmy réwnoleglobok P C R? rozpiety przez te dwa wektory. Geometrycznie méwigce,
P jest obrazem réwnolegloboku w przestrzeni 7, M rozpigtego przez wektory vy i vy za
pomocy odwzorowania (w,,n,) : T,M — R? w plaszczyzne R? = Owv.

& 1w
v
V)
2 (@l Vau(va))
/ .
- AIRT)
// p\\\‘ Up( e J lw"( Vi ’Lp( Vi)
/./'// \\\ T [42}
e \\\‘ wp( V] )
X

-'\v

Wiemy z analizy, ze pole réwnolegtoboku P jest wartoscig bezwzgledng wyznacznika
wy (v1) vp (1) ‘

wp (v2) vp (v2)

Bardzo tatwo to pokaza¢ za pomoca catki podwdéjnej i wzoru na zamiang zmiennych:

rozwazamy odwzorowanie ktére nam wyprostuje réwnoleglobok P na kwadrat K =
[0, 1%,

O(rs) = r-(wp(vr), vp (1)) +s- (wp(va), vp(v2))

= (r-wp(v1) +5-wp(va), vy (v1) + 51y (v2)),

r,s €[0,1]. @71 [P] = [0,1] x [0,1] = K i jakobian odwzorowania ® jest réwny wtasnie
wyznacznikowi powyzszemu

Jd = 851;1 852 _ | wp(v1) vp ()
T et 9 | T (U ) v (U ) ’
Os Js p\Y2 piv2

Ze wzoru na zamiane zmiennych [ [, dw dv = [[, |J®|dr ds =

K| = ‘det { wy (V1) vp (v1) H

wp (va) vp (va)

det { “p
Wp



Przyjmujemy jako definicje, ze mnozenie 1-form (w A v), da 2-forme ktéra na parze
wektoréw (vy,ve) € T,M x T,M bedzie réwna znakowanemu polu réwnolegtoboku
rozpietego na wektorach [w), (v1), v, (v1)] 1 [ wp (v2), v, (v2)], a dokladniej

(w A V), (vi,v9) = det zp

czyli znakowanemu polu obrazu réwnolegloboku w T, M rozpietego przez (vq,vs) za po-
mocg odwzorowania liniowego (wp,7,) : T,M — R?, v +— [w, (v),v, (v)].

Prawa strona powyzszego wzoru zalezy tylko od wartoSci form w punkcie p, mozna
zatem za pomocg powyzszego wyznacznika okreslic¢ iloczyn sko$ny w, A v, czyli

(WAV), =w, Avp.

Pierwsza wazna obserwacja to sko$na symetria mnozenia
WAV =—-VAW

co wynika z wilasnoSci wyznacznika: gdy przestawimy dwie sasiednie kolumny to wyz-
nacznik zmieni sie na przeciwny. W szczegélnosci

wAw=20

gdyz wAw=—wAwskad 2w Aw =0 co implikuje w A w = 0.
Stosujac do bazowych 1-form dz' wzgledem mapy x = (!, ..., ") mamy tozsamoS$ci

dr'* Ndx? = —da/ Ndx' dla i # j, (1.2.1)
dz' Ndx' = 0.

Druga wazna obserwacja to liniowoS¢ wzgledem pierwszej zmiennej v, oraz lin-
iowos$¢ wzgledem drugiej zmiennej vy, np. dla pierwszej zmoennej

(WAV), (v +w,v) = (WAY), (v1,v2) + (WA V), (wi,v2),

(wAwV),(rog,ve) = (wA V), (v1,v9)

co takze wynika z elementarnych wilasnoSci wyznacznika. Lacznie méwimy, ze odw-
zorowanie (w Av), : T,M x T,M — R jest dwu-liniowe (tzn. liniowe wzgledem kazdej
zmiennej).

Powyzsze wlasnosci pozwalajg tatwo oblicza¢ iloczyn sko$ny 1-form zapisanych w
lokalnej bazie dzl,...,dx"™ wzgledem mapy x = (z!,...,2"), np. na powierzchni 2-
wymiarowej M i mapy o wspétrzednych zwyczajowo oznaczanych (x,y) mamy dla 1-form

w = 2z-dr—uzy-dy

v = sinx-dxr+cosy-dy



ich skosny iloczyn

wAV

= (2z-dr —xy-dy) A (sinz - dz + cosy - dy)

= 2x-drAsinx-dr+2x-drAcosy-dy —xy-dy Asinz-dr —xy-dy Acosy - dy

= 2x-sinx-drANdx+2x-cosy-derNdy—xy-sinx-dy ANdx —xy-cosy-dy ANd

{ ) Y y—xy Y Y y-ay Nay
=0 =—dzAdy =0

= 2x-cosy-drANdy+xy-sinz-dz A\dy

= (2x-cosy+ay-sinz)-dr Ady.

Analogicznie definiujemy iloczyn sko$ny kilku 1-form w; A ... A wy jako odwzorowanie
ktére w danym punkcie p i ukladowi k-wektoréw (vy, ..., v;) € T,M X ... x T,,M przypisuje
znakowane pole odpowiedniego k-réwnoleglocianu w przestrzeni R* (o osiach oznaczanych
Wi, ..., W) rozpietego przez wektory wodzace punktow [(wip) (v;), ... (wip) (v;)], czyli wyz-
nacznik
wip (V1) o+ wip (1)

(w1 Ao Awg),, (V1 -y vg) = det :
wip (Uk) -+ wWip (k)

Geometrycznie ten k-réwnolegloscian w RF jest obrazem réwnolegloscianu w T, M
rozpietego przez (vy, ..., V) za pomoca odwzorowania liniowego

(Wips ooy Wp) : TyM — RF 00— [wy, (V) .y wip (V)] -

7 wlasno$ci wyznacznika obserwujemy witasno$é: dla dowolnej permutacji o € ¥y, liczb
(1,2,...,k)
Wo(1) N oo N W) =S8N0 - Wy N ... A\ Wk

Wprost z definicji zaréwno dla mnozenia skosnego dwu form jak i wigkszej ich ilosci
warto$¢ (w1 A ... Awg), W punkcie p zalezy tylko od wartosci tych form w punkcie p, czyli
mozna przy pomocy tego wyznacznika zdefiniowac iloczyn wiy A ... A wg, 1 wéwezas mamy

(U.)l VARVAN wk)p = Wip VARIVAN Wkp-

7 wlasnosci wyznacznika wnosimy takze, ze iloczyn sko$ny k 1-form jest w kazdym
punkcie p odwzorowaniem

(Wi Ao Awg), s TpM X . X T,M — R

-~

k razy

k-liniowym (t.j. liniowym wzgledem kazdej z k zmiennych) oraz sko$nie symetrycznym
w sensie takim, ze dla dowolnych wektoréw (vy, ..., v;) z przestrzeni stycznej 7,M i per-
mutacji o € X mamy réwnosc

(Wi A A wk)p (vg(l), ...,va(k)) =sgno- (Wi A... A wk)p (U1, .oy Ug) -

Na rozmaitoSci M wymiaru n iloczyn 1-form wy A ... A wy w iloSci k > n jest zawsze
ZETOWY
wi Ao Awp =0, k>dimM

7



a to dlatego, ze po rozkladzie kazdej 1-formy w; w bazie dx!, ..., dz™ i wykonaniu mnozenia
kazdy skladnik bedzie zawieral conajmniej dwa jednakowe czynniki dx’ i w konsekwencji
bedzie réwny 0.

Lemat 1.2.1 Dla funkcji fi,....fr € C>®(M) i lokalnego ukltau wspdtrzednych

x = (z',...,2") na zbiorze otwartym U C M mamy na zbiorze U
onh ... 9h
oxI1 oxIk ] ]
dfi Ao Ndfe =) ; C | dat A LA
n<e<jy | O ... Ol
oxI1 oxk
Dowdéd.
24
— 2 Ik
dfy A ... Ndfy, = ] o0t A AZaxakd
1
2 8f1 N Jk
= (7le et 5 d . Ndx
oh . Oh )
S S Ban i

71<..<Jk 0€Sk

Ny ofr . ,
= Z ngna- i B dzier A A dadow

J1<..<jk 0ESk

Oh ... Oft
Ozl OxTk

= E : s ldat AN dadk
n<-<jr| Ofw ... Ok
oxJ1 OxIk

1.3 k-formy rézniczkowe na rozmaitoSci

Definicja 1.3.1 k-forma na rozmaitosci M okreslona na otwartym podzbiorze U C M
nazywamy przyporzdkowanie w kazdemu punktowi p € U pewnego odwzorowania

wp:\TpMX...pr]WJH]R

k  razy

krore jest k-liniowe 1 skosnie symetryczne, tzn. w, (%(1), ey vg(k)) =8gno - wpy (v, ..., ) .

Zbiér wszystkich k-form rézniczkowych na okre$lonym podzbiorze otwartym U C M
rozmaitoéci M oznaczamy przez QF (U) . W szczegélnosci gdy U = M mamy zbiér QF (M) .
Formy rézniczkowe mozna dodawaé i mnozyc przez skalary (liczby) "punkt po punkcie",
(w+ n)p = wp + 1, (- w)p =1 -wp, p € U. Jest oczywiste, ze otrzymamy w ten spos6b
przestrzen wektorows QF (U) nad cialem liczb rzeczywistych. Forme rézniczkows na U
mozna takze mnozy¢ przez funkcje rzeczywista okre$lona na U, tzn. dla f € C*(U)
okreslamy forme fw € Q (U) punkt po punkcie (fw), = f (p)-w(p), p € U.

8



Przyktadami k form sg iloczyny k sztuk 1-form rézniczkowych wiA... Awy, w; € QF (M) .

Drugim waznym przykladem sg formy otrzymane nastepujaco: rozwazamy rozmaitoS¢
n-wymiarowa M C R™ w przestrzeni Euklidesowej R™ i k-forme n w R™. Formy takie sg
generowane przez formy bazowe dz® A ... A dx®™, iy < ... < i} (gdzie x = (z',...,2™) jest
standardowy uklad wspdlrzednych w R™). Poniewaz T,M C T,R™ = R™ to forme 1 €
OF (R™) mozna uwazaé takze za forme na M okre$lona w kierunku wektoréw stycznych
do M tym samym przepisem co 7, tzn. 7, : R™ x ... x R™ — R obcinamy do 7, :
T,M X ...x T,M — R i otrzymamy forme na M. Np dla powierzchni S C R* mamy formy
w = wldr A dy + w?dz A dz + widy A dz ktére sa 2-formami na R? i po obcieciu ich w
kazdym punkcie p € S do wektoréw stycznych do S sg takze formami na S.

Poniewaz permutacja ktéra przestawia dwie liczby miejscami jest zawsze nieparzysta,
to gdy w ciagu wektoréw (v, ..., vx) sa dwa jednakowe wektory wéwcezas w, (v, ..., v3) =
0 gdyz stosujac taka permutacje otrzymujemy w, (vy,...,v5) = —w, (vy,...,v;) dkad 2 -
wp (v1, ..., ;) = 0 co daje réwnos¢ wy, (vy, ..., v;) = 0.

Wynika stad takze, ze gdy &k > dim M to zawsze musi by¢ w, = 0. Istotnie, biorac
dowolny ciag wektoréw (vy, ..., v;) 1 rozkladajac kazdy wektor v; wzgledem bazy %‘p ob-
serwujemy z k-liniowosci wy, ze wy, (v1, ..., v;) jest kombinacja liniowa sktadnikéw postaci

Wy (%W...,a%k‘p) i skoro k& > dimM = n to w ciggu (i, ...,7) liczb ze zbioru
{1,2,...,n} musza zawsze by¢ conajmniej dwie jednakowe, skad sktadnik taki znika.
Niech k£ < n = dim M. Biorac w otoczeniu punktu p mape x = (21, ..., z,) obserwu-
jemy dzigki relacjom (1.2.1), ze wartoS¢ k-formy w w punkcie p jest kombinacja liniowa
bazowych 1-form
Az A AN dx ) iy <L < g,

w = E wrtkdr™ A LN dx', w8y to funkcje rzeczywiste.
11<...<ip
-zwane wspolczynnikami formy w

(rzeczywiScie: pojawienie sig¢ dwu jednakowych form bazowych w takim iloczynie skutkuje
zerowaniem sie skladnika i stad nie moze byt go w bazie, zatem nalezy rozwazy¢ tylko
sktadniki w ktorych i1, ..., 7, sa rézne miedzy sobg a nastepnie uporzadkowac je tak aby
i < ... <ip).

Méwimy, ze k-forma w jest klasy O jezeli jej wspotezynniki w''* wzgledem bazy
dx' sg funkcjami klasy C*°.

Latwo sobie wyobrazi¢ mnozenie skosne dwu form w i 7, stopnia k i [ odpowiednio,
przez siebie zapisujac w otoczeniu danego punktu kazda z nich we wspétrzednych dx’ j/w

w = Z Wkt A A dat
11 <...<i

n = Z P dg It A LA
J1<. <1



wAn = ( Z WA L /\dxi’“) A ( Z et dgt AL /\dle)

11 <... <0 J1<...<Ji

= Z Z Wit gt gy AN datt A da?t A LA da?t

11 <...<tg J1<...<J;

po czym porzadkujemy wyrazy stosujac zasady dz’ A do? = —da? Adxt  dla i # j
i dz* A dx' = 0. Np. dla form stopnia 1 i 2 na rozmaitoéci M wymiaru 3 w lokalnych
wspétrzednych x = (z,y, 2)

(zdx — 2yzdy + zy*dz) A (zydz A dy — 3zdy A dz)

= 2%yde ANdx A dy — 3xzdr A dy A dz — 2y’ zdy A dx A dy — 6yz2dz A dy A dz +
=0 =0 =0
+ayzdz Adx A dy — 3y?22dz A dy A dz
=0

—3zzdr Ady A dz + zyPzdz Ade A dy = —3zzdx A dy A dz — xyzde A dz A dy
= —3xzdr Ndy N dz + xyPzde A dy A dz
= (=3zz+ay®) dz Ady A dz.

Ale czy taka definicja jest poprawna? Tzn. czy nie zalezy od wyboru lokalnego uktadu
wspotrzednych? Rzeczywiscie tak jest, bowiem mozna zdefiniowa¢ mnozenie sko$ne bez
uzywania lokalnego uktadu wspétrzednych i pokazac, ze otrzymujemy to samo.

Definicja 1.3.2 Iloczynem zewngtrznym [skosnie symetrycznym/ form rézniczkowych w
1 m stopnia k 1l odpowiednio na otwartym podzbiorze U C M rozmaitosci M nazywamy
forme rézniczkowq stopnia k+1 okreslong na U nastepujgco: dla dowolnego punktu p € U
i wektorow v; € T,M

(Ld A n)p (Uh (RS Uk+l)

1
= W Z sgn o - Wp (Uo'(l); PN Uo’(k,‘)) . np (Ua(k+1)’ ey vo’(k+l))
T penkt
= Z Sgn o - Wy (%(1), '-'ava(k)) "My (Ug(k+1), --->Uo(k+l))
gexkH

o(1)<...<o(k)
n(k+1)<...<o(k+1)

(czyli z doktadnosciq do statej jest to uskosnienie mnozenia wy (v, ..., Vi) 1, (Vkt1, - Vky1)

).

Twierdzenie 1.3.1 Mnozenie skosne w/g powyzszej definicji ma nastepujgce wlasnosci:
(1) antyprzemiennosé
wAn=(=1)"nAw,
w szczegolnosci gdy obie formy sq stopnia nieparzystego to wAn = —nAw, gdy conajmniej
jedna jest stopnia parzystego to w An=mnAw.

10



(2) dwuliniowosé

(r-wi+s-wy)An = r-wi An+s-wyAn,
WA(r-n+s1m) = T WAN +S WA,

(3) tacznosé
(WA ANO=wA(nAE),

przy czym zachodzi wzor

w A n NG (Ula 3] Uk+l+s)
1
= Ll Z sgn o - w (%(1), ~-~>Ua(k)) i (%(kﬂ), ---,Ua(k:H)) -0 (Ua(k+z+1), ’--7va(k+l+s)) .

gEXktits

Analogicznie dla wiekszej ilosci czynnikow, np dla 1-form w?, ..., w*

WA L AWE (0, ) = Z sgno - w' (vg(l)) AL (vg(k))
oexk

= det [’ (v))]

(co oznacza, e mnozenie w/q powyzszej definicji oraz definicji pierwotnej dotyczqceej 1-
form pokrywa sig).

7 wtasnosci tych wynika, ze obie definicje mnozenia wyzej przedstawione daja w efekcie
te samag forme rézniczkows.

Najwazniejsze rzeczy ktére mozna robi¢ z formami rézniczkowymi to ich cofanie oraz
rézniczkowanie oraz dla form maksymalnego stopnia n = dim M - calkowanie. Oméwimy
je ponizej.

1.4 Cofanie form rézniczkowych

Niech F': M — N bedzie odwzorowaniem klasy C'* miedzy rozmaitosciami M i N. Dla
formy rézniczkowej w € Q% (N) okreSlimy jej cofniecie F*w € QF (M) .

Cofanie 0 form.

Cofanie 0 form czyli funkcji f : N — R okreslamy nastepujaco:

F* oo Q% (N) — Q% (M),
F*(f) = foF.

Odwzorowanie to jest oczywiscie liniowe F*(rf +sg) = r-(foF)+s-(goF) =1r-
F*(f)+s-F*(g).

Cofanie 1-form rézniczkowych.

Przypomnijmy rézniczke odwzorowania 1, F' : T,M — Tr N, zwanego tez pchaniem
wektorow.
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Definicja 1.4.1 Niech w € Q' (N). Okreslamy cofnigcie fprmy w za pomocq odwzorowa-
nia F, F*w, wzorem

(F*w), (v) = wrE) (T,F) (v)), veT,M.

Lemat 1.4.1 Wiasnosci operacji cofania F* : Q*° (N) — Q* (M) 1-form.
(1) F* jest liniowa, t.j. F* (w+w') = F* (w)+F* (W), F*(r-w) =r-F*(w), r € R,
(2) F* (df) = d(f o F) dla f € C®(N).
(3) F* (f-w) = F*(f) - Frw.

Dowdéd. (1) jasne, formalny dowdd zostawiam jako ¢wiczenie.
(2) dla przykladu

(F* (df)), (v) = (df) pgyy (T,F) () = (T f) (T,F) (v) =T, (f o F) (v).
(3)
(F*(f-w), () = (f w)py (LF)(h) = (f (F (D) wre) (T,F) (v))

Whiosek 1.4.1 Niechx = (2}, ..., 2™) oznaczajq lokalne wspdtrzedne na rozmaitosci M w

otoczeniu punktu p orazy = (y',..,y") lokalne wspdtrzedne na rozmaitosci N w otoczeniu

punktu F (p) . Dla wspdlrzednych F; odwzorowania F mapiey, F? =y’ o F' oraz mamy
OFJ

F*(dy’) =d(y o F) =d(F') = o da'.

Przypomnijmy, odwzorowanie liniowe f : V' — W miedzy przestrzeniami wektorowymi
V i W wyznacza odwzorowanie tzw. odwzorowanie dualne f*: W* — V* wzorem

frlw@w=w(f), weW, veV.

Widzimy, ze dla 1-formy w € Q' (N) i odwzorowania liniowego F, : T,M — Tr, N oraz
odwzorowania dualnego (F,)" : TpN — T, M cofanie 1-form dla punktu p okreslone
jest przy uzyciu odwzorowania dualnego (Fl,)"

(F* (w)), = wr@) (TF) (v) = (T,F)" (wre) (v) -
Cofanie k form rézniczkowych.

Definicja 1.4.2 Niech w € QF (N). Okreslamy F*w € QF (M) wzorem

(F*w), (v1, .y v0) = wr@) (T,F) (01) 5 ., (T, F) (vr)) -

12



Lemat 1.4.2 Wiasnosci operacji cofania F* : QF (N) — QF (M) k-form rézniczkowych.
(1) F* jest liniowa,
(2) P {f -w) = F* (f) - Fw,
(3) F*(wAn) = FwAF*n.

Dowdéd. (1) i (2) dowodzi sie analogicznie jak dla 1-form.
(3) Dla w,w" € Q(N), p € M i wektoréw v; € T,,M,

(F™ (wAm)), (01,5 Ukt)

= (WA, (TF) (01) s oos (T,F) (vr42))
= % > sen 0wy (HF) (vo) s (B F) (o)) 1y (T F) (toan) 50 (ToF) (voter)

oexk+l

1
AT Z sgn o - (F'w), (Vo(1)s - Vor)) - (£7n),, (Vo(ht1)s -+ Vo(itt))

oexk+l

= (F'w), A (F™n), (U1, s Vk4a)
= (F'wAF™), (v1, -, Vk41)

Whiosek 1.4.2 Niechy = (y',..,4™) oznaczajq lokalne wspdirzedne na rozmaitosc M w

otoczeniu punktu p oraz x = (z, ..., 2™) lokalne wspdtrzedne na rozmaitosci N w otoczeniu

punktu F (p). Wtedy z Lematu (1.2.1)

F* (da" A oAda™) = d(F*) A Ad(F™)

oF't . 9F%
ayjl 8y]1

= E : o ldyt A N dyR.
A<-<jy | OFL . OF%
ayjk ayjk

Wspdtezynnik przy dy* A ... A dy’* interpretujemy geometrycznie nastepujaco: rozwazamy
oF! OF™ oOF1 oF™
DT gL | 1 | ByTh 0 By

o osiach (i1,...,1;) @ obliczamy znakowang k-wymiarowq objetosé réwnolegloscianu
rozpietego przez tak otrzymane wektory.
W szczegdlnosci, gdy n =m oraz k =n to

wektory € R", nastepnie rzutujemy je na podprzestrzen

F* (dz' A ... Ada™) = det (JF) - dy' A ... Ady",

gdzie JF jest (w danym punkcie) macierzaq Jacobiego odwzorowania F w mapach'y i x,
geometrycznie wspotczynnik det (JF )p to znakowana n-wymiarowa objetosé réwnolegtos-

. . 1 n .
ctanu w R™ rozpietego przez wektory pochodne czgstkowe g—; = [%}; e %Zi } ,1=1,...,n.

Nieco ogdlniej co bedzie nam zaraz potrzebne

F* (f-dml/\.../\dm") =F*(f)-F* (dxl/\.../\dx") =foF -det(JF)-dy' A...\dy"
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1.5 Rozmaitosci zorientowane i catlkowanie form rézniczkowych
maksymalnego stopnia

Calkowanie w koncowym etapie musi sie sprowadzi¢ do znanej operacji catkowania (w
sensie Riemanna lub ogélniejszym Lebesgue’a w R™), tzn. do liczenia calki z funkcji
n-zmiennych f (z!,...,2") po zbiorze mierzalnym A C R",

/f(:pl,...,x”) dat...dz".
A

Wyrazenie pod calka wyglada znajomo, podobnie do formy rézniczkowej stopnia n ktéra
we wspotrzednych kartezjanskich jest postaci

w=f (xl, ...,x”) dz' A ... A dz".

Jesli akurat rézniczki zmiennych wystepuja w naszej n-formie w innej kolejnosci to mozna
je poprzestawia¢ wykorzystujac whasnosci (1.2.1) sko$nego mnozenia dz’ A dr? = —dz? A
dxt, da' A dx' = 0.

Dlatego jest calkiem naturalne po prostu przyjac, ze

/f da: A ... Ndx ”deﬁqu/f a:”) dzt...dx"

o ile catka Riemanna lub Lebesgue’a z funkcji f (z?, ..., 2") istnieje. Przy innym porzadku

zmiennych w iloczynie dz' A ... A dz™ stosujemy warunki skoénoci, np.

/Af(x,y)dy/\dx:—/Af(x,y)dx/\dy:—/Af(x,y)dxdy.

Jedna z najwazniejszych wlasnoSci (utatwiajacych obliczanie calek po "krzywych " ob-
szarach) jest twierdzenie o zamianie zmiennych, bowiem wybierajac stosownie zmiane
zmiennych mozna "wyprostowac" obszar do tzw. normalnego obszaru lub nawet czasem
do prostopadioscianu i w koncu zastosowa¢ Twierdzenie Fubiniego czy nawet od razu
sprowadzi¢ liczenie do calek iterowanych po kolejnych zmiennych. Zasada stosowania za-
miany zmiennych do dyfeomorfizmu F' : D' — D miedzy otwartymi zbiorami D i D’ w
R™ polega na wzorze

/f .da" /D/f(F(yl,...,y"))~‘JF((yl,...,y”))‘ ayt..dy"

(zakladajac o funkcji f calkowalno$é). Aby w powyzszym wzorze nie byl potrzebny
modul Jacobianu to musimy zalozy¢ ze zmiana zmiennych zachowuje orientacje, tzn.
Jf (¥, ..., y™) > 0dla (3!, ...,y") € D'.

Skonfrontujmy teraz ten ostatni wzér ze wzorem
F*(f-dz' AoAda™) = F*(f)- F* (da' A ... Ada™) = foF-det (JF) -dy" A ...\ dy"

otrzymanym niedawno i z definicjg calki z n-formy. Dla dyfeomorfizmu F' zachowujacego
orientacje mamy zatem wzor

/f-dxl/\.../\dz”:/ F*(f-da:l/\.../\d:v”), gdy det (JF) >0
D /
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Jezeli dyfeomorfizm F' zmienia orientacje (tzn. det (JF) < 0) wéwczas catki te beda
réznity sie znakiem

/f-dasl/\.../\dx":—/ F*(f-dx' A...Adz™), gdy det(JF) <O.
D !

Oznaczajac w = f-dax' A ... Adz™ - jest to posta¢ dowolnej n-formy na R™ - otrzymujemy

/w:i/ F*w, (1.5.1)
D D

znak zalezy od tego, czy dyfeomorfizm F' zachowuje czy zmienia orientacje (tzn. czy
det (JF) > 0 czy det (JF) < 0).

Wzory te podpowiadaja nam metode catkowania n-form w klasy C'* na hiper-
powierzchniach n-wymiarowych M. Najpierw zalézmy, ze "cala" forma siedzi w dziedzienie
U C M pewnej mapy X, tzn. dokladniej, ze tzw. noénik formy w czyli domkniecie zbioru
tych punktéw, w ktérych forma jest niezerowa jest zawarty w U; no$nik w oznaczamy
symbolem supp w, zatem

suppw = {p € M, w, # 0} C U.

Forma w na U jest postaci w = f -da' A ... A dz". Nalezy teraz wzia¢ parametryzcije
p=x1:R*" DU — U C M, odwrotng do mapy x i cofnagé¢ naszg forme do przestrzeni
parametréow ¢* (w) a tak otrzymana n-forme na R" daje sie juz klasycznie scatkowaé
Jo ¢* (w) jak bylo wyzej opisane. Pytanie: a jak ta calka [, ¢* (w) zalezy od wyboru
parametryzacji? Otoéz, jezeli wziaé drugg parametryzje ¢ : R™ D U” — U C M tego
samego otwartego podzbioru U C M, to dzieki wyzej pisanemu wzorowi na zamiane
zmiennych (stosowanego dla dyfeomorfizmu przejécia F' =~ o ¢ : U’ — U") jest jasne,
ze jesli funkcja przejscia F' ma jakobian dodatni, to wartosci calek bedg takie same. Jesli
natomiast wziac 1 taka, ze funkcja przejécia ma jakobian ujemny to wartoSci calek beda
przeciwne (na podstawie (1.5.1) ):

v =t [ P =t @) w2 [ (7)) @ @) =% [
Co w takim razie zrobi¢ aby definicja byta poprawna? Aby okresli¢ catke z formy w
okreslonej na hiperpowierzchni M przede wszystkim musimy mie¢ mozliwo§¢ wyboru at-

lasu parametryzacji takich, aby funkcje przej$cia miaty jakobiany dodatnie. A to oznacza,

ze mozna catkowa¢ formy tylko po hiperpowierzchniach zorientowanych czyli takich,

dla ktérych taki atlas jest zadany (nie kazda hiperpowierzchnia dopuszcza taki atlas, np.
wstega Mobiusa nie dopuszcza takiego atlasu, nie jest orientowalna.

! ’

U//

Definicja 1.5.1 Hiperpowierzchnie M nazywamy orientowalnq jezeli dopuszcza atlas dla
ktorego funkcje przejscia majq dodatni Jakobian.

Zauwazmy, ze dana parametryzacja ¢ otwartego podzbioru U C M orientuje kazda
przestrzen styczna T,M dla p € U za pomoca bazy kanonicznej wyrazonej przy po-

0 0

|
mMoCy mapy X =© =, | 5,7, 5y

) i ze dwie parametryzacje na tym samym zbiorze
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U i zgodne w tym sensie, ze funkcja przejScia ma dodatni Jakobian jednakowo orien-
tujg przestrzenie styczne T,M. Zatem orientacje M mozna zada¢ réwnowaznie poprzez
orientacje kazdej przestrzeni stycznej T,M ale tak, zeby orientacja "gladko" zalezala od
punktu [w tym sensie, aby w otoczeniu U dowolnego punktu istniala mapa ktéra orientuje
przestrzen styczng tak samo jak zadana orientacja).

Uwaga 1.5.1 Dodajmy jeszcze, e gdy M C R? jest powierzchniq zorientowana, to na
M istnieje pole wektorowe ciggle wszedzie niezerowe N 1 prostopadte do M. Mianowicie,
pole takie okreslone jest przez wykorzystanie iloczynu wektorowego: na dziedzienie mapy
x = (z,y) zgodnej z zadang orientacjq pole N definiujemy wzorem

0 0
N — 6x><8y
‘a 8

X

I odwrotnie, zadanie takiego pola orientuje powierzchnie, bo wybieramy atlas map takich,
ktore na swojej dziedzinie orientujq przestrzen styczng zgodnie z zadang orientacjq i tatwo
zobaczye, ze dwie takie mapy majq funkcje przejscia o dodatnim Jakobianie. Daje sie to
uogolnic na przypadek hiperpowierzchni wymiaru n — 1 w przestrzer R™ stosujgc iloczyn
wektorowy n — 1 wektorow w przestrzeni R™.

Jest jeszcze jeden réwnowazny sposéb orientowania n-wym. hiperpowierzchni: mi-
anowicie M jest orientowalna gddy istnieje na M forma rézniczkowa w stopnia n nieze-
rowa w kazdym punkcie.

9z~ By

Zal6zmy zatem, ze nasza hiperpowierzchnia M jest zorientowana. Pojawia sie drugi
problem: jezeli forma w nie jest "skupiona" w jednej mapie, tzn. jej noénik nie siedzi w
jednej mapie. Co wtedy zrobi¢? Otéz, w tym celu trzeba by umie¢ roztozy¢ forme w na
sume form

Yow?

takich aby kazdy sktadnik mial maty nosnik, tzn. zawarty w jednej mapie. Do tego celu
stuzy narzedzie zwane rozktadem jedynki.

Rozwazamy otwarte pokrycie U = {U,} hiperpowierzchni M dziedzinami map (para-
metryzacji ¢,). Udowadnia sie (co pominiemy) istnienie funkcji klasy C*° na hiper-
powierzchni M

{ra}

takich, ze

(a) noénik funkcji p,, jest zawarty w U, supp p, C Uy,

(b) rodzina noénikéw {supp p,} jest lokalnie skoficzona w tym sensie, ze kazdy punkt
p € M ma otoczenie otwarte V' ktére przecina sie tylko ze skoficzong iloScia nosnikéw
supp p,, (dzigki czemu suma - moze by¢ nieskoniczona - ) p, ma sens).

(€) Xara=1

Dzigki wilasnoéci (c) rodzina {p,} nazywa si¢ rozkladem jednosci (podporzad-
kowanym pokryciu U ={U,} ).

Dowolna n-forme w na M mozemy przedstawi¢ w postaci

wzl-w:<Zpa>-w22(pa-w)22wa, gdzie w, = p, - w,

a
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i oczywiscie noéniki form w, sa wtedy male, zawarte w dziedzinach U, parametryzacji
Yy, supp p, C U,. Definiujemy (pod warunkiem zwarto$ci noénika w - np. gdy sama
rozmaito$¢ jest zwarta - co zapewnia istnienie ponizszej calki)

IXE > / e ),

Dowodzi sie, ze definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od pomocniczych wyboréw
jak np. atlasu zgodnie orientujacego M z zadang orientacja, oraz od rozktadu jednosci.
Bedzie przydatne w koncu wyktadu twierdzenie:

Twierdzenie 1.5.1 Dla n-formy w nigdzie niezerowej na rozmaitosci zorientowanej

zwartej M
/ w # 0.
M

Dowéd. Ustalmy pokrycie mapami zgodnymi z orientacja zadang {U,,X,} i zapiszmy
forme w w mapach
wi, = fAdzl Ao Adal

7 zalozenia f¢ jest niezerowa. Dla ustalenia uwagi, zalézmy ze w dla jakiej§ mapy
X, funkcja f® > 0. Pokazemy, ze w kazdej innej mapie x5 funkccja f? > 0. Na-
jpierw rozwazmy druga mape o dziedzinie Us przecinajacej U,, U, N Us # @. Niech
Wius = f? dmé A ... Ndzj. Przedstawiamy rézniczki dm% za pomocs rézniczek da®,

dq:fg = Z aldx® .
k

Obliczamy

Macierz

ma dodatni wyznacznik bo mapy sa zgodne oraz

fedot AN d2? = W|U,NUs
= f’BdQL‘é A ... Ndxg
fPdeta-drl A... A da"
skad
o= fPdeta

co implikuje, ze obie funkcje i f” sg tego samego znaku. Biorac dowolnie punkt = € U,
oraz y € M i laczac x z y dowolnym tukiem ciaglym mozna (ze zwartosci tuku) znalezé
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skonczomy "tancuch" map x, = X1, Xa, ..., X taki, ze dwa sasiednie majg niepusta czesc
wspélng dziedzin. Z powyzszego wywodu kolejne dwie funkcje f*, f**! sg tego samego
znaku, wiec w szczegc’)lnoéci ta ostatnia jest tego samego znaku co pierwsza. W sumie
Jyw=>, fso 0] (0,)" (p,, - w) definiuniacej calke, kazdy sktadnik catkuje funkcje f*o¢p,

(¢, = x,') nieujemna i gdzie$ niezerows, skad musi by¢ [, w > 0. =

Uwaga 1.5.2 (Na zapas) Po wprowadzeniu wzoru Stokesa i réiniczkowania form z
warunku [ w7 0 wynikac bedzie, ze forma w nie jest doktadna, tzn. nie jest rozniczkq
zadnej (n — 1)-formy. Istotnie, gdyby w = dn to skoro brzeg rozmaitosci M jest pusty

/ /
oM

wbrew zatozeniu. Zatem napewno bedzie H™ (M) # 0 (H™ (M) ton - ta grupa kohomologii
rozmaitosci M ).

Zastosowania catkowania form w fizyce czesto polegaja na stowarzyszeniu z polem
wektorowym odpowiedniej formy rézniczkowe;.

Przyklad 1.5.1 Rozwazmy na R" pole wektorowe F o wspdtrzednych ¥ = [Py, ..., P,].
Wiazemy z nim 1-forme rézniczkowq

n = Pydx' + ... + P,dx".

Jesli w dziedzinie pola jest okreslony pewien tuk c : [a,b] — R", ¢ (t) = (' (¢),...,z" (t)),
(zadany jest dzieki temu na obrazie tuku - czyli krzywej - kierunek obiegu parametru, a
wiee zadana jest orientacja tej krzywej) to mozna liczyé catke

b b
/77 : _/ c* (77)—/ c’ (P1d$1+...+PndJJn):

b T il
= [ R b nem

b 1
d dx™
= / [Py, ..., P, e [d_:if’ s %] /mamy tu iloczyn skalarny

i widzimy, Ze jest to catka skierowana wzdtuz tuku c z pola wektorowego ¥ (znang z semetru
III). Catke oznacza si¢ takze ch -ds i jest to praca pola wektorowego ¥ wzdtuz zorien-
towanej krzywej c. Z ostatniego wzoru widzimy takze, ze pole ¥ prostopadle do drogi Zadnej
pracy nie wykona.

Przyklad 1.5.2 Jesli S C R? jest 2-wymiarowq zorientowang powierzchniq w R3 i
F =[P, Q, R] jest polem wektorowym ktdrego dziedzina zawiera powierzchnie S to z polem
wektorowym F wigzemy 2 forme n = PdyAdz—QdxNdz+ RdxAdy. Calke | ¢ 11 0znaczamy
takze |, ¢ F - dS i nazywamy strumieniem pola ¥ przez powierzchnie zorientowang S

/F-dS::/de/\dz—Qda:/\dz+Rdx/\dy.
s S
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Jesli powierzchnia zorientowana S okreslona jest poprzez jedna parametryzacje p : U — S
zgodna, z orientacjq (nie trzeba wtedy rozkladu jednosci) wowczas mamy

/F-dS : :/de/\dz—Qda:/\dz+Rdx/\dy:
S S

= /W*(de/\dZ—de/\derRd:c/\dy):...
U

Po nietrudnych standardowych obliczeniach dostajemy znany z III semestru wzor (nie
trzeba go pamietaé - wystarcza "na palcach” cofaé naszq forme przez ¢ !')

~ [ (Pt 52T - Qoo 5D+ Rl ) 520 dude

_ dp  Op .
= //UF (p(u,v)) e (% X %> dudv,  /mamy tu iloczyn skalarny

Z ostatniego wzoru takze widzimy, ze pole F prostopadle do (g—i X g—f) czyli styczne do

powierzchni daje zerowy strumaien.

1.6 Roézniczkowanie form rézniczkowych

Definicja 1.6.1 Rdiniczke 0-formy na rozmaitosct M, czyli funkcji f okreslamy jako
zwyktq rozniczke df. Jest to 1-forma na M. Réiniczke k formy w € QF (M), k > 1,
okreslamy nastepujaco: rozniczkaq jest k + 1 forma oznaczana przez dw taka, ze gdy
przedstawimy forme w lokalnie w jakimé uktadzie wspdtrzednych (U,x), x = (z',...,2"),
wip = Y wrkdrt A LA dx', to na dziedzinie U tej mapy zachodzi

(dw)w = Zdwil""ik Adx A ... A dx. (1.6.1)

Nalezy pokaza¢ poprawnos¢ definicji, tzn. niezaleznosc (dw)lU od wyboru mapy na U.
Dowdd przebiega nastepujaco: najpierw pokazujemy wiasnoSci operatora

d, - QU) — Q(U)
okreSlonego dla ustalonej mapy z o dziedzinie U wzorem j/w.

Twierdzenie 1.6.1 1. d, jest liniowy,

3. dy (wAn) =dew A+ (=1 w A dyn, dla formy w stopnia k i dowolnej formy 1,

4. dy (dsf) = 0.

Nastepnie pokazujemy, ze jest tylko jeden operator d : Q(U) — Q(U) spehiajacy
takie 4 postulaty. Stad d, nie moze zaleze¢ od mapy x, dla map x i y musi bowiem by¢
dy = d = dy.

Jak to pokazujemy?
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a) wezmy dowolne funkcje fi, ..., fr, wéwezas d (dfy A ... A dfy,) = 0. Istotnie, pokazemy
to indukcja wzgledem k. Dla k =1

= 2) ~ (= 4
d(dn) 2 d(dn) 2o
Zal6ézmy, ze réwnoS¢ zachodzi dla pewnej liczby k, pokazemy ze zachodzi dla liczby k + 1

d(dfy A ... Adfi A dfiir) 2 d(dfy) A (dfs Ndfeir) = dfs A d(dfa Adfysr) =0
N—— —_———
=0 dla k=1 =0 z zal ind dla k

=

d) zapiszmy dowolng k forme w jakimkolwiek lokalnym uktadzie wspétrzednych x na
U w postaci w = Y w"%dz A ... A dx'. Pokazujemy (stosujac 1), 3), 2) i a), ze

d(w) = Z dw™ % A dz™ A LA da' (1.6.2)

Prawa strona zalezy zatem tylko od rézniczek funkeji. Zatem gdy d i d sa dwoma op-
eratorami speniajacymi te 4 postulaty to d (w) = 3 dw % A dzit A ... A dz' = d (w)
co dowodzi jednoznacznoSci operacji spetniajacej te 4 postulaty. Pokazemy wzoér (1.6.2)
korzystajac tylko z aksjomatéw 1-4 oraz wykazanych wlasnoSci a), b) i c).

dw) = d <Z Wtk dr ™ A LA d:vi’“> /z 1. czyli z liniowoSci
= Zd(wil""ikdx“ A ANda™)  Jz2312
= Z d (w“““) Adzt A LA dxt 4w d (dmi1 ARTAN dxi’“)

g

=0 1za)

= Z d (w“z’“) Adxt A ... A dxt®.

Oczywiscie, operator globalny d = dy; : Q (M) — Q (M) okrelony lokalnym wzorem
(1.6.1) spekia te same 4 postulaty jak operator dla dziedziny mapy. Pokazemy, ze pos-
tulaty 1), 2), 3), 4) jednoznacznie scharakteryzuja globalny operator dyp;. W tym celu
pokazemy najpierw lemat o lokalno$ci operatora dy; speliajacego 1), 3).

Lemat 1.6.1 Operator dy; spetniajgcy 2 powyzisze globalne postulaty 1), 3)

1) dy jest liniowy,

3) dy (wAn) = dyw A+ (—1) w A dyn,

jest lokalny, tzn. gdy w,w’ € Q (M) sq dwiema formami na M réwnymi na podzbiorze
otwartym B C M, wip = wip. to (dyw) 5 = (duw') p -

Dowéd. WeZzmy dowolnie x € B oraz funkcje p rozdzielajaca x w B, tzn. taka, ze
suppp C B oraz p|V = 1 dla pewnego otwartego podzbioru V' C B zawierajacego z,
wowczas

plw—uw)=0

skad

02 dy (0) = du(pw—u) ZLdu(p) A (w—w')+p-du (w—0o)
1:)alM(p)/\((,u—w')—l—p~(ndu—ndu’).
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Stad na otoczeniu V' punktu x mamy

0 = (du (P))|v A(w = W/)\v + oy ((de)W - (del)\v)

= (A (p)y A0+ 1+ ((duw)y = (dase)yy )
= (dMW)W - (de,>\V
skad
(dMW)W = (dMW/>\v-

7, dowolnoéci wyboru punktu = € B wnosimy, ze

(dMW)|B = (de,)\B‘

Twierdzenie 1.6.2 Dla dowolnej parazwartej rozmaitosci Hausdorffa M istnieje doktad-
nie jeden operator globalny dy; : Q (M) — Q (M) spelniajacy postulaty 1), 2), 3), 4)

Lemat 1.6.2 1) dy; jest liniowy,
2) du f = df,
3) dur (WA D) = dyw A+ (=1 w A dym,
4) dar (dar f) = 0.

Jest on okreSlony lokalnym wzorem (1.6.1).

Dowdéd. Istnienie. Operator globalny d okreSlony lokalnym wzorem (1.6.1) jak wiemy
spelnia te postulaty, wiec operator dy; spetniajacy 1), 2), 3), 4) istnieje.

Jednoznacznoéé. Tak samo jak wyzej pokazujemy, a) ze dys (df1 A ... Adfy) = 0 dla
funkeji f; na M. Niech d’,d” beda dwoma globalnymi operatorami speliajacymi 1), 2),
3), 4). Lemat zaswiadcza, ze kazdy z nich jest lokalny. WeZzmy wiec mape x na dziedzinie
U i przedstawmy forme wy = > w*dz A...Adx". Ustalmy z € U i wybierzmy funkcje
p rozdzielajaca x w U, p|B = 1, dla x € B C U. Wtedy p - w%_ p- 2’ sa funkcjami
gladkimi na catej rozmaitosci M oraz wip = (3 (p- W™ *)d(p-a") Ao Ad(p- ™)) 5.
7 lokalnoéci operatoréw d’, d” mamy

(dICL))‘B — (Z(p.wilmik)d(p-xil)/\.../\d(p'xik)>|B
(S i e nip o),

= (d'w) -

Z dowolnoéci = wnosimy o réwnosci d'w = d"w. Z powyzszych réwnosci skoro p|B =1 to

()i = <Z dw™ " N Azt A A da:ik>|3

i z dowolnosci  wnosimy o réwnosci (dyw); = > dw™ " Adz™t A ... Ada'. m

Przyklad 1.6.1 Obliczyé¢ d (z*y dx + x dy) .
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Twierdzenie 1.6.3 Operator cofania form komutuje z rézniczkowaniem form, tzn. gdy
F: M — N jest odwzorowaniem miedzy hiperpowierzchniami wéwczas dla dowolnej formy
w na rozmaitosci N zachodzi wzor

F* (dw) = d (F*w) .

Dowéd. Dla formy stopnia 0 bylo napisane we wcze$niejszym Lemacie, ®* (df) =
d(fo®) = d(®*f). Zalézmy indukcyjnie, ze przemienno$¢ cofania z rézniczkowaniem
zachodzi dla form pewnego stopnia k > 0. Pokazemy, ze zachodzi dla form stopnia k + 1.
Z liniowoSci tych operatoréow wynika, zewystarcza sprawdzi¢ lokalnie dla form postaci
fdxt A...dx™ Ndr+ gdzie x = (2! .., 2™) jest lokalnym systemem wspétrzednych (czyli
mapa) na podzbiorze otwartym U C N. Forma taka ma posta¢ w A dz®+! dla pewnej
formy w = f - dx“t A ...dx" stopnia k dla ktérej zachodzi zalozenie indukcyjne.

d (F* (w A d:ci’““)) =

(Frw Ad (F*+)) /Fi’“+1 = 2"+ o F' na zbiorze "' [U]
(F*w) Ad (F*) + (=1)" F*w A dd (F*+1)
(F*w) Ad (F*+) +
(F*w) Ad (F*+)

d
d
= d
d
F*(d(wAda™+)) = F* (dw A dzte 4 (=1)Fw A dda:ikﬂ)
= F* (dw A da™ +0) = F* (dw) A F* (da'+)
zal. 1nd d(F* ) Ad (Fik+1) '
|

Twierdzenie 1.6.4 Globalny wzor na rézniczke dy @ Q (M) — Q(M). Niech w €
QOF (M) i niech X; bedq polami wektorowymi na M.

(dMOJ) (X(), vy Xk)

=0 i<j
(daszekm oznacza opuszczenie wyrazu,).

Cwiczenie 1.6.1 Pokazaé na przyktadzie w € Q' (R?), w = 2?ydx + zdy oraz zmiany
zmaiennych

F : R?2 5 R?
T = T COS
Flry) — { 037

y=rsing

zachodzenie przemiennosci cofania z rézniczkowaniem.
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1.7 Kompleks de Rhama, grupy kohomologii, charakterystyka
Eulera-Poincarégo i genus powierzchni

Kompleksem de Rhama hiperpowierzchni M nazywamy ciag przestrzeni form
rézniczkowych QF (M) i operatoréw d* rézniczkowania form
0— QM) Lot S T ot () S ar () Y50 0.
W kompleksie tym zlozenie dwu sgsiednich odwzorowan dd daje 0, dd = 0. Stad Im d*~! C
ker d*. Tloraz
HEy (M) :=ker d*/Tm d"*

jest przestrzenia wektorowa zwang k-ta grupa kohomologii de Rhama hiper-
powierzchni M. Kazdy element przestrzeni H¥, (M) nazywa si¢ klasa kohomologii.

Definicja 1.7.1 Forma réiniczkowa w nazywa sie zamknieta gdy dw = 0, tzn. gdy w €
kerd.
kerd={w e Q(M); dv=0} =2 Z(M).

Forma rézniczkowa w nazywa sie doktadna (lub zupetna) gdy jest rézniczkq pewnej formy,
t.7. gdy w = dn dla pewnej formy n, tzn. gdy w € Imd.

Imd={n; I,n=dw}=:B(M).

Klase kohomologii formy zamknigtej w oznaczamy [w|. Klasa ta jest zerowa wtedy i tylko
wtedy gdy forma w jest doktadna.

H* (M) = 0 gddy gdy kazda k-forma zamknigta jest doktadna. Np. Lemat Poincarégo
moéwi, ze na otwartym obszarze gwiazdzistym U C R™ kazda k-forma (k > 1) zamknieta
jest dokladna, a tym samym H* (U) = 0 dla k > 1.

Gdy M jest spdjna to H° (M) = R. Istotnie, gdy df = 0 to f = const, skad
kerd” = Ri H°(M) = Rjop = R. Gdy M jest zwarta i zorientowana n-wymiarowa
to H* (M) = H"* (M) - dualnoé¢ Poincarégo. W szczegélnosci gdy M jest spéjna,
zwarta i zorientowana to H" (M) = R. Gdy M nie jest zwarta lub jest nieorientowalna to
H" (M) =0.

Twierdzenie 1.7.1 Niech n = dim M. a) Jezeli M jest spdjna to H° (M) =R, b) jezeli
M jest zwarta i orientowalna to H"™ (M) = R, w pozostalych przypadkach (niezwarta lub
nieorientowalna) H" (M) = 0.

Twierdzenie 1.7.2 Jezeli M jest zwartq hiperpowierzchniq to wszystkie grupy koho-
mologii H* (M) sq skofczenie wymiarowe.

Definicja 1.7.2 Jezeli H* (M) jest przestrzeniq skoficzenie wymiarowq, to jej wymiar
dim H* (M) oznaczamy przez by,

by, = dim H* (M),

i nazywamy k-tq liczbg Bettiego hiperpowierzchni M. Wielomian Py (t) = Y p_, byt”
nazywamy wielomianem Poincarégo hiperpowierzchni M.
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Gdy M jest zwarta i zorientowana to by = b, _r. W szczegdlnosci by = b,,.

Np. dla okregu S' mamy H°(S') = R=H'(S') czyli by = b = 1. Zatem
wielomian Poincarégo okregu to 1 + t. Jest twierdzenie o wielomianie Poincarégo dla
iloczynu kartezjanskiego M x N, mianowicie Py«n (t) = Py (t) - Py (t) . Rozwazmy dla
prostego przyktadu torus T =S! x S!, jego wielomian Poincarégo to iloczyn wielomianéw
(1+1t)-(1+t) =1+ 2t+ t? skad mamy b; = 2.

Definicja 1.7.3 Jezeli wszystkie grupy kohomologii H* (M) sq skoficzenie wymiarowe
[np. tak jest dla zwartych hiperpowierzchni] i by, = dim H* (M) sq liczbami Bettiego to

liczba .

k
XM = Z (=1)" bk
k=0
nazywa sie charakterystykq Fulera-Poincarégo hiperpowierzchni M.

Dalej ograniczmy sie do n = 2, t.j. powierzchni 2-wymiarowych oznaczanych raczej
przez S. W&réd nich sa tzw. powierzchnie Riemanna. Aby je lepiej zobaczy¢,
utozsamiamy plaszczyzne z liczbami zespolonymi R? = C. Jezeli funkcje przejécia dla
takiej S sa holomorficzne, to S nazywamy powierzchnia Riemanna (sa to zatem hiper-
powierzchnie (lepiej rozmaitoSci) zespolone wymiaru zespolonego 1). Dla powierzchni
2-wymairowych

XS:bO_bl+b2-

Jesli S jest zwarta i zorientowana to by = 1 = by zatem wtedy yg = 2 — b;.
Teraz dojdziemy do genusu i zwiazemy go z X g oraz wyjasnimy jego znaczenie.
Formalnie
— dla zwartej orientowalnej powierzchni S genus (po polsku rodzaj) to liczba

2

ale dalej nie wida¢ co ona oznacza. Za pomoca liczb Bettiego mamy

2—(2—-0b1) b
=5 3
Przyktadowo dla sfery S? mamy H' (S?) = 0 skad by = 01i xq = by — by = 0 oraz g = 0.
Dla torusa T = S' x S* latwo obliczyliémy wyzej by = 2 skad xp =2 —b; =0ig=1.
Najpierw podamy metode "na palcach" policzenia charakterystyki Eulera-Poincarégo
przy pomocy traingulacji (dowéd np. w ksiazce Rotmana An Introduction to Algebraic
Topology, GTM119, Springer 1988.

9

Definicja 1.7.4 Trojkgtem na powierzchni S nazywamy obszar domkniety homeomor-
ficzny ze 2wyklym trojkatem na plaszczyznie R2. Trojkat na powierzchni S ma wiec trzy
wierzchotki © trzy krawedzie.

Stwierdzenie 1.7.1 Triangulacjg powierzchni S nazywamy skonczong rodzing F tro-
gkatow T; € S, 1 =1,...,n, taka, ze

1) UT, = 5.

2) gdy T,NT; # @ to T; N T} jest albo wspdlng krawedziq catq obu tréjkatow albo
wspdlnym wierzchotkiem.
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Wprowadzmy dla danej triangulacji F powierzchni S nastepujace oznaczenia:
F = ilo&¢ écian (t.j. trojkatow),
E = ilo&¢ bokéw (t.j. krawedzi),
V' = ilo§¢ wierzchotkow.

Definicja 1.7.5 Liczba

nazywa sie charakterystykq Fulera-Poincarégo triangulacyi F.

Twierdzenie 1.7.3 (Dowdd np. u Rotmana): Dla danej powierzchni zwartej S zachodzi
rownosc
Xs = XF»

w szczegolnosci x r nie zalezy od wyboru triangulacyi.

Twierdzenie 1.7.4 Jezeli S i S' sq dwiema zwartymi powierzchniami w R® o jed-
nakowych charakterystykach Eulera-Poincarégo x (S1) = x(S2) to S jest homeomor-
ficzna z S'. Jedynymi liczbami bedacymi charakterystykami Fulera-Poincarégo zwartych
powierzchni w R? sq

2,0, -2, —4, ... —2n

Powierzchniami o takich charakterystykach sq

g eee

- sfera, xq2» =2, oto przykladowa triangulacja sfery

4

ilos¢ wierzchotkéw - 5

ilos§¢ krawedzi - 9

ilos¢ trojkatow - 6
X2 = 9—9+6=2

2-2

9 = —5 = 0 - sfera bez raczek
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Twierdzenie 1.7.5 - sfera z jedna rqczka (torus), xp = 0, przyktadowa triangulacja

1 2 3 1
4 5 6 4
; 8 9 .

1 2 3 1

tlos¢ wierzchotkow - 9
ilosc  krawedzi - 27
ilose trojkgtow - 18
Xr = 9—-27+18=0
2-0
9 = —5 = 1 sfera z 1 rgczkq
- sfera z n-rgczkami (n-torus), xg = 2 — 2n.
W konsekwencji katda zwarta powierzchnia S w R3 jest homeomorficzna ze sferq z
pewnq, ilosciq rgczek (jest wiec tez orientowalna) . Liczba rgczek n dla powierzchni S o
charakterystyce Eulera-Poincarégo xg wynosi

2—Xs
2

1 jest to wlasnie genus powierzchni S.
Przyklad 1.7.1 Dla nieorientowalnej powierzchni zwartej - butelki Kleina = przestrzen
rzutowa = wycinamy w sferze koto i zaklejamy wstegq Mobiusa (réwnowainie sklejamy

punkty antypodyczne). Na rysunku zewnetrzny okrqgg obrazuje wyciete kolo i utozsamiamy
punkty antypodyczne ponumerowane tymi samymsi cyframi © krawedzie tgczqce wierzchotks
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o takich samych wierzchotkach

ilost wierzchotkow - 6
ilos¢c krawedzi - 15
1lose trogkgtow - 10

Yk = 6-15+10=1
XK — bo—b1+62:1—b1+021—61:1sk@dblzo

Skoro by = 0 dla butelki Kleina to oznacza to, e H'(K) = 0 czyli kazda 1-forma
rozniczkowa zamknieta jest doktadna czyli jest rozniczkg pewnej funkcji.

2 Hiperpowierzchnie w mechanice klasycznej -
przestrzenie konfiguracyjne

Przestrzen konfiguracyjna (intuicyjnie méwiac) to pewna matematyczna przestrzen K
bedaca zbiorem mozliwych stanéw danego uktadu fizycznego. Zalézmy ze uklad fizy-
czny zawiera n elementéw (punktéw), kazdy opisany jest przez 3 wspélrzedne w R3.
Wygodniej jest z matematycznego punktu widzenia rozpatrywa¢ ten uktad n elemen-
téw rownowaznie jeden punkt w przestrzeni 3n wymiarowej. Dlatego zbiér mozliwych
stanéw (czyli przestrzen konfiguracyjna K) bedzie podzbiorem w przestrzeni R3". Je§li
na te elementy nie sg nalozone zadne wiezy to przestrzenig konfiguracyjng jest cala
przestrzen R3". Jedli jednak istnieja jakie$ wiezy, wéwczas przetrzen konfiguracyjna K
jest jakim$ podzbiorem w R3", najczeéciej w typowych ukladach fizycznych jest to jakas
hiperpowierzchnia a jej wymiar to iloS¢ stopni swobody naszego ukladu.

Przyklad 2.0.2 n punktéw marerialnych w R?® bez 2adnych wiezéw. Przestrzen konfigu-
racyjna K to R, K = R3",
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Przyklad 2.0.3 1 punkt materialny polgczony sztywnym niewazkim pretem diugosci |
z ustalonym punktem xo = (10, T20,T30). Uklad ten to tzw. wahadlo sferyczne.
Przestrzen konfiguracyjina K to sfera dwuwymiarowa S? (xo,1) w R® o érodku w xq 1
promieniu |, K = 5% (xg,1). Jest ona dyfeomorficzna ze sferq o $rodku w 0 i promie-
niu [ oznaczang przez S? (1) . Dyfeomorfizmem jest f : S? (xo,1) — S% (1), f (x) = x — Xo.
[Dla wahadta plaskiego mielibysby okrag jako przestrzen konfiguracyjng/.

2.

Rys. Wahadla: ptaskie, sferyczne i podwojne

Przykiad 2.0.4 Niech uktad sklada sie z dwoch punktow poruszajgcych sie swobodnie
w R3, ale zwigzanych ze soba sztywnym, niewazkim pretem o diugosci . Uklad ten to
poruszajgcy sie swobodnie w przestrzeni R® odcinek. Wtedy przyjmugjac dowolnie potozenie
pierwszego punktu o wspdtrzednych (1, xq, x3) dostajemy warunek na wspdtrzedne drugiego
punktu (y1,y2,y3) w formie: (v — y1)? + (2o — y2)* + (v3 — y3)? = [2. Jest to réwnanie
sfery 2-wymiarowej o Srodku w punkcie (x1,x9,x3) i promieniu [. Dostajemy wiec, Ze
przestrzen konfiguracyjna to pieciowymiarowa hiperpowierzchnia w R® opisana powyzszym
warunkiem. Jest ona dyfeomorficzna z R3 x S? (1), dyfeomorfizm f : K — R? x S%(I)
jest dany wzorem f (x,y) = (x,y — x). W przypadku plaskim otrzymujemy przestrzen K
dyfeomorficzng z R? x St (1).

Przyklad 2.0.5 Zmodyfikugmy uktad dwupunktowy ptaski z poprzedniego przyktadu i do-
datkowo zatézmy, ze pierwszy punkt potgczony jest sztywnym niewazkim pretem o diugosci
ly z poczgtkiem uktadu wspdtrzednych 0. Otrzymujemy tzw. wahadto podwojne, Wi-
edy pierwszy punkt zakresla okrag S* (1) o réwnaniu 2% + x3 = I2; prayjmujac dowolnie
polozenie pierwszego punktu o wspdlrzednych x =(x1, x5) dostajemy, ze drugi punkt przeb-
iega okrgg S* (x,1) o rodku w x i promieniu l. Dyfeomorfizm o takim samym wzorze jak w
poprzednim przyktadzie przeksztatca dyfeomorficznie przestrzen konfiguracyjng K wahadta
podwdinego na iloczyn kartezjanski okregow S* (1) x S* (1), czyli na torus.

Przyklad 2.0.6 Rozwazmy uklad sztywny sktadajocy sie z trzech niewspdtliniowych punk-
tow p,q,r, tzn. kazde dwa punkty potgczone sq sztywnym, niewazkim pretem o pewnej
dhugosci. Rownowaznie mozna powiedziet, e mamy cialo sztywne - trojkat w R3. Jak
wyglada przestrzen konfiguracyjna? Jeden punkt p mozna dowolnie ustawic w R3. Jesli
Juz to zrobilismy, to dozwolone dalej ruchy bedg ruchami sztywnymi, czyli obrotami za-
chowujagcymi ten ustalony punkt. Z geometrii analitycznej wiadomo, ze ruch sztywny
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trzymajacy jeden punkt jest izometriq lintowq zachowujacq orientacje, a wiec opisana jest
przez macierz ortogonalng o wyznaczniku +1, czyli przez macierz z grupy Liego SO (3) .
Zatem K 2R3 x SO (3), jest to hiperpowierzchnia 6 wymiarowa w R (bo SO (3) jest 3
wymiarowq hiperpowierzchniq w R ).

Przyklad 2.0.7 Strona internetowa dotyczaca przestrzeni konfiguracyjnej dla robotéw:
http://riad.usk.pk.edu.pl/~2k/GO_LAB_00/robot/robot.htm

3 TWIERDZENIE CALKOWE STOKESA

Celem jest Twierdzenie Stokesa dla hiperpowierzchni z brzegiem:

Twierdzenie 3.0.6 (Stokes) Jezeli M jest n-wymiarowq hiperpowierzchniq zorien-
towang z brzegiem OM 1@ na brzegu mamy orientacje dodatnig to dla dowolnejn—1 formy
na M o zwartym nosniku zachodzi wzor

/ w—/ dw.
oM M

Twierdzenie to jest daeko idacym uogdlnieniem zasadnicze Tw rachunku
rézniczkowego i catkowego fab f'(z)dx = f(b)— f(a).

Przyklad 3.0.8 Niech M = [a,b], wtedy OM = {a} U {b}. Orientacja brzegu to zero-
forma na OM = {a} U {b} réwna +1 na b i —1 na a. Dla formy stopnia 0 na M czyli
funkcji f mamy df = [’ - dx stad

f = _f(a)a
oM

£ (b)
/Mdf - /abf’(x)dm.

Zatem wzor Stokesa staje sie w tym trywialnym przypadku zasadniczym Tw. rachunku
rozniczkowego i catkowego

/f'<x>dx:f<b>—f<a>.

W dowodzie ogélnego Tw.Stokesa faMW = [, dw wykorzystujemy ten wzor

fab f'(x)dz = f(b) — f(a), ktéry jest znany z dowodem z kursu analizy 1.
Najpierw musimy wprowadzi¢ hiperpowierzchnie z brzegiem.

3.1 Rozmaitosci z brzegiem

Rozwazmy pélprzestrzen
RY = {(21,...,2n) ; xn > 0}

ze swoja topologia indukowanag z R".
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Definicja 3.1.1 Hiperpowierzchnig kl. C wymiaru n z brzegiem nazywamy podzbidr
M C R™ taki, ze dla kazdego punktu p € M istnieje odwzorowanie ¢ : U — M (zwane
takze parametryzacja) okreslone na podzbiorze U C R’y otwartym w R’} tak, ze p € ¢ [U],
ktore jest réznowartosciowe, reqularne kl. C° i homeomorficzne na otwarty podzbidor w
M.

Punkty p € M dla ktérych nie istnieje parametryzacja okreslona na podzbiorze ot-
wartym w R™ nazywamy punktami brzegowymi. Ich podzbidr oznaczamy OM. Sq to punkty
z obrazu ¢ [0]&1 NnU } po wszelkich parametryzacjach (to jest ¢wiczenie - nie jest to fakt
oczywisty).

Funkcje przejécia sa (jak w przypadku bez brzegu) dyfeomorfizmami miedzy podzbio-
rami otwartymi w R’}
Jezeli U C R jest otwartym podzbiorem to R’} N U utozsamiamy z podzbiorem

{(xlv "'7-,En71> € Rn_l; (wla "'7$n7170) € U}

w R™"™1 i jest to podzbiér otwarty. Mianowicie inkluzja i : R"™! — R™, (zy,...,2,,_1) —
(21, ...,2,-1,0) € R? jest ciagla wiec przeciwobraz zbioru otwartego jest otwarty.

Twierdzenie 3.1.1 Jezeli M jest n wymiarowq hiperpowierzchniq klasy C'*° z brzegiem
OM to brzeg OM jest n — 1 wymiarowq hiperpowierzchniq klasy C* (bez brzegu). Para-
metryzacjami brzeqgu OM sq obciecia parametryzacji ¢|U N OR" — OM.

Uwaga 3.1.1 Dla hiperpowierzchni z brzegiem pozostajg tak samo okreslone: formy
rozniczkowe, operator rozniczkowania, przestrzen styczna, rozktad jedynki, orientacja.

Twierdzenie 3.1.2 Jezeli M jest hiperpowierzchniq zorientowang klasy C* z brzegiem
OM iU jest atlasem {¢,, Uy} parametryzacji zgodnyvh z orientacja, wéwczas atlas obcieé
{goa|Ua NoRY; U, N 8R7}r} jest atlasem orientujgcym brzeg OM.
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Dowdéd. Niech ¢, i ¢z beda dwoma parametryzacjami z zadanego atlasu orientujacego.
Wrtedy funkcja przejScia A : gpgl o, jest dyfeomorfizmem zachowujacym orientacje [czyli

o jakobianie dodatnim| miedzy podzbiorami otwartymi w R’}. Poniewaz ¢,, [Ua N 8Rﬂ C
OM to )
@51 o, [Ua N éﬂRﬂ = (ng\Ug) o (¢,|Ua) [Ua N ﬁRﬂ C ORY.

Stad funkcje przejscia A’ = (905|U5 ﬂ@Rﬁ)fl o (cpa|Ua ﬂ@Ri) dla atlasu na brzegu
OM i funkcje przejscia A = @El o ¢, na M sa zwiazane zaleznoScia A} (z1,...,2,1) =
A (z1,..0y2,-1,0),dlai=1,2,...,n — 1 oraz

(A/($1,...,In_1),0) = A(ZEl,...,iL'n_l,O)
= (A1(Il,...7In_1,0),...,An_1(ZEl,...,.In_l,O),O).

Zatem macierze Jacobiego dla funkcji przejécia A i A’ sg w punktach z brzegu OR’, pow-
iazane zaleznoscia

C o ‘
6%1 6%,1,1
OAi| _ | | ony, on,_, | 0
61’] 81’1 8xn,1 0
0
OAn .. ... Ay OAn
Oz O0xp—1 Oxn |

Caly wyznacznik jest dodatni przy czym z wlasnoSci wyznacznika wynika, ze jest to iloczyn

S W\
8901 ox -1
n ) aAn
det '3
oA, oA, Ln
ox1 T Bz
Zatem ostatnia liczba g%: # 0. Wiemy, ze A, (z1,..,Tp1,%,) > 0 oraz, ze
. . ;. DA oA ert
Ay (@1, ..., 05-1,0) = 0. Stad nie moze byt F* < 0. Zatem 3* > 0. Implikuje to
N o
611 aﬁn—l
ze det : : | > 0 co znaczy ze parametryzacje obcigte do brzegu sa tez
8A"n71 . aA'Infl
ox1 81711—1
zgodne.

Definicja 3.1.2 Orientacje brzegu zadana tym obcietem atlasem nazywamy dodatniq gdy
n parzyste, a ujemng gdy n nieparzyste. (uzasadnienie poprzez wzow Stokesa: aby zawsze

byto [y, w = [, dw anie [, w=— [, dw).

Definicja 3.1.3 Niech M bedzie hiperpowierzchniaq zorientowang z brzegiem OM. Jezeli
rozwazymy orientacje przestrzenti wektorowej T, M zgodng z atlasem orientujacym to gdy
p € OM wdéwczas orientacja w T, (OM) dana reperem (vy, ..., v,—1) jest dodatnia jezeli, dla
wektora w € T,M skierowanego do wewnatrz M [tzn. w = o (0) dla tuku o : [0,a) — M
takiego, ze a[(0,a)] € M\OM, a (0) = p/ baza (—w, vy, ...,v,_1) jest dodatnia.
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Przyklad 3.1.1 (1) Orientacja polptaszczyzny OR". za pomocq wersordw (e, ..., €,1)
jest (—1)" - zgodna, t.j. gdy n jest parzyste wtedy baza (ey,...,e, 1) jest dodatnia
a gdy nieparzyste - ujemna. Mianowicie dodatniq bazg R" w punkcie (x1,...,x,-1,0)
ma byt (—epn,v1,...,0n_1). Biorac (—ep,eq,...,e, 1) widzimy, %e jest to zgodne z
(e1,....,e, 1,(—1)"e,) skad teza.

(2) Niech M C R? bedzie obszarem domknietym [domkniecie zbioru otwartego U,
M = U ] ktérego brzeg OM sktada sie z krzywych klasy C=. Orientacja na U jest do-
datnia. Orientacja brzegu OM jest dodatnia gdy: idgc wzdiuz brzegu mamy obszar U po
lewej rece.  Uzasadnienie. W punkcie p € OM wektor v styczny do brzegu, v € T,0M
nalezy do dodatniej orientacyi krzywej OM gdy dla wektora w skierowanego do wewngtrz
U para (—w,v) jest dodatnia, czyli para (v, w) jest dodatnia, czyli zgodna z wersorami o0si
wspdtrzednych.

(3) Rozpatrzmy powierzchnie zamknietq M w R3 i niech pg € M bedzie punktem dla
ktorego wspdtrzedna z bedzie najwickszaq wartosciq dla punktéw p z M. Wokdt py powierzch-
nia jest zadana jako wykres z = f (x,y). Parametryzacja ¢ (v,y) = (v,y, f (2,y)). @), i
¢y, sa bazq T,M. W punkcie py sa to wersory osi OX i OY. Weimy wersor e, osi OZ.
Baza (e, e,) byltaby dodatnia gdy (e.,e,,e,) jest dodatnia, ale (e,,e,,e,) jest réwnowaina
(€, €y, e,) czyli jest OK. orientacja dodatnia na OM to orientacja zadana na zewngtrz.
Ogdlniej dla M C R™ kowymiaru 1 jest dodatnia przez (—1)" -V dla pola na zewngtrz,
t,j. dla n nieparzystego (n-1 jest parzyste i przestawienie e, na koniec nie zmienia ori-
entacji) orientacja dodatnia jest dla pola na zewngtrz a dla n parzystego dodatnia jest do
wewnagtrz.

(4) M dwuwymiarowa w R® o brzequ L zorientowana przez pole V . Wtedy dodatnia
na L to taka: idgc po L z glowa w kierunku V. mamy mie¢c M po lewej rece. Zrozumiet
dlaczego.

Przyklad 3.1.2 Okreslic dodatnie orientacje brzegow nastepujgcych hiperpowierzchni
z brzegiem ((l) M1 = {(Jfl,ﬂlg,xg); T > 0}, (b) MQ = {<I1,$2,$3); T < 0}7
(c) My = {(z1,m9,23); 22 <0}, (d) My = {(v1,22,23); 9 >0}. (e) My =
{(@1, 22, 23, 24) ; 24 > 0}
1. Czy parametryzacja ¢ : R? — OMy, ¢ (v, x3) = ( )
Czy parametryzacja ¢ : R* — My, ¢ (12, 23) = (0,29, 13) jest zgodna czy nie?
Czy parametryzacja ¢ : R2 — OMs, ¢ (21, x3) = (21,0, 23) jest zgodna czy nie?
Czy parametryzacja ¢ : R* — OMy, ¢ (x1,23) = (21,0, 23) jest zgodna czy nie?
. Czy parametryzacja ¢ : R® — OMs, ¢ (x,y, 2) = (z,y, 2,0) jest zgodna czy nie?
Np orientacja OMs zadana przez ¢ sktada sie z bazy (eq,e3) . Wektorem skierowanym
do wewngtrz OMs jest —es. Rozwaimy zatem baze w dowolnym punkcie (x1,0,x3) brzegu
OMs réwng (e, eq,e3). Jest ona niezgodna z (e, ez, e3). Ale ta ostatnia jest dodatnia,
zatem nasza parametryzacja jest niezgodna.

0, x9,x3) jest zgodna czy nie?

SRS

Dowéd Tw. Stokesa zostawimy na potem, a teraz przejdziemy do jego szczegdlnych
przypadkéw oraz najprostszych zastosowan oraz podamy uogdlnienie na przypadek brzegu
z osobliwo$ciami (np. brzeg prostokata to 4 odcinki potaczone wierzchotkami, brzeg sze$-
cianu to nie jedna powierzchnia a 6 potaczonych krawedziami).
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3.2 Twierdzenie Stokesa dla podzbioréw z osobliwoSciami

Ponizsze tw. zwane Tw Greena dla prostokata wskazuje, ze nalezy oczekiwa¢ uogdélnienia
na przypadek gdy brzeg ma osobliwoSci.

Twierdzenie 3.2.1 Twierdzenie Greena dla prostokgta. Niech R C R? bedzie pros-
tokgtem o dodatnio zorientowanym brzegu OR iw € Q (U) niech bedzie 1 formq okreslong
na zbiorze otwartym U C R? zawierajgcym prostokgt R, R C U. Wtedy

fe=

Jesli wyrazi¢ w we wspdtrzednych w = Pdx + Qdy wtedy

dw = d(Pdr+ Qdy) =dP Ndzx+dQ A dy

(0P oP 0Q 0Q
= <%dx + 8_ydy) Adx + <%dx + 8_ydy> A dy
P P
= a—cl:c/\cl:n+a—aly/\cl:z+@dac/\dij@dy/\dy
o oy Ox dy
= O—O—de/\dy—i-a—de/\dy—FO
dy ox
_(0Q 9P

1 wzor Stokesa dla prostokata staje sie tzw.wzorem Greena

/M (Pdx + Qdy) = //R (g—g — g_]ya) dxdy.

Dowéd. Dowdd tego szczegdlnego przypadku tw. Stokesa. Niech R = [a,b] x [¢,d], Na
mocy Tw. Fubiniego i zasadniczego Tw. rachunku rézniczkowego i catkowego

0Q 0P
— — — ) dxd
//R (6‘93 89) Y
// @dmdy—// @dxdy
r O r Oy
d b b d
0Q oP
= [ (LS [ (] 5) e
d b
- [ @bw-QEwds- [ (P Pao)d
= / (Pdz + Qdy)
OR
(OR sklada sie z czterech odcinkéw odpowiednio zorientowanych) ). Np odcinek taczacy
(a,c) i (a,d) o parametryzacji c¢(y) = (a,y), y € [c,d] ma ujemna orientacje stad
famaa (Pdr + Qdy) = — [ Q (a,y) dy itd. =
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Niech A bedzie zwartym podzbiorem n wymiarowe]j hiperpowierzchni M C R™ (bez
brzegu). Niech IntA oznacza wnetrze zbioru A w przestrzeni topologicznej M i rozwazmy
brzeg zbioru A

FrA = A\IntA.

Punkt p € FrA nazywamy regularnym jesli cze$¢ wspdlna zbioru FrA i pewnego
otoczenia punktu p w M jest podhiperpowierzchnig gltadka n — 1-wymiarowa. Pozostalte
punkty z brzegu FrA nazywamy punktami osobliwymi. Oznaczmy podzbiér punktéw
regularnych przez F'r,.A a osobliwych przez Fr;A (osobliwy = singularny, stad indeks s

).

Podzbiér A C M nazywamy regularny jezeli kazdy punkt p € Fr.A nalezy do
domkniecia wnetrza zbioru A, IntA, Fr,A C IntA. (Rysunek c) ze str 424 w ksiazce
Birkholca jest przykladem zbioru nieregularnego).

Twierdzenie 3.2.2 Ogdlne Tw Stokesa dla podzbiorow reqularnych w hiperpowierzchni-
ach. (Birkhole, "Analiza matematyczna, funkcje wielu zmiennych”, Tw 8.1)
Niech M C R™ bedzie gladkqg n wymiarowa hiperpowierzchnia i A C M reqularnym
zwartym podzbiorem M, oraz w - gltadka n — 1-forma rézniczkowq na M. Zaktadamy, Ze
— brzeg osobliwy FrsA zbioru A zawiera sie w przeliczalnej rodzinie podhiper-
powierzchni o wymiarach mniejszych od n — 1.

Wtedy zachodzi wzor Stokesa
/ dw = / w.
A Fr.A

3.3 Szczegdlne przypadki ogdlnego wzoru Stokesa dla hiper-
powierzchni z brzegiem

3.3.1 Twierdzenie Greena

Twierdzenie 3.3.1 (Twierdzenie Greena) Niech D C R? bedzie ograniczonym
ptaskim obszarem ktorego brzeg 0D tworzy jedna lub kilka krzywych C* zorientowanych
dodatnio wzgledem D. (Dodatnia orientacja kazdej krzywej z brzegu 0D jest dana przez
obieg punktow w takim kierunku, e obszar D mamy po lewej stronie). Dla 1-formy
rozniczkowe) w = Pdx + Q) dy okreslonej w obszarze D zachodzi wzor

o - o [ [ (2 5) o
_ //D (%_2_9 dz dy.

UWAGA: Tw. jest prawdziwe przy ostabieniu zalozen: wystarcza zadac¢, aby brzeg
OD sktadat si¢ z krzywych przedziatami kl C*! [Kotodziej, str. 442-443 - jest to szczegdlny
przypadek Tw. Stokesa po podzbiorze z osobliwoéciami].
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3.3.2 Twierdzenie Stokesa dla powierzchni 2-wymiarowej w R3

Twierdzenie 3.3.2 (Twierdzenie Stokesa dla powierzchni z brzegiem, 2 wymi-
arowej w R3) Niech S C R? bedzie ograniczong powierzchnig zorientowang o brzegu S
sktadajgcym sie z jednej lub kilku krzywych kl. C*° zorientowanym dodatnio wzgledem
orientacji S (réwnowaznie: idgc wzdluz takiej krzywej z glowg zwrdécong w strone pola
wektorowego n orientujgcego S bedziemy mieli powierzchnie po lewej stronie.

a) z

X

Orientacija brzegu 48 powierzchni S przy prawoskretnym

ukladzie wspolrzedmych
b) z

Y
Orientacja brzegqu 485 powierzchni S przy lewoskretnym
ukladzie wspdlrzedmych

Wowczas, dla 1-formy réiniczkowej w = Pdx + Qdy + Rdz zachodzi wzor

/w = / (Pd$+Qdy+RdZ)—/dw—/d(de—i-Qdy—i—Rdz)_,,,
as as s s

B OR 0Q oP OR 0Q 0P
= /g(dy az>dy/\dz (az ax)dx/\dz—i-(&x ay)dac/\aly.

UWAGA: z 1-forma w = Pdx + Qdy + Rdz wiazemy pole wektorowe F =[P, Q, R] a
z nim rotacje pola

oy 0z 0z Ox dx Oy
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Strumien tego nowego pola rot F przez powierzchnie S to wlasnie

B OR 0Q oP OR 0Q 0P
//SrotF ds_/s(dy aZ>dy/\dz <8z 8x>dx/\dz+((9x ay)dac/\aly.

Zatem w terminach pola wektorowego wzér Stokesa w tym przypadku oznacza

/ F.ds = // rot F-dS.
as S

UWAGA: Tw jest prawdziwe dla powierzchni S kl. C? ktérej brzeg jest sumg krzy-
wych przedziatami kl. C*.

Whiosek 3.3.1 Jezeli powierzchnia S C R? jest zamknieta (t.j. mie ma brzegu 0S = ()

to
// rot F-dS = 0.
s

3.3.3 Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego

Twierdzenie 3.3.3 (Tw. Gaussa-Ostrogradskiego) Niech W bedzie domknietym i
ograniczonym obszarem w R3 ktérego brzeqg OW jest sumq skofczonej ilosci powierzchni
Sty ey Sk Kl C°. Orientujemy brzeg OW = S1 U ...U Sk za pomocg pola wektorowego nor-
malnego jednostkowego n skierowanego na zewngtrz obszaru W. Wowczas, dla dowolnej
2 formy w postaci w = Pdy A dz — Qdx N\ dz + Rdx N\ dy zachodzi wzor

// Pdy Ndz — Qdx ANdz + Rdx A dy
oW

= /// d(Pdy A dz — Qdx A dz + Rdzx A dy)

(2222
= /// (6P a—Q—F%)da:dydz.

UWAGA Z polem F =[P, Q,R] wiazemy funkcje zwang dywergencja pola
divF = gp + + aR . Dlatego w terminach pola wektorowego wzér Stokesa w tym przy-

padku ma postac
// F-dS :/// (divF) dV.
ow w

Twierdzenie jest prawdziwe gdy brzeg OW jest suma skonczonej iloSci domknietych
platéw poierzchniowych Sy, ..., Sy przecinajacych sie wzdluz conajwyzej skonczonej ilosci
krzywych przedzialami kl. C*.
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4 DOWOD TWIERDZENIA STOKESA

Twierdzenie 4.0.4 (Tw Stokes) Jezeli M jest hiperpowierzchniq zorientowang z
brzegiem OM i ma brzequ mamy orientacje dodatnig to dla dowolnej n — 1 formy na
M o zwartym nosniku zachodzi wzor

/dw—/ w
M oM

Dowéd. KROK 1. M = R*. W tym przypadku M = (). Niech w bedzie dowolng k — 1
formg o zwartym noéniku. Potrzeba udowodni¢ réwnos¢ [, dw = 0. Forma w jest suma
sktadnikéw postaci

= fdxy N ... Ndxi gy Ndxiq N ... Adxy.

Dla krétkosci piszemy daszek nad opuszczonym wyrazem, zatem

— fday A Adxi A A da.

Stad
dw; = df Adazi A ... Adxy A .. A day

= afd 8fdl’l+ ‘l‘ﬁdl'k /\dl’l/\/\(jl\'l/\/\dﬂfk
oy ox; oxy,
aof

= d:ci/\dxl/\.../\da:i/\.../\d:vk
83:1»

of

= (-1 a—dxl Ao ANdzp A A dg.
T

Réwnose ka dw = 0 bedzie wykazana, jezeli pokazemy ja dla kazdego skiadnika:
ka g_gidfl A ... Ndx; N ... \Ndzy, = 0. Niech

supp f C H laj, b
Wtedy z Tw. Fubiniego (ustawiajac odpowiednio kolejnosé catkowania)

of

Rk 8@

R %

b1 i—1 i+1 by
— / / / / ( d@) AN ANTA LN dag.
Ai+1 a;

Do wykazania kroku I wystarcza pokazac, ze f i of d:xZ = (. Poniewaz

dri N ... Ndx; A ... Ndxy,

f (x(l),...,xi, ...,xg) =0 dla z; ¢ [a;,b]
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to z ciagloéci f takze sa zera na koncu przedzialu. Stad z zasadniczego Tw. rachunku
rézniczkowego i catkowego

0
/ 83{- (a:l, ceey T ...,ajg) de; = f (x(l), ceey Ugy ...,:1:2) —f (37(1), ey Oy ...,332) = 0.

KROK II. M =R%. Wtedy OM = RF~! x {0} . Niech w bedzie dowolng k — 1 forma
o zwartym noSniku na M. Forma w jest sumag skladnikéw postaci

k—1
w= fduy A Ndrgoy + Y giday A Ada A A .
=1

Obliczamy

k—1
dw = df Aday A Aduoy+ Y dgg Aday Ao Ada A A day,
=1

0 Jq; —~
- afd:pk/\dxl/\ A dz 1+Z qd:):i/\dml/\.../\dxi/\.../\dxk
T,
of i da:
= (- 1)“8:5 day A .. A dag_ 1/\d5’7k+z Z1azzda:1/\.../\dxi/\.../\da:k.
k 7
P = / w
RE—1x {0}
- / fdml/\.../\dxk_l—I—Z/ O Y o
RF—1x {0} i—1 Y RF1x{0}

Wezmy parametryzacje hiperpowierzchni R¥~1 x {0}
@ : R S RFY {0}, (21, .y 251) — (71, 21, 0) .

Jest ona (—1)"-zgodna z dodatnia orientacjs brzegu & (R¥) = R*! x {0} (pokazat
szczegotowo). Stad skoro ¢* (dzy) = d (0) = 0, to

/ gidz A . Ndzi A .. A day

Rk IX{O}

= (—1)k/ @ (qz-dxl/\.../\@/\.../\dxk>
Rk—l

= (—l)k/k G (1, ooy t—1,0) " (dx)) A e ATA o A @™ (dy)
Rk—1

= 0.
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Zatem

P = / fd£C1 VANPURAN dl'kfl
RE—1x{0}

— (—1)k /Rkl O (fdxy N ... Ndxg—q)

= (—1)k . f(xl,...,a:k,l,O) d.’lﬁl/\.../\dﬂfk,L
Rk—1

7, drugiej strony

L:/dw
=)

P k—1 o
— / (( P L doy A Ado+ Y (=1)7 i oy A N di A /\dxk)
R¥ =1

K oxy, Ox;

0g;

Rk O;

= (=1 of —dxy A . /\da:k—i-z ) dry A .. ANda; A ... A dy.

Rk 8xk -

Poniewaz dla ¢ < k otrzymujemy z Tw. Fubiniego (ustawiajac odpowiednio kolejnosé
catkowania)

%4 dry A oo Adag A .. A day,
RE oz,
dq;
Rk axl
> Jg; R
= —dz; Ndxpdry N .0 ANdzp_q
3@
=0

(co zauwazamy analogicznie jak poprzednio na mocy argumentu no$nika ... ). Zatem

L:/dw
R

_ w1 [ Of

= (-1) ” (%kdxl/\ N dxy,
_ w1 [ Of

= (-1) /Rk axkdazl dxy,

_ / / (/ 0—Ikdxk)dx1...dxk_1

Iz
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Z powodu zwartoSci no$nika f (x1,...,2x_1,2¢) = 0 gdy zx > b dla pewnej b > 0 skad
takze > f (xl, oy Tp—1, ) = 0 dla x, > b co implikuje [;° 5 f -day = fo af dxy, i dalej

: / / ( axkd$k> dl‘l...dl‘k_l
_1\k

1/ / F @i, ) [250) de.
/ / f(zq, ..., LL‘k 1,0) = f(z1, .0y 0—1,0) | doy...dxp_y

= (—1)k/ / f(ZL‘l,...,I’k_l,())dl'l...dl‘k_l

= (—1)k . f(l’l,...,l’k_l,(]) dxl...dxk_l
Rk—1

= P.

KROK III. M jest dowolng zorientowana hiperpowierzchnia z brzegiem OM. Za-
16zmy, ze no$nik formy w jest zawarty w dziedzinie jednej mapy U/, C M. W tej sytuacji
noénik dw takze jest zawarty w U! skad

/dw:/dw,
M /

@

/ w o= / w.

oM AMNU,

/ dw:/ w
. OMNUY,

Niech ¢ : U, — U/, bedzie parametryzacja zgodna z orientacja M (U, jest otwarty w Ri

)
:/&dwz/aso*(dw)Z/ad(@D*w)'

Noénik ¢*w jest zawarty w U, mozna wiec rozszerzy¢ forme ¢*w do gladkiej formy A
okre$lonej na catej przestrzeni Ri ktadac 0 poza U, (pokazaé szczegdtowo). Wtedy na

mocy kroku 2
/d(gp*w):/ d)\:/ )\:/ Yrw
Ua Rk ORE. ORE NU,

Z drugiej strony ¢ : U, — U! po obcieciu do brzegéw

Wystarczy zatem pokazaé

¢ : Uy, NORY — U, NOM

jest parametryzacja OM przy czym rozwazajac na U, N 8R'j C RF1 x {0} orientacje
dodatnia wzgledem R* (czyli (=1)* zgodna z naturalna orientacja RF~! ) mapa obcieta
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jest zgodna z orientacja OM. Stad

P = / w = / o'w=1L.
OMNUY, UaNORE

KROK 1V. Przypadek ogélny. M jest dowolna zorientowana hiperpowierzchnig z
brzegiem OM. Zalézmy, ze noénik formy w jest zwarty. Rozwazmy dowolny atlas {¢,, Uy}
parametryzacji zgodnych z orientacja M i wybierzmy skoficzony ciag indekséw aq, ..., a,
takich, ze suppw C Uy, U...UU,, . Wpiszmy w pokrycie {U,,, ..., U, , M\ suppw} gladki
rozktad jednoSci {pai,p}. Wtedy w = Y 1 p-w (bo pw = 0 wiec w = w-1 = w -

(i1 Pa) +9) =200 po - w-
d - d a; - d a; o CUai
/Mw A(;pz“) ;/M (Pa, @) /8UPPpy, - w
B ;AMpai'w:AM%:pai.w:/aMw'

Zauwazmy, ze dla dowodu tw. Stokesa dla form o zwartych no$nikach wystarcza mie¢
istnienie gtadkich rozktadéw jednosci wpisanych dla rodzin skoniczonych co jest znacznie
tatwiejsze do wykazania.

5 Element objetosci i Tensor Riemanna

Niech na k wymiarowej rzeczywistej przestrzeni wektorowej V' bedzie dany iloczyn
skalarny (-,-) : V x V— R, t.j. dwuliniowe odwzorowanie symetryczne niezdegenerowane.
Pokazuje sie, ze istnieje baza (eq, ..., ex) ktora jest ortonormalna (w skrécie ON), czyli
taka, ze wektory tej bazy maja dlugosci 1 i sa prostopadle do siebie

<€i7 €j> = 5”
Jezeli wezmiemy inng baze ON (éy, ..., éx) to macierz przejécia a := [aj

J od jednej bazy
do drugiej

€; = Zjazej
jest ortogonalna, tzn. wiersze macierzy sa dlugosci 1 i sa prostopadle (co powinno byé
znane z algebry). Istotnie,

by = (&, e;) = (Braje,, Xsajes) = X, sa;a5(e, e5) = ¥y 507050,

_ r.r
= X,a;a;.
Inaczej ten fakt mozna zapisa¢ w postaci
T T\J _
Zrai ((I )r = 5ij

ktéry oznacza, ze
a-al =1Id.
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Z whasnoéci macierzy (Tw. Cauchy’ego)
1=detId=det(a-a") =deta-deta’” =deta-deta = (det a)®

otrzymujemy, ze macierz przejscia a ma wyznacznik det a = £1.

W konkluzji, jezeli obie bazy orientuja V' jednakowo (czyli macierz przejscia ma wyz-
nacznik dodatni) to musi by¢: deta = +1.

Zakladajac, ze na V dana jest orientacja, i bioragc bazy e; oraz €; ON i dodatnie
(czyli orientujace zgodnie z zadana orientacja), stwierdzamy z powyzszego, ze macierz
przejScia a ma wyznacznik +1. Rozwazmy bazy dualne e; i €; w przestrzeni kowektoréw
V*. Zwiazemy z tymi bazami (e;) oraz (€;) tensory skosnie symetryczne stopnia k postaci

w = ejN...Nep,

w = e N..N¢.
Oczywiscie

w(ey,...,ex) = 1,

w(ey,...,ex) = 1.

Pokazemy, ze w = @ co bedzie oznaczalo, ze tensor w okre$lony dla dowolnej bazy ON
dodatniej nie zalezy od wyboru tej bazy. Otéz, skoro @ = r - w dla pewnej liczby
rzeczywistej r to

1 = @w(é,....é,) =r-wley,.., e
= r-deta-w(ey,...,ex) /Spivak Tw. 4.6 str 76
= r-l1-1=r

(co mozna tez tatwo zobaczy¢ z definicji

(€1,...,ex) =7 w (€1, ..., Ek)

1 w

* * (= —
r-e; A ... Nej(€r, ..., E)
”
,

~det [e] (&)]
-det [e;k (ZTa;TeT)]

= r-det [Zra;ef (er)]

= r-det [Zragéir} =7r-det [aﬂ =r
Tensor w réwny w = e A ... A e dla dowolnej bazy ON dodatniej nazywa sie tensorem
objetosci zorientowanej przestrzeni wektorowej k-wymiarowej V. Z powyzszego jest takze
jasne, ze jest to jedyny tensor stopnia k na V' sko$nie symetryczny taki, ze w (e1, ...,ex) = 1
dla pewnej (dowolnej) bazie ON dodatnie;j.

Niech teraz M C R" bedzie dowolng hiperpowierzchnia & wymiarowg w R”. Wezmy
kanoniczny iloczyn skalarny w R"

() : R'XR"—R

(v,w) — Sv'i-wl
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Dla p € M rozwazmy przestrzen styczna T,M C R". Skoro T, M jest podprzestrzenig
wektorowag w R” to iloczyn skalarny obcina sie do tej przestrzeni dajac tensor symetryczny
dwuliniowy i takze niezdegenerowany

G (p) = (-, )| T,M x T,M : T,M x T,M — R.

Tensor G na hiperpowierzchni M nazywamy tensorem Riemanna. Niech M bedzie
zorientowana. Tak jak przed chwilg rozwazajac dowolna baze e; (p) ON dodatnia na
przestrzeni wektorowej zorientowanej 1), M/ wprowadzamy na M k-forme rézniczkowa w
ktéra w punkcie p réwna jest elementowi objetosci tej przestrzeni stycznej, w (p) = ef (p) A
.. N €} (p). Nazywa si¢ ona forma objetosci hiperpowierzchni M i bywa oznaczana
symbolem dV.

Cwiczenie 5.0.1 * Element objetosci dV (p) : T,M x ... x T,M — R na wektorach
(v1, ..., ux) jest rowny znakowanej objetosci réwnolegloscianu rozpietego na tych wektorach
(znak + gdy wektory orientujq T,,M dodatnio i — gdy ujemnie (oczywiscie gdy wektory sq
liniowo zalezne to objetose jest 0).

Twierdzenie 5.0.5 Dla zwartej zorientowanej hiperpowierzchni M

/dV
M

jest réowna p (M) - mierze k-wymiarowej M - czyli objetosci M. W szczegdlnosci dV jest
niedoktadna.

Dowéd. Szkic dowodu. Dla plata U, C M o parametryzacji ¢ : U, — U, zgodnej i
formy objetoéci dV mamy réwnos¢ (do dowodu wykorzystujemy éwiczenie)

O (dV) = || - day A ... ANdxy,
skad

|UC'!|:/ 1:/ |g0'|dx1...dazk:/ |g0’|dx1/\.../\dxk:/ ©* (dV):/ dv.
U, Ua Ua o U’

W dowolnym przypadku wykorzystujemy rozklad jednosci aby wykazac, ze [ 1= | A AV
]

UWAGA: uzasadnia to stary symbol na calke z funkcji skalarnej f po hiper-
powierzchni M : fo = [ fav.

Ponizsze tw uogdlnia Tw. 5.6 z ksiazki Spivaka "Analiza na rozmaito$ciach",
PWN.2005.

Twierdzenie 5.0.6 Jezeli M jest zorientowana hiperopowierzchnia kowymiaru 1, M C
R dim M = n, i N=[Ny, ..., N,11] jest jednostkowym polem wektorowym cigglym nor-
malnym do M to forma objetosci dV jest réuwna

n+1
AV = Ny dwy Ao Aday.

=1
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Przyklad 5.0.1 Wesmy sfere S™ C R™""1. Polem normalnym jest pole punktu wodzgcego
N=lz1,...,2n11] stad forma objetosci na S™ jest réwna

n+1

dS" =" xi - dwy A e AdT .
i=1

/ndS”;éO

bo to jest objetosc sfery S™. W szczegdlnosci forma ta jest niedoktadna, czyli nie istnieje
na S™ zadna forma n dtopnia n — 1 taka, ze dn = dS".

Skoro jest to forma objetosci, to

Podamy teraz pewne ciekawe zastosowania Tw. Stokesa w topologii.

6 Zastosowania Tw. Stokesa w topologii
Oznaczmy przez K" kule w R"*! o promieniu 1 i érodku w 0, zatem 0K"*! = S™.
Twierdzenie 6.0.7 Nie istnieje gladkie odwzorowanie
r: K+l g
ktore jest identycznosciq na sferze S™.

Dowéd. Przypus$émy, ze takie odwzorowanie r istnieje. Wezmy dowolna n-forme na S
taka, ze |, gn w # 0. Forma taka istnieje (np. forma objetosci - lub nawet dowolna n forma
nigdzie nie réwna zeru - patrz Tw 1.5.1). Wtedy (skoro r|S™ = id )

0 7& W= / rfu — / r*w Tw. S:tokosa / d (I'*CU) _ / r* (dw)
Sn n 8K'n+1 KnJrl Kn+1
Kn+1

bo dw jest n 4+ 1 formg na S™ a taka forma musi by¢ zerowa. m

Twierdzenie 6.0.8 Tw. Brouwera o punkcie statym. Niech f : K" — K" bedzie
gladkim odwzorowaniem kuli w kule. Wtedy istnieje punkt x € K™ taki, ze f (x) =z (t.j.
f posiada punkt staly).

Dowéd. Przypu$émy, ze f nie ma punktéw statych. Tzn. dla wszystkich z € K"
punkty = i f(z) sa rézne. Zdefiniujemy odwzorowanie r : K" — S™ ! nastepujaco:
r (z) jest to punkt jaki promien startujacy z f (x) i przechodzacy przez = przetnie sfere.
Trzeba sprawdzi¢ liczac wspélrzedne ze jest to odwzorowanie gladkie. 7 konstrukcji r
mamy r (x) = z dla punktéw z € S". Istnienie takiego odwzorowania jest sprzeczne z
poprzednim twierdzeniem. m
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7 Zastosowania calki powierzchniowej zorientowanej
w Fizyce

7.1 Strumien cieczy

Niech S bedzie powierzchnia zorientowana i V (z,y, z), (z,y, z) € S, polem wektorowym
predkoSci przeptywu cieczy przez powierzchnie S. Wtedy

//SF-dS

jest objetoscia cieczy przeplywajacej przez powierzchnie S w jednostce czasu w kierunku
dodatniej strony powierzchni. Jesli calka ta jest liczba ujemna, oznacza to, ze wiecej
cieczy plynie w przeciwnym kierunku.

7.2 Pole cienia

Zalozmy, ze Swiatlo pada promieniami réwnoleglymi do siebie w kierunku wektora jed-
nostkowego G na plaszczyzne P prostopadia do G. Zalézmy tez, ze powierzchnia zorien-
towana S o parametryzacji ® :D — S jest tak ulozona miedzy $wiattem i plaszczyzna P,
ze kazdy promien $wiatla przecina ja w conajwyzej jednym punkcie.

Woéwczas, pole A cienia powierzchni S na plaszczyzne P dane jest wzorem

A://D G(a—@ aq})'dudv.

>< _
ou  Ov
Jesli éwiatto pada od strony ujemnej powierzchni S to modul w tym wzorze mozna

pominac i catka wowczas réwna sie
A= // G-dS.
S

Wezesniej stwierdziliémy, ze przeptyw ciepta w ciele o temeraturze T (z,y, z) opisuje pole
wektorowe J = —k - VT Stad catka

J[3as ==k [[ vr-is

wyraza globalna ilos¢ ciepta przeplywajaca przez zorientowana powierzchnie S.

7.3 Strumien ciepla

7.4 Prawo Gaussa

Zalézmy, ze pole elektryczne E jest wytworzone przez ladunek elektryczny () punk-
towy, liniowy, powierzchniowy lub przestrzenny. Prawo Gaussa wiaze strumien pola
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elektrycznego E przez zamknieta powierzchni¢ S z catkowitym ladunkiem @) zawartym
wewnatrz S za pomoca calki pola E przez powierzchni e S zorientowana na zewnatrz

1
// E-dS = 47e@,=—Q (7.4.1)
S €o
gdzie € jest wspdlczynnikiem wystepujacym w prawie Coulomba a €, jest wspdtczynnikiem
przenikalnosci elektrycznej danego osrodka w ktérym umieszczony jest tadunek (). Bedzie
ono uzasadnione dla lfadunku punktowego w rozdziale dotyczacym wzoréw catkowych.

7.5 Zadania

Zadanie

Oblicz [, g rot F-dS, gdzie S jest zorientowana do wewnatrz powierzchnia boczng bryty
ograniczonej od géry plaszczyzna z = 0 a od dotu elipsoida 2% + 3% + 322 = 1 dla pola
F =yi — xj + z23y%k.

Zadanie

Oblicz [[ F-ndS gdzie F = [1,1, 2 (2? + y2)2] i S jest powierzchnia catkowita walca

22 +9? < 1,0 < z < 1, zaé n jest polem jednostkowym normalnym skierowanym do
wewnatrz cylindra.

Zadanie

Zalézmy, ze funkcja temperatury jest dana wzorem T (z,v, 2) = % + y* + 2 i niech S
bedzie sfera jednostkowa x2+13%+22 = 1 zorientowana na zewnatrz. Obliczy¢ bez uzywania
parametryzacji sfery strumien ciepla przez powierzchnie S jezeli k& = 1. Zinterpretowac
znak wyniku. Odp. -8.

Zadanie

Niech pole predkoSci przeptywu cieczy bedzie dane wzorem V = /xj (mierzone w
m/s). Obliczy¢ ile m? cieczy plynie na sekunde przez powierzchnig x = y>+22, 0 < z < 1,
zorientowana przez pole dla ktérego cosa > 0.

Zadanie

Niech temperatura 7" w przestrzeni R? dana bedzie wzorem T (x,vy,2) = 322 + 32°.
Obliczy¢ strumien ciepta wplywajacy do érodka walca 22 +y? = 2, 0 < = < 2, przez jego
powierzchnig¢ boczna (dla k = 1).

Zadanie

Niech S bedzie zamknieta powierzchnia ktéra sklada sie z gérnej péisfery x2 +1% 422 =
1,2 >0, ikota 22 +y? < 1, 2 = 0. Niech E bedzie polem elektrycznym zdefiniowanym
wzorem E = 2zi+ 2yj+ 2zk. Obliczy¢ tadunek elektryczny zamkniety przez powierzchnie
S.

Zadanie

Swiatlo pada z gbry na dot w kierunku prostopadlym do plaszczyzny x+2y+3z = —1.
Obliczy¢ pole cienia rzucanego przez dysk 2 4 3? < }1, z = 0. Odp. 45’/7%4.

Zadanie

Niech S bedzie gérna potéwka sfery z2 + y? + 22 = 1, 2 > 0, zorientowang przez pole
normalne skierowane na zewnatrz. Wezmy pola wektorowe

o F =i+ yj,
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o F =yi—+zj.

Obliczy¢ dla tych podl

//rotF~dS i /F-ds,
s c

gdzie C' jest brzegiem powierzchni péisfery S — okregiem jednostkowym w plaszczyznie
OXY przebieganym przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara patrzac z dodatniej czeSci osi
OZ (zakladamy prawoskretny uklad wspéhrzednych). Zauwazyé fenomen réwnosci tych
calek. Bedzie on wyjasniony w nastepnym rozdziale za pomoca wzoru Stokesa.

Zadanie

Pokazac, ze jezeli pole wektorowe F jest styczne do powierzchni S to strumien tego
pola przez powierzchnie¢ S jest zerowy.

7.6 Zadania teoretyczne

Zadanie

Jesli ponizsze zdanie jest prawdziwe, udowodnij je, jezeli jest falszywe daj kontr-
przyktad:

— jesli f (z,y, z) jest funkcjg rézniczkowalng, to strumien pola V f przez powierzchnig
sfery x? + y? + 22 = 1 jest réwny zero.

8 Wykorzystanie wzoru Greena

Przyklad 8.0.1 Niech C' bedzie brzegiem kwadratu D = [0, 1] x [0, 1] zorientowanego
przeciwko ruchowi wskazéwek zegara. Calka po tuku C' musi rozpasc sie na sume calek
po czterech odcinkach. Twierdzenie Greena pozwala wykonaé to jedna catka (o ile
wspotrzedne pola [formy rézniczkowej| sa okreSlone i rézniczkowalne wewnatrz kwadratu).

Np.
4, .3 6 1 _ 9 ey O 4, 3 _
/C(y + 2%) do + 2z dy—//D(ax(Zx) 8y<y +2%) ) dedy = 1.

Twierdzenie 8.0.1 (Pole obszaru ptaskiego) Jezeli krzywa C jest dodatnio zorien-
towanym brzegiem obszaru plaskiego D [C' moze sktadat si¢ z kilku czeci] to pole D réwna

sie
1
|D|:—/a:dy—ydﬁz/xdy:—/ydx.
2 Jo c c
Dowdéd.

%/dey—ydx:%//D(%(x)—%(—y)) dxdy://Ddxdy:|D|.

Pozostale wzory dowodzimy identycznie. m
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Twierdzenie 8.0.2 (Twierdzenie Greena w terminach pola wektorowego) Niech
F = Pi+ Qj = [P, Q] bedzie polem wektorowym ki. C' okreslonym w obszarze plaskim D
ograniczonym dodatnio zorientowana zamknietq krzywa 0D. Wowczas

/ F-ds:// rot ¥ - kdx dy.
oD D

Dowéd. Zgodnie z def. rotacji rot F = (g_@ BP) k. Stad rot F - k = %—P. [ ]
T oz Yy

Twierdzenie 8.0.3 (Twierdzenie Gaussa o dywergencji na plaszczyinie) Niech
D bedzie obszarem plaskim i n — jednostkowym normalnym polem wektorowym wzdiuz
brzegu 0D skierowanym na zewngtrz obszaru D. Dla dowolnego pola wektorowego F kl.

C' na D zachodzi wzor
/ (Fn) ds = // div F dz dy.
oD D

Dowdd. Niech T bedzie ciaglym jednostkowym i stycznym polem wzdtuz brzegu 9D
zgodnym z jego dodatnig orientacja (t.j. (n,T) dodatnio orientuje plaszczyzne, zatem
(n, T, k) dodatnio orientuje przestrzen skad - co wynika z wlasnoSci iloczynu wektorowego
z poczatku wykladu - w ciggu (n, T, k,n, T, k, ...) iloczyn wektorowy dwu sasiednich wek-
toréw jest wektorem nastepnym). Implikuje to T =k x n, a takzen = -k x T i

/aD(F'“) dS:/aDF-(—kxT) dsz_/aDF.(kxT) ds.

7, drugiej strony, z wlasnosci iloczynu mieszanego
F kxT)=T-(Fxk)=(Fxk)- T=—-(kxF)- T,

i zamiany calki zorientowanej na catke niezorientowang z funkcji skalarnej

/aD(F'n) ds—/aD((kxF).T) ds—/aD(kxF)-ds,

Niech F =Ai + Bj, wtedy k x F = Ak x i+ Bk x j = Aj — Bi. Stosujac Twierdzenie
Greena do calki krzywoliniowej (dla P = —B i Q = A) otrzymujemy

/aD(kXF)'dSZ/aD (Aj—Bi)-ds_/ (Pi+0j)
(G5 ) =[] (%8_3)
://D(diVF) dx dy.

Uwaga 8.0.1 Fizycznie, lewa strona plaskiego Twierdzenia Gaussa o dywergencji wyraza
strumien pola wektorowego wyplywajacy z wnetrza obszaru D przez jego brzeg 0D. Jezeli
zatem pole F reprezentuje ptaskie pole przeptywu cieczy, twierdzenie orzeka, ze strumien
cieczy wyplywajacy z D przez jego brzeg 0D w jednostce czasu réwna sie calce po D z
dywergencji pola F. W szczegdlnosci,

e jezeli dywergencja znika, to strumien jest zerowy.
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8.1 Zadania praktyczne

Zadanie
Sprawdzi¢ Tw.Greena dla pola F = [z, xy] i kota jednostkowego D : 2 + y? < 1.
Zadanie
Stosujac calki zorientowane obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywa:

(a) elipsa "5—; + z—j =1,
(b) hipocykloida z3 + y% = a3,
(c) krzywa Steinera

z(t) = %R cost + %R cos (2t),
y(t) = sRsint — s Rsin (2t), t e (0,27).
Zadanie
Obliczy¢ strumien pola wektorowego F = %1 + 23j wyplywajacy z wnetrza kwadratu
[0,1] x [0,1].

9 Wykorzystanie wzoru Stokesa dla powierzchni

9.1 Zadania praktyczne

Zadanie

Znalez¢ cyrkulacje pola wektorowego F = [z, —z, —y| wzdluz brzegu tréjkata zorien-
towanego tak, aby kolejnymi wierzchotkami byty (0,0,0), (0,2,0), (0,0,2).

Zadanie

Niech S bedzie czeécig sfery z2 + 3% + (z — \/5)2 =4, z > 0, zorientowang przez pole
skierowane na zewnatrz. Obliczy¢ [[ rot F-dS dla F = [y, —z,e"*]. (Odp. -2m)

Zadanie

Rozwazy¢ pole grawitacyjne F = —&Mmr

r3

. Pokazag, ze

e divF =0,

e istnieje zamnknieta powierzchnia przez ktéra strumien jest niezerowy (rozwazyé
sfere jednostkowa o érodku w poczatku uktadu wspétrzednych)

e pole F nie ma potencjatu wektorowego ! (Gdyby miato, F =rot G, to zgodnie z
wnioskiem [[,F-dS = [[;rot G-dS = 0 dla kazdej powierzchni zamknietej S ale
jest to sprzeczne z poprzednim punktem.)

Zadanie
Wykorzystujac Tw. Stokesa obliczy¢ catke krzywoliniowsa

/ —Pde 4+ 2> dy — 22 dz
C
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gdzie C jest przecieciem cylindra 22 + y? = 1 z plaszczyzng = + y + 2 = 1; orientacja C
odpowiada ruchowi przeciw wskazéwkom zegara (w/g obserwatora umieszczonego wysoko
na osi 0Z). (Odp. ).

Zadanie

Korzystajac z uwagi 9.2.1 obliczy¢ catke krzywoliniowa niezorientowana,

//s (rot Fon) dS,

gdzie S jest czeScig sfery 22 +y?> + 22 = 1, v +y + 2 > 1, n jest polem normalnym
jednostkowym zwréconym na zewnatrz sfery za§ F =rx (i+j+ k), r = zi + yj + zk.
(Odp. —%+/3m).

Zadanie

Rozwazmy pole wektorowe

Yy .
= 1 —
2 +y? 224y

Sit+k.

Sprawdzi¢, ze rotF = 0 oraz fCF-dS # 0 dla jednostkowego okregu lezacego w

plaszczyznie OX'Y bedacego brzegiem kota. Dlaczego nie jest to sprzeczne z Tw. Stokesa
?

Zadanie
Obliczy¢ [/ s rot F-dS dla pola wektorowego F = [3y, —zz, —y2?] po czeéci powierzchni
S o réwnaniu 2z = 22 + 9% 0 < z < 2, (a) bezpo$rednio, (b) przez zastosowanie

Tw.Stokesa. Zalozy¢, ze powierzchnia S jest zorientowana za pomoca pola wektorowego
normalnego dla ktérego cosvy > 0.

9.2 Zadania teoretyczne

Zadanie
Udowodnié réwnosé

. . — . 2 .
aDcﬁ V¢ -nds //D(¢ V2 +Vo-Ve) ddy.

Zadanie
Wykazaé, ze jesli f jest funkcjg harmoniczna w obszarze D to
0 0
—fdx — —f dy = 0.
oD 8y ax
Zadanie

Wezmy pole wektorowe F = [—#, %ﬂﬂ] . Zakladajac, ze D jest jednostkowym

dyskiem 2% + y? < 1 wyjaéni¢ dlaczego Twierdzenie Greena nie zachodzi w tym przy-
padku.

Przyklad 9.2.1 Rozwazmy pole wektorowe F = ye*i+ xe®j+ zye’k. Wykazemy (korzys-
tajac z Tw.Stokesa), ze catka po dowolnej krzywej zamknietej bedacej brzegiem pewnej
powierzchni znika.
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I-sposcb. Sprawdzamy bezposrednio zwigzek rot F = 0 i stosujemy Tw. Stokesa.
II-sposob. Zauwazamy, ze pole F jest gradientem F = V (zye*) i stosujemy Lemat
mowiacy, ze rotacja gradientu znika.

Uwaga 9.2.1 Z Tw. Stokesa wynika, ze jezeli dwie zorientowane powierzchnie maja ten
sam zorientowany brzeg, wtedy calki z rotacji pola wektorowego przez te dwie powierzchnie
sg rowne.

Zadanie
Niech C' bedzie krzywa zamknieta ktéra jest brzegiem powierzchni S i niech f i g beda
funkcjami kl. C? okre$lonymi w dziedzinie zawierajacej S. Pokazaé réwnoéci

o Jo[Vg-ds=[[ (V] xVg)-dS.
o [ (fVg+gV[)-ds=0.

Zadanie
Pokaza¢ dla zamknietej powierzchni S i stalego pola F (z,y, 2) = v wzér

2//V~ndS: (v xr)-ds,
s as

gdzie jak zwykle r jest polem wektorowym punktu wodzacego.

Przyklad 9.2.2 H? (R?\ {0,0,0}) # 0. Zbior R3\ {0,0,0} jest jednospdjny. Weimy 2

forme

1
w= (xdy N dz — ydx A dz + zdz A dy) .

vVt +y?+ 22
Jest to 2-forma odpowiadajgca polu wektorowemu grawitacyjnemu. Latwo sprawdzamy, ze
(1) dw = 0, skqd forma w wyznacza klase kohomologii [w] € H? (R3\ {0,0,0}).
(2) dla sfery S% (moze byé dowolny promieh)

/Szwsé().

Wiemy z wniosku z tw. Stokesa e gdyby w = dn to f52 dn = 0. Zatem forma
w € Q*(R3\{0,0,0}) nie jest doktadna! Oznacza, to ze klasa kohomlogii [w] nie
jest zerowa!  czyli H? (R3\{0,0,0}) # 0. Oznacza to takze, e pole wektorowe

F = L = = 5| chociaz w R3\ {0,0,0} ma zerowq dyw-

(\/x2+y2+22>3 ’ (\/x2+y2+22>3 ’ (\/x2+y2+zz)

ergencje to nie posiada globalnie potencjatu wektorowego.
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9.3 Wykorzystanie wzoru Gaussa-Ostrogradskiego

9.4 Zadania praktyczne

Zadanie

Obliczy¢ catke powierzchniows zorientowana [[g (221 + y%j + 2°k) - dS, gdzie S jest
sferg 2% + y? + 2% = 1 zorientowang na zewnatrz. Odp. .

Zadanie

Obliczy¢ strumien pola wektorowego F = zy2i+x2yj-+yk przez powierzchnie catkowits
walca 22 + y? < 1, —1 < z < 1, zorientowang na zewnatrz. Odp. 7

Zadanie

Obliczy¢ strumien pola wektorowego V = [23, 43, 23] przenikajacy na zewnatrz sfery
2 +y? + 22 =1. Odp. £~

Zadanie

Znalez¢ strumien pola wektorowego F =[x, y, z| przenikajacy przez na zewnatrz sfery
jednostkowej 22 + 3* + 22 = 1 (a) bezpo$rednio, (b) za pomoca Tw.G-0.

Zadanie

Niech F = yi + zj + xzk. Obliczy¢ [[, F-dS dla kazdego obszaru ograniczonego
ponizszymi powierzchniami

(a) 2? +y* <2 <1,
(b) 2 +¢y*<2<1,2>0,
(c) *+y?<2<1,2<0.

Zadanie
Obliczy¢ [[,, xyzi-dS, gdzie M jest powierzchnig catkowity walca 2?4+ 2? < 1, 0 <
y < 10, zorientowang do wewnatrz.

9.5 Zadania teoretyczne

Zadanie
Wykazaé réwnose

///W(Vf)'Fdefawf-(F-n) dS—//Wf.diVFdV
Zadanie

Wykaza¢ identycznosci Greena:

(@) [[ow [Vg-ndS=[[[, (fV°9+Vf-Vg)dV,
(b) [fow (fVg =gV f)-ndS = [[[, (Vg —gV?f) dV.

Zadanie
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Ustalmy k wektoréw vy, ..., vi i rozwazmy k tadunkoéw elektrycznych ¢, ..., ¢ umieszc-
zonych odpowiednio w vy, ..., vi. Wezmy funkcje

k
CI)(‘T’:%Z):ZL gdzier:[x,y,z].

— A |lr — vi|’

Pokazac, ze dla zamknietej powierzchni S na ktérej nie lezy zaden tadunek i pola E =

—V® zachodzi
// E-dS = Q,
s

gdzie () jest suma tadunkéw lezacych wewnatrz S.

10 ZASTOSOWANIA TWIERDZEN
CALKOWYCH

10.1 Cyrkulacja a rotacja

W teorii pola wektorowego wspomnieliémy, ze rot F ma zwiazek z efektami obrotowymi
pola F. Oto wyjasnienie doktadne tego zwiazku bedace konsekwencjg Tw. Stokesa.

Twierdzenie 10.1.1 Niech C. bedzie okregiem o promieniu € i Srodku w punkcie X,
prostopadtym do wektora jednostkowego n. Orientujemy C. w/g rysunku: [zrobi¢ sobie
prosze samemuf

Niech F bedzie polem wektorowym okreslonym w obszarze zawierajgcym x,. Wtedy

e—0 e

1
(rot F) (x,) - n = lim — / F.ds. (10.1.1)
Ce

Oznacza to, ze rzut rotacji (rot F) (x,) na kierunek n moze byé interpretowany jako cyrku-
lacja pola F po brzegu jednostkowego obszaru lezacego w plaszczyinie normalnej do n (we
wzorze powyzszym we2 jest polem kola ograniczonego przez okrqg C.).

Dowdéd. Oznaczmy przez S. dysk (tzn. koto) o érodku w x, i promieniu ¢ lezacy w
plaszczyznie prostopadlej do n. OczywiScie C, = 0S.. Z Tw. Stokesa

// rot F-dS —// (rot F-n) dS = | F.ds.
€ € CE

7 Tw. o wartosci éredniej dla catki podwdjnej wynika istnienie punktu x. € S, takiego,
ze

// (rot Fon) dS = ((rot F) (x.) - n) - |5].

Stad
1
(rotF) (x.) - n = S /E F-ds = . F.ds.
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Dla ¢ — 0 zachodzi x. — x,. Zatem

e—0 re2

(rot F) (x,) - n—th/C F.ds.

]
Whiosek 10.1.1 Z wzoru (10.1.1) wynika, ze

e jesli cyrkulacja pola wzdtuz kazdego tuku zamknietego jest zerowa, to pole wektorowe
jest bezwirowe.

Na odwrét wiemy, ze nie zachodzi. Pole wektorowe bezwirowe moze mie¢ niezerowa
cyrkulacje (np. F = —xQ—_yFy?i + xszyz j, chyba, ze jest okreSlone w obszarze jednospéjnym !

Zadanie
Sprawdzi¢ prawdziwo$¢ powyzszego wzoru dla pola wektorowego opisujacego ruch
obrotowy.

10.2 Dywergencja a strumien

Wykorzystamy Tw. Gaussa-Ostrogradskiego do podania fizyczneji geometrycznej inter-
pretacji dywergencji.

Twierdzenie 10.2.1 Jesli B, jest kulg o promieniu r ¢ srodku w punkcie x, oraz brzegu
S, = 0B, zorientowanym na zewngtrz, to dla dowolnego pola F okreslonego w otoczeniu
punktu x, dywergencja pola F w x, jest dana wzorem

(divF) (x,) = lim |B | //TF -dS. (10.2.1)

Dowdd tego twierdzenia przebiega podobnie do dowodu Tw. (10.1.1). Wykorzystuje
sie¢ tu Tw. G-O i twierdzenie o wartoSci $redniej dla calki potréjne;j.

Uwaga 10.2.1 Wz6r (10.2.1) orzeka,ze dywergencja (divF) (x,) pola F w punkcie x,
moze by¢ interpretowana jako strumien pola F wyplywajacy z zamknietej jednostkowe;j
objetosci zawierajacej x,. W przypadku interpretacji hydromechanicznej i pola F opisu-
jacego predkos¢ przeplywu cieczy wyjasnia to nazwy punktéw ”zrédlo” i ”"ujscie”.

Whiosek 10.2.1 Z wzoru (10.2.1) wynika, ze

o pole wektorowe dla ktorego strumien przez kazda powierzchnie zamknietq jest zerowy
ma znikajacq dywergencye,

Na odwroét wiemy, ze nie zachodzi. Pole wektorowe bezzrédiowe moze mie¢ nieze-
rowy strumien przez zamknieta powierzchnie (np. pole grawitacyjne F = — m% )
chyba, ze jest okreSlone w obszarze gwiazdzistym. Zauwazmy dodatkowo, ze jed-
nospéjnosS¢ obszaru nie wystarcza do réwnowaznoSci bezzrédiowosci ze znikaniem
strumienia, np. ww wspomnianym zadaniu dziedzing pola jest przestrzen R3 z
usunietym punktem a ten zbidr jest jednospdjny!
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11 Zastosowania Tw. Stokesa w elektromagnetyzmie

Rachunek wektorowy gra istotng role w teorii elektromagnetyzmu.

11.1 Ro6wnanie Maxwella

W zamknietym obwodzie C' zbudowanym z przewodnika pojawiajg sie prady elektryczne
(zwane indukcyjnymi), jezeli przez powierzchnie S ograniczong obwodem przenika zmi-
enny strumien magnetyczny. Natezenie pradu indukowanego zalezy jedynie od szybkosci
zmian strumienia magnetycznego (jest to tzw. zjawisko indukcji elektromagnetycznej
Faradaya). Przykladowo, zjawisko to ma miejsce gdy do obwodu zblizamy i oddalamy
staly magnes.

Zmienne w czasie natezenie pola elektrycznego E (t) i pole wektorowe indukcji mag-
netycznej B (t) zwiazane sa ze sobg jednym z ré6wnan Maxwella:

rot E = —%—]:’ (11.1.1)

11.2 Prawo Faradaya

Zwiazek miedzy cyrkulacja natezenia pola elektrycznego wzdluz obwodu C' (nazywane
tez “spadkiem napiecia wzdluz”) a strumieniem indukcji pola magnnetycznego przez
powierzhnie S ogra-niczong obwodem C' wyraza réwnanie zwane prawem Faradaya:

/Eds———//BdS

Latwo jest uzasdni¢ to prawo korzystajac z réwnania Maxwella (11.1.1) i Tw. Stokesa.

7 Tw. Stokesa dostajemy
/E-ds:// rot E-dS.
c s

Korzystajac z réwnania Maxwella (11.1.1) i zaktadajac, ze znamy prawo matematyczne
wchodzenia z rézniczkowaniem pod znak catki otrzymujemy

/CE-ds://rotEdS // dS__at// -dS.

11.3 Prawo Gaussa c.d.

Podstawa wykazania Prawa Gaussa jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 11.3.1 Niech W bedzie obszarem w R® dla ktérego poczatek uktadu
wspdtrzednych (0,0,0) nie lezy na brzegu OW. Wtedy

rno o [ dr jesti (0,0,0) € W
o T - 0 jesli (0,0,0) ¢ W,

gdzie r (x,y,z) = xi + yj + zk jest wektorem wodzacym punktu (x,y,z) a r(z,y,z) =

v (z,y,2)|| = V2% +y? + 22
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Dowéd. Jedli (0,0,0) ¢ W to powyzszy wzér wynika bezpoérednio z Tw. Gaussa-
Ostrogradskiego o dywergencji

//aWFdS /AW%.dS:///Wdiv<T£3> av =0

bo pole ;5 ma zerowa dywergencje. Istotnie

1 . 1
div (r3) = ﬁdlv(r) +V <ﬁ) T

gdyz r-r = r? oraz

1 [0
V(ﬁ>_ 8x

Y Z
=[5 3535
r

Jedli (0,0,0) € W to argumentacja powyzsza jest falszywa, bo pole 5 nie jest okre$lone w
punkcie (0,0,0) . W tym przypadku wezmy mata kulke B o srodku w (0, 0, 0) i promieniu r,
catkowicie zawarta wewnatrz obszaru W i oznaczmy przez W obszar przestrzenny zawarty
miedzy OW i OB. Oczywiscie (0,0,0) ¢ W. Orientujemy brzeg OB kulki B standardowo
przez pole wektorowe skierowane na zewnatrz kulki, jednakze wtedy — jako czgs¢ brzegu
obszaru W — jest to powierzchnia zorientowana ujemnie (gdyz kulka B lezy na zewnatrz
obszaru W) Stosujemy pierwsza czesé dowodu dla obszaru W = W

o~ Jf, e, o [,
// dS // —dS 4
ow 3 op T3

gdyz na brzegu 0B sfery B o promieniu r, zachodzi n = W i dlatego

Stad

rn 2?4yt 422 1

r3 r4 r2

1 1 1
// _SdS // —2d52—2|aB|:—247TT’3:47T
oB T oB T ro o
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11.4 Dowdd Prawa Gaussa

Potencjalem w punkcie (z,y,z) pola elektrycznego indukowanego przez ladunek elek-
tryczny () umieszczony w Srodku ukladu wspétrzednych jest (patrz prawo Coulomba

dre,r  Ame,n/x? 4+ Y2 + 22

Pole elektryczne E wyznaczone jest swoim potencjalem V' jednoznacznie jako pole
skierowane w strone najwiekszego spadku potencjatu V'

B—-vV =29 (1) =2

Are, r Are, 13

Z Tw (11.3.1) wnosimy, ze strumien pola elektrycznego E wyptywajacy z powierzchni
zamknietej OW nie przechodzacej przez (0,0,0) wynosi

r
E-dS = E-ndS = (= .n)dsS
/ /aw / /aw " / oW 47r50 <r3 n)
/ RELYES 2 jesli (0,0,0) € W
ow 4mo 0 jesli (0,0,0) ¢ W.

Jest to tres¢ prawa Gaussa.

11.5 Ciagle pole ladunkéw elektrycznych i ré6wnanie Maxwella

Rozwazmy teraz ciagle pole ladunkéw elektrycznych o gestosci p (z,y, z) . Jedno z réw-
nan Maxwella dla takiego pola ustanawia zwigzek natezenia pola elektrycznego E
wywolanego ciaglym polem ladunkéw z jego gestoscia p

p(z,y,2)
€0

divE =

Stosujac Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego dostajemy

J| mas=[[[ avBav—=- [[] paav

Liczba Q = [[ [, p(x,y, z) dV wyraza catkowity ladunek elektryczny objety powierzchnig
ow.

11.6 Objetosc obszaru przestrzennego

Tw. G-O moze réwniez stuzy¢ do obliczania objetosci obszaru przestrzennego W, analog-
icznie jak Tw. Greena moze stuzy¢ do obliczania pola powierzchni plaskiej. Mianowicie,
objetos¢ |W| obszaru przestrzennego ograniczonego zamknieta powierzchnia 0W dodat-
nio zorientowang jest réwna calce powierzchniowej pola wektorowego F = Pi+ Qj + Rk
ktorego dywergencja divF = M Py 9 B + Jest tozsamosciowa réwna 1 :
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Twierdzenie 11.6.1 (Objetosé obszaru przestrzennego) Jesli divF =1 to

|W|:///WdV:///WdideV://aWF-dS.

Na przyktad polami wektorowymi F o dywergencji réwnej 1 sa F =zi, F =yj, F = zk,
F =3 (zi+yj), .., F =3 (zi+yj+ 2k), itp. Dlatego zachodzi ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 11.6.2 (Objetosé obszaru przestrzennego, wzory konkretne) Jesli
zamknieta po-wierzchnia S jest dodatnio zorientowanym brzegiem obszaru przestrzennego
W [S moze skladat si¢ z kilku “czebci”] to objetose |W| obszaru W réwna sig

Wl ://Sxi.dsz//syj.dsz//szk._ =5 //S (i + yj)-dS :é //S (2 + yj + 2k)-dS.

Przyklad 11.6.1 Zalozmy, ze parametryzacjq dodatniq powierzchni zamknietej S jest
@ (t,u) = (z(t,u),y(t,u), 2 (tu), (t,u) € D C R Wtedy

LO0®d 0P % oz

Stad, objetosc obszaru W ograniczonego powierzchniq S rowna sie

|W|:///WdV://Sxi-dS://Dx(t,u)-' %:% (Zj:i ‘dtdu.

Analogicznie mozemy wyprodukowaé inne wzory wyrazajgcee objetosé obszaru W wychodzgce
od innego pola F o dywergencji 1, np. F =yj lub F = zk :

|W|z///wdvzf/syj-dsz_//Dy(t,u).
[l [ o oo £

11.7 Zadania praktyczne

oz 0z
g8 ’ dt du,
ou

ou

dt du.

Zadanie

Powtarzajac rozumowanie z przyktadu (11.6.1) (aby utrwali¢ teorie calki krzywolin-
iowej i wzér G-O) obliczy¢ objetosé torusa o duzym promieniu R i matym r. Odp. 272 Rr?
- tyle samo ile wynosi objeto$¢ walca powstalego z przeciecia torusa wzdtuz malego okregu
i jego ”wyprostowania”.

Zadanie *

(Wykorzystanie wzoru G-O w drugg strone) Obliczy¢ [[[, 2*dxdydz po ob-
szarze ogra-niczonym paraboloidg eliptyczng z = 22 + % i plaszczyzng z = 1. (Znalezé
pole F ktorego dywergencja jest funkcja 22 i zastosowat wzér G-O). Odp. 5
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11.8 Zadania teoretyczne

Zadanie
Wykorzystujac ostatni z napisanych wyzej wzoréw rozwiaza¢ nastepujace zadanie:
Dana jest zamknieta krzywa w plaszczyznie OY Z o réwnaniu parametrycznym

{ y=y(t)>0,
z=z(t), tela,pbl.

Obracamy ja dookota osi OZ otrzymujac powierzchnie obrotows o parametryzacji
® (t,u) = (y (t) sinw, y () cosu, 2 (1)), we [0,27], t € [, 6.

Obliczy¢ objeto$¢ otrzymanej bryly obrotowej W. Odp. |W|= —2r [ 5 2 (t)y' (t)y(t) dt.
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