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CZBSCG 1IL.

Przestrzenie zespolone

ROZDZIAE XV.
(Ogdlne whasnogei przestrzeni zespolonych

120. Punkty przestrzeni zespolonych. Okazalismy we wstepie, jak
przestrzenie rozpatrywane w elementarnej geometrii euklidesowej daja
sig potraktowad, dzigki wprowadzeniu spélrzednych kartezjariskich, jako
przestrzenie, ktérych punktami ss uklady uporzadkowane liczb rze-
czywistych. To nas doprowadzilo do pojecia n-wymiarowych przestrzeni
kartezjanskich C,, ktérych badanie stanowilo przedmiot czedei I tej
ksigzki. Okazalo sig (w Nt 16 i 19), ze hiperplaszczyzny w przestrzeni C,,
dajg sie analitycznie scharakteryzowaé jako zbiory punktéw, ktérych
spélrzedne sg funkejami linjowymi (tj. pierwszego stopnia) wzgledem
niezaleznych parametréw rzeczywistych, za§ (n—1)-wymiarowe hiper-
plaszezyzny sa (w mysl Nr 23) identyczne z tworami pierwszego stopnia,
czyli ze zbiorami punktéw, okreglonymi przez jedno réwnanie pierwszego
stopnia wzgledem ich spélrzednych.

Dazenie do potraktowania réwnolegloéel prostych jako granicznego
przypadku ich przecinania sie doprowadzito, w czeci II tej ksiazki, do
pojecia punktéw niewlasciwych i przestrzeni rzutowych, dzieki ktérym
wlasnodei tworéw pierwszego stopnia przybraly bardzie] harmonijng
postaé. Inne rozszerzenie przestrzeni kartezjanskich stanowily prze-
strzenie M&biusa, w ktérych twory liniowe zostaly potraktowane jako
szezegdlny przypadek sfer. ‘

W rozdzialach VII i VIIT poznaliémy szereg zagadnied geometrycz-
nych, wyprowadzajacych nas poza zakres tworéw pierwszego stopnia.
Wirdd poznanych tam zbioréw wiekszo$é okreslona byla przez réwnania
stopnia drugiego, przy czym okazato sie, ze — w przeciwiefistwie do
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tworéw stopnia pierwszego — twory stopnia drugiego przedstawi
znaczng rozmaitodé ksztaltéw. Poznanie ich ogdélnych wlasnodei i .
klasyfikacja stanowié beda w dalszym ciagu gléwng czedé naszego zadan
Fatwo jest przewidzieé, ze ograniczanie sie do rzeczywistych warto
spétrzednych, ktére wystarczaly nam w dziedzinie tworéw stopr
pierwszego, bedzie wysoce niedogodne przy tworach okreslonych pr:
réwnania stopnia drugiego, naturalng bowiem dziedzing dla réwn
algebraicznych stopni wyzszych nie jest dziedzina liczb rzeczywisty:
lecz dziedzina liczb zespolonych.

7 tego wrzgledu korzystne bedzie stanaé od razu na gruncie bardz
ogélnym i wprowadzié tzw. przestrzenie zespolone. :

Mianowicie przez n-wymiarowq przesirzen kartezjaiskq  zespolo
rozumie¢ bedziemy zbiér €, wszystkich ukladéw uporzadkowany
(21, 25 --.» 2,), zhozonych z n liczb zespolonych, zad przez n-wymiaron
praestrzent, rzutows zespolong — zbior B, wszystkich ukladdw uporzadkow
nych {2, 2y, ..., 2,}, zlozonych z n+1 liczb zespolonych, nie wszystkic
jednoczesnie réwnych zeru, przy czym uklady proporcjonalne uwaza s
zawsze za jeden i ten sam punkt.

Poniewaz liczby rzeczywiste sg szezegélnym przypadkiem liczb z
spolonych, wiec punkty przestrzeni (', naleza réwniez do przestrze:
g,
Nazywaé je bedziemy reecaywistymi punktami przestrzent €.
Podobnie kazdy punkt {z, &, ..., %,} przestrzeni P, uwazaé mozen:
za punkt przestrzeni B, identyfikujac go ze wszystkimi uktadar
postaci {A-zg, A-2y, ..., A-2,}, gdzie 1 jest dowolng liczbg zespolor
rézng od zera.

Punkty tej postaci nazywamy rezeczywistyms punkiami przestrzens Y&

Dla kazdej liczby zespolonej z=a-+1y oznaczaé bedziemy przez z liezk
Sprzezong, x—1y. Z algebry wiadomo, ze cztery dzialania arytmetyczni
wykonywane na liczbach sprzezonych, dajg zawsze wyniki sprzezone ora
ze liczby sprzezone sg sobie rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa rzeczy
wiste.

Dla kazdego p=(zy, zy, ..., 2,) & €, oznaczmy przez p punkt o spél
rzednych sprzezonych (zy, 2,, ..., 2,); punkty p i p nazywamy spregic
nymi. Podobnie, dla kazdego punktu p={zy,z,...,2,} ¢ B, punkten
sprzgzonym nazywamy punkt p={Zy, 7, ..., Z,}.

By wiedzieé, Ze ta ostatnia definicja jest poprawna, nalezy stwierdzic
ze zastapienie liczb 2z, 2y, ..., 2z, przez liczby do nich proporcjonalne
Ay, Aozy, o s Aoz, nie zmieni punktu p. Istotnie, wobee 1-z,=:17
mamy {A-zy, 22, ..., A2, }={1-Z, 1-Zy, ..., A-2,} =D
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Twierdzenie. Punkty sprzezone p ¢ P sq réwne wiedy i tylko wiedy, gdy sq
rzeczywiste.

Dowéd. Dla przestrzeni €, prawdziwoéé twierdzenia jest oczywista.
Pozostaje wiee podaé jego dowdd dla przestrzeni .

Niech p={zy, 2y, ..., z,,} bedzie réwne p=/{z, 2y, ..., 2, }. Istnieje zatem
liczba zespolona 4 taka, ze

(1) z,=A-z, dlar=01,...,7n.

Istnieje wskaznik v, taki, ze z, 0. Wowczas A==, a wiec (1) przyj-

"o
muje postad

2y 272, 2, dar=0,1,... 7.

Ale liczby stojace po obu stronach tej ostatnie] réwnosci sg sprzezone,
réwnosé ich znaczy wiec, ze sg one rzeczywiste. Zatem punkt

P={20, 211 <+ vs 20} =12y 20y Zyy P1s > By " Zn}
jest punktem rzeczywistym, co bylo do okazania.

W okreslonych w ten sposéb przestrzeniach zespolonych €, 1P, nie
bedziemy wprowadzaé pojecia odlegtofci. Treéé geometryczng nadamy
im opierajac sie na uwadze, ze uzyskane poprzednio zaleznosci analityez-
ne miedzy spélrzednymi, stanowigce w dziedzinie rzeczywistej anality-
czny wyraz faktéw geometrycznych, zachowuja na ogét swoj sens réwniez
wtedy, gdy przeniesiemy je na przypadek zespolony. Stanowié one beda
w tej ogélniejszej dziedzinie definicje pojeé geometrycznych, co w istocie
sprowadza sie do rozciggnigeia terminologii geometryczne] na dziedzine
zespolong. Blizej rozpatrzymy to w Nr 121—125.

CWICZENIE. Okazaé, ze dla kazdej pary punktéw p=(23, 25 - z,) oraz
p’:(z'l, z'g, ..., 7,) przestrzeni €, funkcja

00 )=V 12— Pt lea—25 B =2

spelnia warunki charakteryzujace pojecie odleglosei.
Przy takim zmetryzowaniu przestrzen €, jest izometryeczna z Coy-

121. Geometria przestrzeni €,. Kazda geometria jest teorig niezmien-
nikéw pewnej grupy przeksztalcert (rozdzial VI, Nr 58). Obierajac
w rozmaity sposéb grupe przeksztaleen, otrzymujemy rozmaite geometrie
danego zbioru punktéw. W ten sposéb grupa izometrii przestrzeni C,
dawala nam metryczna geometrie tej przestrzeni, grupa podobietstw —
geometrie podobienstw, grupa przeksztaleent afinicznych — geometrie
afiniczng przestrzeni C',. Podobnie i w przypadku przestrzeni €, roz-
rézniamy pare sposobéw wyboru grupy przeksztatcen:
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Najmniej obszerna z tych grup jest grupa izometris rzeczywist,
ktére okreslimy obecnie arytmetycznie jako prazeksztalcenia post

F(2, 29y ver 20) == (21, By o 20>
gdzie:
(2) 2=, 01, 2y Rt e a2 dlaj=1,2, ... 0,

przy czym spllezymniki a,; sa liczbami rzeczywistymi, a maci
(a;;) (5, §=1, 2, ..., n) jest ortogonalna.

Sa, to wige te same przeksztaleenia (wzajemnie jednoznaczne), z ktéry
mieliémy do czynienia w dziedzinie rzeczywistej (w Nr 50), z tym,
obecnie stosujemy je do przestrzeni €,. Przy tych przekszbaleenia
przestrzen C, przechodzi na siebie tak, Ze otrzymana geometria pr
strzeni €, obejmuje geometrie przestrzeni C,. Poniewaz w ksiazco 1
przede wszystkim interesujemy si¢ wlasnogeiami figur lezgcych w prz
strzeni C,, a wprowadzenie przestrzeni zespolonych jest — jak wspomni
lismy w Nr 120 — jedynie wynikiem naturalnego rozszerzenia alg
braicznego instrumentu badan na twory geometryczne stopni wyzszy«
od pierwszego, wige teoria niezmiennikéw grupy izometrii rzeczywisty«
bedzie najbardziej istotna czedcia naszych rozwazan.

W ten sposéb okreslons geometrie przestrzeni €, nazywaé bedzien
geometriy metrycang rzeceywisia.

Grupa izometrii o spélezynnikach rzeczywistych stanowi podgruy
obszerniejszej grupy izometrii zespolonych, a wige przeksztatcen f okresl

nych przez wzér (2) o spélezynnikach a,; zespolonych, gdzie macie:
n

(@) (3, §=1,2, ..., n) jest ortogomalna, tj. gdzie D @y ;- =0, dI
mr=1,2,..., % =

Teorie niezmiennikéw tej grupy przeksztalcen nazywaé bedziem
geometriq metryczng zespolong przestrzent €.

Podobnie jak w przestrzeni C', (ob. Nr 54), tak i w przestrzeni ©
preekszialcenie izomelryczne zawsze moiemy interpretowad jako wprowa
dzenie nowego ukladu spélrzednych prostokainych.

W przypadku, gdy izometria jest rzeczywista — méwié bedziemy
ukladzie rzeczywistym spélrzednych prostokgtnych.

Przeksztalcenie przestrzeni €, postaci f, okreglone przez wzory (2)

gdzie spélezynniki a, ; spelniajg warunki:

n n n

2 2
D= 70 oraz > @@, =0 dla g, p=1, 2, ..., n; ol
J=1 J=1 J=1

nazywamy (zgodnie z Nt 56) podobieristwami.
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Jezeli wszystkie spélezynniki a,; sa rzeczywiste, to podobienstwo
nazywa sie rzeczywistym, a bez tego zalozenia mamy podobiedstwo
zespolone.

Teoria niezmiennikéw grupy podobienstw rzeczywistych w przestrzeni
€, nazywa sie rzeczywistq geometriq podobierstw przestrzeni €,, zas
teoria niezmiennikéw grupy podobieristw zespolonych — zespolong geome-
triq podobierstw przestrzeni €.

Przeksztatcenia przestrzeni €, postaci f, okreflone przez wzory (2)
o wyznaczniku |a, | (i, j=1,2,...,n) réznym od zera, nazywamy
preeksztalceniami afinicenymi zespolonymi.

Tworzg one grupe, ktérej podgrupe stanowia przeksziafcenia afiniczne
rzeczywiste, czyli te, w ktérych spétezynniki a, ; sg rzeczywiste. Teoria
niezmiennikéw grupy zespolonych przeksztalcen afinieznych nazywa sie
zespolong geometrig afiniczng przestrzeni €, za§ teoria niezmiennikéw
grupy rzeczywistych przeksztalcen afinicznych — rzeczywistq geometriq
afiniczng przestrzeni €.

Jasne jest, ze grupa izometrii zespolonych stanowi podgrupe grupy
podobietistw, ta za$ podgrupe grupy przeksztatcen afinicznych ze-
spolonych. Podobnie grupa izometrii rzeczywistych stanowi podgrupe
grupy podobiefistw rzeczywistych, ta za§ podgrupe grupy przeksztalcen
afinicznych rzeczywistych.

Poniewaz przy reeczywistych przeksztalceniach izometrycznych, podo-
biefstwach lub przeksztalceniach afinicznych przestrzeni €, przestrzen
¢, przechodzi na siebie, wiec rzeczywiste geometrie: metryczna, po-
dobienstw i afiniczna przestrzeni €, obejmujg w szczegénosei odpowied-
nie geometrie przestrzeni C,.

Podobnie jak w przestrzeniach rzeczywistych (ob. Nr 60), tak i w
przestrzeni zespolonej przeksztalcenie afiniczne zespolone mozemy
zawsze interpretowaé jako przejécie do innego ukladu sp6lrzednych, tzw.
ukodnokatnego ukladu zespolonego.

Pojecie granicy w swej postaci arytmetyczne] (wzor (14) z Nr 52)
przenosi sig bez zmiany na przestrzen €.

Tym samym zdefiniowana jest grupa homeomorfizméw przeksztal-
cajacych przestrzenn €, na siebie, zawierajaca w szezegblnofei jako
podgrupe grupe wszystkich przeksztalcen afinicznych. _

Teoria niezmiennikéw grupy homeomorfizméw nazywa si¢ topologiq
preestrzent € .

Dla przeksztaleen afinicznych udowodnimy twierdzenie, ktére odda
nam podobne uslugi, jak twierdzenie z Nr 9 w przestrzeniach C
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Twierdzenie. JeZeli ¢;=(c; 1, Cia, -+ > Cin)s gdzie 1=0, 1, ..., k, sq punk-
tami przestrzeni €., pray czym macierz
1 ¢y1 Co2 o0 Con
1 ¢,1 €2 v Ciyn

erre srese ean

1 Cr1 Cp2 .

ma rzad réwny k-+1, to isinieje takie praeksztalcenie afiniczne (zespolone)
| przesirzeni &, na siebie, fe f(v;)=c;, gdzie v,=(0,,9;, ..., d,) dla i=
=1,2, ...,k

Dowéd. Poniewaz permutacja spélrzednych jest oczywiscie przeksztal-
ceniem afinieznym, wiec mozemy zalozyé, ze:

I oeor €onee-Co 1,1 —Co, 1 C1,2=Cy, 2.+ C1, x=Co, &

I ci,n eroeeiCyr| | C1—Co1 G2 2—Coneve G, p—Co, 0

(3)

Cr,1—Cu1 Cp,o—Cpave Cp p—Co, &

Niech
¢ j=co -0 dla i=k-+1, k42, ..., n, oraz j=1, 2, ..., n.
Wezmy pod uwage przeksztalcenie:

f(2g, 2s, -

okreslone przez wzory:

*) z}l):(zla E2: ey zll):

n
(4) Ej:CO‘j"I—Z (er,j—co,j) -2 dla j=1,2, ..., n.

p=]

Dla =0, 1, ..., k mamy wéwezas:

f(l.l'):f(é'.zl: 6§1 ey 6:[)2 (Gi, 1 cﬁ,?: seey CI', 7I)=Cis
poniewaz

n
Cj’j=CU“,'+Z (€, j—Co,3) 0, dla i=0,1,...,n oraz 7=1,2,...,n.
re=]1
Pozostaje wige okazaé, ze wyznacznik spétezynnikéw ze wzoréw (4)
jest ézny od zera. Wyznacznik ten ma postaé:

€1,1—C,1 Co,1—Cy,1 -»+ Cp,1—Co 1

C1,2—Co,n  C2,2—C0,2 ... Cp—Cp 2

c1, n-CIJ, n CE, u_c'O, o Cn,n"cu, n

Lecz dla i>k jest €;5—Co;=~0}, a wiec w ostatnich n—/ kolumnach
Wwyrazy na gléwnej przekatnej sa jedynkami, pozostale za$ zerami.

icm

[Nr 122] Pojecia afiniczne w przestrzeni €, ‘ 299
Wynika stad, ze wyznacznik ten jest réwny wyznacznikowi (3), a wiec
jest ré7ny od zera, co bylo wlaénie do okazania.

CWICZENIA. 1. W przestrzeni €; dane sg dwa punkty (2;) i (z,). Kiedy istnieje
przeksztalcenie afiniczne o spélezynnikach rzeczywistych, przy ktérym z, przejdzie
na 2,?

2. Na plaszezyZnie zespolonej §, dane sg dwie pary réznych punktéw z;,z, i
23, 2, oraz takie praeksztalcenia afiniczne o spélezynnikach rzeczywistych f, i fo,
ze f1(21)=23 1 [5(2s) =24 Czy istnieje takie przeksztalcenie afiniczne f o spélezyn-
nikach rzeczywistych, ze f(z);=z,1 f (2,) =2,?

3. Podaé przyklad przeksztalcenia izometrycznego plaszezyzny G,, dla ktérego
zaden ze spélezynnikéw a; ; nie jest rzeczywisty. Zbadaé, czy wlasnosci macierzy
ortogonalnej, dowiedzione w Nr 59, zachowuja sie, gdy wyrazy jej sq liczbami
zespolonymi.

!

122. Pojgeia afiniczne w przestrzeni €. Znaczna czeéé pojec i wynikéw,
podanych dla przestrzeni rzeczywistych w czesci I i II tej ksiazki,
przenosi sig bez zmiany na przestrzenie zespolone.

Te moznos¢ rozciggania rozwazai na dziedzing zespolong zaznaczali§my
tam liters »z» umieszezong przy Nr definicji lub twierdzeniu.

Zestawmy obecnie te, ktére potrzebne nam bedg w dalszym ciagu.
Nalezg do nich podane w Nr 7 definicje dzialar na punktach przestrzeni,
jak réwniez prawa formalne, ktérym dzialania te podlegaja. Podane w Nr
10 przedstawienie analityczne punktéw prostej L, przechodzace] przez
dwa rézne punkty a i b, w postaci p(t)=t-a-+(1—t)-b, przyjmiemy
obecnie za definicje prostej (zespolonej) w przestrzeni €, z tym, ze zakres
zmiennodci parametru ¢ zostanie teraz rozszerzony na zbiér wszystkich
liczb zespolonych. Bez zmiany tez przenosi sie wprowadzone w Nr 10
pojecie stosunku pojedynczego podziatu oraz arytmetyczne okreslenie

a-+b

srodka pary punktéw a i b jako punktu

Zauwazmy, ze — podobnie jak w dziedzinie rzeczywistej — jesli ¢, 14,
sg réznymi liczbami (zespolonymi), to odpowiednie punkty p(¢) i p(f,)
prostej L sg réine, przy czym prosta L' przechodzgca przez nie jest
identyezna z L. Istotnie, punkty prostej L’ sg postaci:

t-[ty-at(1—1) - b]+(1—1)- [f-a(1—1y) -b] =
=[t-t, 4 (1—1) - ty]-a+[1—t-8,— (1—1)-1,] - b,

a wiec naleza do L, przy czym spélezynnik A=t.f,+(1—12)-1, przybiera
przy zmiennym ¢ kazda warto$é zespolona.

A wigc przez kaéde dwa réine punkty przestrzeni €, preechodzi dokladnie
jedna prosta (zespolona). '
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Dowéd (z Nr 59), ze tak wprowadzone pojecie prostej jest niezmien-
nikiem afinicznym, czyli Ze przekszialcenia afiniczne sq kolineacjami,
przenosi sig bez zmiany na przypadek przestrzeni €, i na przeksztalcenia
afiniczne o dowolnych spétezynnikach zespolonych.

Dotyezy to réwniez pojecia stosunku pojedynczego podziatu oraz
pojecia $rodka pary punktéw.

Majac okreslone proste w przestrzeni €,, mozemy na przestrzer te
przenie$é definicje zbiorow lintowych, zlqezéw oraz liniowe] zaleinoder i
niezaleznosel punktéw (z Nr 161 17).

Przenosi sie réwniez bez zmiany twierdzenie z Nr 16 orzekajace, e
punkty zlgcza punktéw py, Py, ..., P, S@ identyczne z punktami postaci

ty Potty Dyt At oy, gdzie i+t =1,

gdyz dowdd tego twierdzenia opieral sie jedynie na formalnych prawach
dzialari arytmetycznych, tych samych w dziedzinie liczb rzeczywistych,
co i w dziedzinie liczb zespolonych. Parametry ¢, beda jednak teraz
przebiega¢ wartosci zespolone. Wynika stad dalej, ze arytmetyczna
charakteryzacja lintowej miezaleinosci punkiéw, dana przez twierdzenie
z Nr 17, pozostaje prawdziwa réwniez w dziedzinie zespolonej. Wszystkie
te pojecia jako oparte na pojeciu prostej sa niezmiennikami przeksztalcen
afinicznych zespolonych.

Bez zmiany przenosi sie na dziedzine zespolons (z Nr 12, 13 i 14)
pojecie wektora jako pary uporzgdkowanej punktéw, arytmetyczne
definicje réwnosci wektoréw, wektora swobodnego, dzialan na wektorach
swobodnych (dodawania, odejmowania i mnozenia przez liczbe) oraz
pojecie réunoleglodei wektordw i ich kierunkw (ale nie ich zwrotul).
Zachowujemy tez znakowanie przyjete dla wektoréw w dziedzinie
rzeczywiste].

Wektory lezace na jednej prostej sg réwnolegle; ich kierunek nazywa
si¢ kierunkiem tej prostej. Podobnie jak w dziedzinie rzeczywistej, tak i
w zespolonej prosta przechodzaca przez punkt a i posiadajaca kierunek
wektora a==0 jest identyczna ze zbiorem punktéw p postaci a-+A1-a,
gdzie parametr 1 przebiega wszystkie wartosci zespolone.

Bez zmiany przenosi sie réwniez pojecie liniowej niezaleinosci wektoréw
i jego zwigzek z liniows, niezaleznocia punktow (z Nr 18) oraz twierdzenia
z Nr 20, dotyczace algebraicznego wyznaczania maksymalnej liczby
liniowo niezaleznych wektoréw i punktéw. Wszedzie przy tym mamy
tam do czynienia z niezmiennikami dowolnych przeksztalcen afinicznych.

Natomiast traci swéj sens pojecie orientacji ukladu wektoréw liniowo
niezaleznych, gdyz opieralo sie ono na znaku wyznacznika, ktérego war-
toScia moze byé obecnie dowolna liczba zespolona.
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Hiperplaszezyzne k-wymiarowa w przestrzeni €', okreslilismy (Nr 10)
jako zbi6r izometryczny =z przestrzenia C,. Pééniej okazalo sie
(w Nr 59), ze pojecie to jest niezmiennikiem afinicznym. W przestrzeni
@, definicj¢ Aiperplaszczyzny lk-wymiarowej (zespolonej) przyjmiemy
od razu w postaci afinicznej. Powiemy mianowicie, ze jest to zbiér
liniowy zawierajacy k-1, ale nie wiecej, punktéw liniowo niezaleznych.

Jasne jest, ze jednowymiarowe hiperplaszczyzny sq identyczne z pro-
stymi (zespolonymi). Zauwazmy, ze w szczegdlnosel k-wymiarows
hiperptaszczyzng jest zbiér €, ,, okre§lony dla kazdego naturalnego
k=n (podobnie jak w przypadku rzeczywistym zbiér C, ;) jako zbiér
wszystkich punktéw postaci (21,2, ..., 2;, 0, ..., 0). Jesli § jest hiper-
plaszezyzng k-wymiarows (zespolona) lezaca w €,, to istnieje liniowo
niezaleiny uklad punktéw ¢y, ¢q, ..., ¢, e § taki, ze § jest ich zlaczem.
Wobec twierdzenia z Nr 121 istnieje takie przeksztalcenie afiniczne f
przestrzeni €, na siebie, ze f(»,)=c, dla i=0, 1, ..., k. Poniewaz G, ,
jest zlgczem punktéw o, vy, ..., v, wiec wynika stad, ze f przeksztal-
ca €, na .

W ten sposéb widzimy, ze k-wymiarowa hiperplaszezyzna nie réini
sie afinicznie od hiperplaszezyzny €, ,, a wiec, z punktu widzenia geometri
afinicznej zespolonej, k-wymiarowe hiperplaszczyzny przestrzeni €, nie
réinag sie miedzy sobq.

Inaczej przedstawia sie sprawa z punktu widzenia geometrii afiniczne]
Tzeczywistej, a wige réwniez z punktu widzenia rzeczywistej geometrii
metrycznej. Istotnie, jasne jest, ze np. prosta L, wyznaczona w plaszezyz-
nie @, przez punkty (0, 0) i (I, ?), zawiera tylko jeden punkt rzeczywisty
(0, 0), skad wynika, ze zadne przeksztalcenie afiniczne o spétezynnikach
rzeczywistych nie moze jej przeksztateié na prosta L’ wyznaczong przez
punkty (0, 0) i (0, 1), ktéra zawiera nieskonczenie wiele punktéw rzeczy-
wistych.

Przeniesienie w dziedzine zespolona pojecia hiperplaszezyzny oraz
pojecia liniowej niezaleznodei pozwala w konsekwencji rozciaggnaé¢ na te
dziedzine twierdzenie z Nr 23. A wigc (rn—1)-wymiarowe hiperpla-
szezyzny przestrzeni €, sa identyczne ze zbiorami takich punktéw
(1, Tos .., 2,) € &, ktére spelniaja réwnania postaci

(5) Ayt Ay e+ Ay gt A, 2, =0,

gdzie nie wszystkie spélezynniki 4, 4,, ..., 4, (bedace na ogét liczbami
zespolonymi) znikaja. Znaczy to, ze (n—1)-wymiarowe hiperplaszczyzny
przestrzeni €, sq identyczne = tworami stopnia pierwszego, przy czym réw-
nanie (5) hiperplaszezyzny jest przez nia wyznaczone z dokladnoscia do
czynnika liczbowego (zespolonego).
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W szezegélnosel réwnanie hiperplaszezyzny (n—1)-wymiarowej, prze-
chodzacej przez liniowo niezalezne punkty a,=(a; 1, @9 ---; @; ,), gdzie

i=1, 2, ..., n, daje sie napisa¢ w postaci:
1z oz ooy
1 am Ay ves al, n
1 as1 o9 ... 9y |=0.
1 an, 1 a‘n, 2 . a/n,n

Bez zmiany przenosza sie na przypadek zespolony pojecia (o charakte-

rze afinicznym) réwnoleglosci wektora do hiperplaszezyzny (z Nr 24)
oraz hiperplaszezyzn réwnoleglych (z Nr 31). W szczegélnosei widzimy, ze
réwniez w dziedzinie zespolonej réwnoleglo§é hiperplaszozyzn (n—1)-
wymiarowych o réwnaniach:

Agtdy -+ Ay-20+. 44, -2,=0, By+B;-a,+ By ap1-.. -+ B, x,=0

réwnowazna jest réwnoleglosci wektoréw
[AbAzy--':An]v [BI: -Bz:“'aBn]

czyli proporcjonalnodei ich spélrzednych.

CWICZENIA. 1. W przestrzeni €, znaleZé punkt przecigcia plaszezyzny,
przechodzacej przez punkty:
(1,5, 144), (0, 1—4, 2—4), (2-F1%, 1414, 3),
z prostg przechodzacs przez punkty:
(14+34,0,1), (0,2—4, 1+5i).

2. Czy w przestrzeni G, istniejs proste nie zawierajace punktéw rzeczywistych?
Czy w przestrzeni @, istniejg plaszczyzny zawierajace dokladnie jeden punkt
rzeczywisty oraz takie, ktore punktéw rzeczywistych w ogéle nie zawieraja?

123. Pojecia metryezne w przestrzeni €,. W Nr 122 przenieslismy
szereg pojeé o charakterze afinicznym na przestrzenie zespolone €.
Okazalo sig przy tym, ze po tym przeniesieniu zachowaly one charakter
niezmienniczy i to wzgledem ogélnych przeksztalcert afinieznych. Obecnie
zajmiemy si¢ przeniesieniem niektérych poje¢ o charakterze metrycznym.
Najwazniejsze z nich jest pojecie iloczynu skalarnego dwu wektoréw

a=[ay, ..., ] 1 b=[f, Bos--s f,), ktéry okredlamy tak jak
w Nr 15, wzorem

7
0 0=>"a;- B

=1
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Nie trudno byloby podany tam dowdd niezmienniezosci tego iloczynu
wzgledem przeksztalcen izometrycznych przenie$é¢ na przypadek zespolo-
ny. Péjdziemy tutaj jednak nieco inng droga, mianowicie udowodnimy
niezmienniczos¢é iloczynu skalarnego wzgledem przeksztalcen izometrycz-
nych zespolonych czysto arytmetycznie. ‘

Rozpatrzmy ogédlniej przeksztalcenie f(zy, 2y, ..., 2,)=(2, 2y, ..., 2, ),
bedace podobienstwem przeksztalcajacym przestrzern €, na siebie i
okre$lonym przez wzory:

n
'
N WL
=1
Wéwezas wektor a przejdzie na wektor a'=[ay, a5, ..., @,], 2 b na
6'=(f, B, ---, B,), gdzie
12 Pa» s Muls

n n
a;:z a',,)_; * Oy ﬂj: }: b,,'j . /3,..

=1 r=1

Stad:
n n

n . n
0 =3 et S [(S e a) - (S )]
J=1 J=1 p=l r=1
n n

=3 Db (S )]

u=lr=1 J=
Z uwagi jednak na to, Ze f jest podobieristwem, istnieje stala ¢==0 taka,
78
n
R 1
=

skad wynika, ze

n
(6) v-b'=>ca-f=c-a-b.
r=1
W szczegélnodei, jezeli f jest izometria, to ¢=1 i mamy a’-0'=a.b,
co bylo do udowodnienia.
Otrzymana w Nr 15 zaleznoéé miedzy wektorami a i b a cosinusem
kata 6, zawartego miedzy nimi, ktérg mozemy napisaé¢ w postaci

(a-b)2=a2- b2 - cos®f,

moze byé obecnie przyjeta za punkt wyjécia okreslenia kata 6 miedzy
wektorami a i b przestrzeni €, przy zalozeniu, ze a2==04=0%
W szezegblnogei wektory a i b nazywamy prostopadtymi czyli ortogonal-
nymi (nawet gdy warunek a2==0==b% nie jest speliony), jezeli a-b=0.
Prostopadlosé wektoréw jest wlasnoseis ich kierunku (gdyz wektory
réwnolegte do prostopadlych sa prostopadle) i jest przy tym wobec
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wzoru (6) niezmiennikiem podobienistw, a wiec w szezegdlnosei nie-
zmiennikiem izometrii. Pojecie prostopadioéci pozwala nam bez zmiany
przenie$é na przestrzen €, definicje prostopadiosci wektora do hiper-

" plaszezyzny (z Nr 24), przy czym przenosi si¢ réwniez i twierdzenie,
orzekajace, ze jedynym kierunkiem prostopadiym do (n—1)-wymiarowe;
hiperplaszezyzny okreslonej w €, przez réwnanie

Ag+A; -2+ Ay 20+.. .+ 4, 2,=0

jest kierunek wektora [4;, 4,, ..., 4,].

Przenoszac wreszeie na przestrzenn €, pojecie symetrii (z Nr 29),
powiemy, ze dua punkty p i p* sq symetryczne wzgledem hiperplaszczyzny
+p*

9

£, jesli srodek p’:p pary punktéw p i p* nalezy do § oraz wektor

—_—
[pp*] jest do $ prostopadly.
Tak np. punkty: (z;, 29, ..., 245 Zppq, ---5 2,) 1 (24, 20, ..
.., —%,) sg symetryczne wzgledem hiperplaszezyzny €, ,.
O punkcie p* méwimy, ze jest symetryczny do p wagledem hiperplaszczy-
zny 5.

s By = Zpge1s e

Zauwazmy, ze w przeciwieistwie do przypadku rzeczywistego, nie
dla kaidego punktu p ¢ €, istnieje punkt symetryczny do p wegledem damej
hiperplaszczyzny §. Np. w plaszezyznie €, do punktu p=(1, 1) nie istnieje
punkt symetryczny wzgledem prostej L o réwnaniu x;4-1-2,=0. Istotnie,

—
dla punktu symetrycznego p* wektor [p, p*] musiatby mieé kierunek
[1, i], a wige byloby dla pewnego t=a+i-f

o
2
punktu p’ do lewej strony réwnania prostej I,
1+g—]—i-g—g (l—g)-i:l:(), whrew przynaleznosci p” do L. To nie-
istnienie punktu symetrycznego wigze sie, jak latwo zauwazyé, z tym,
ze kwadrat kazdego wektora prostopadlego do prostej o réwnaniu
21+1i2,=0 jest réwny zeru. Z wektorami o tej wiasnodel bedziemy
jeszeze mieli do czynienia w Nr 126.

Definicja hiperplaszezyzny symetrii danego zbioru ACE, nie rézni
si¢ od definicji z Nr 29.

- . ptp* . . ..
Woéwezas p =]——-z]_:(l+g+z . ‘g, 1 B, i ) Podstawiajac spéhrzedne

otrzymujemy

icm
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Bedziemy moéwili, ze zbidr A jest symetrycany wzgledem 9, jezeli dla
kazdego punktu p e 4 zbiér 4 zawiera réwniez punkt p* symetryczny
do p wzgledem .

W szezegdlnosel, jezeli  ma wymiar 0, czyli redukuje sie do jednego
punktu, méwimy, ze punkt ten jest srodkiem symetrii zbioru A.

Pojgcia te s3 niezmiennikami dowolnych izometrii, a nawet ogélniej —
niezmiennikami podobienstw.

Jakkolwiek nie wprowadzamy pojecia odleglodci w przestrzeni g, to
jednak, podobnie jak w przestrzeni (',, oznaczaé bedziemy dla kazdej pa-
ry punktéw:

p:‘(‘xl: gy «-es QS"), qz(yli Yas +ees .?/n)
2 ’
przestrzeni €, przez ¢%(p, q) liczbe Z(xiwy,.)z, nie nadajac jej jednak
=1
sensu kwadratu odleglodei.
Liczba 0% jest niezmiennnikiem dowolnych izometrii. Jezeli bowiem
p =f(xq, %y, ..., x,,):(x'l, a,'z, ..., ) jest izometrig okreslong przez wzory
T, =0; 0+, 2+ ..+, .2, gdzie macierz (a;,) (3, j=1,2, ..., n) jest
ortogonalna, to:

n n n

AW, ¢) = w—y)*= [ X ;- (=) | D ax- (wi—yi) |=

i=1 =1 j=1 =1
n n n n
=20 Dy (@—y) - @—y)= 2 (—y5) - (Te—yi) - Dy =
=17, k=1 Iy k=1 g==1
n n ,
= D (@i—yy) - (me—yr) - 5= (5—y)2=0%(p, 9.
J, k=1 j=1

CWICZENIA. 1. W plaszezyznie €, dana jest prosta (zespolona) € przez réw-
nanie A,+4, 2,44, 2,=0. Jaki warunek muszg spelniaé spélezynniki 4, i A,,
aby istnialo przeksztalcenie f plaszezyzny €, na siebie, przy ktérym punkty p i f(p)
88 zawsze symetryczne wzgledem £? ZnaleZé analityczng postaé przeksztalcenia
f (jesli ono istnieje).

2. Okreslajac iloczyn wektorialny wektoréw a=[a;, @y, 5] 1 b=[by, by, b;)
przestrzeni €; wzorem (5) z Nr 25, zbadaé, ktére z jego wlasnosci zachowuja sie
w dziedzinie zespolonej. Czy tak okreslone mnozenie wektorialne jest operacja
niezmienniczg wzgledem izometrii?

3. Czy w kazdej plaszezyZnie przestrzeni €, istnieje taka para wektoréw a, b,
ze a2 0==q-b==52?

124. Geometria przestrzeni $,. Przenoszac arytmetyczng definicje
przeksztalcen rzutowych (z Nr 84 i 97) na przestrzen §,, nazywamy

20 K. Borsuk. Geometria analityczna
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, 2,} rzutowym, jezeli dane jest

przeksztateenie f({zq, 2y, ..., 2,})={2),2), ...

ONo Przez wzory:

z;zflo,j “Zo by, Rt e Tt 20,

gdzie spblezynniki a, ; sa stale, a ich wyznacznik |a, ;| (4, 1=0, 1, 2, ..., n)
jest réiny od zera; warunek ten zapewnia wzajemna jednoznacznogé
przeksztalcenia.

Jedli ograniczaé si¢ bedziemy do przeksztalcert, ktérych wszystkie
spélezynniki a, ; sg rzeczywiste, to bedziemy mieli do czynienia z grupg
preeksztalcer rzutowych rzeczywistych w dawnym sensie — z tym, ze
obecnie stosujemy je do przestrzeni P,,.

Przy tych przeksztalceniach przestrzenn P, przechodzi na siebie tak,
ze otrzymana na ich podstawie teoria niezmiennikéw obejmuje
geometrie przestrzeni P,.

Teorie te nazywaé bedziemy geometriq rzutowq rzeczywistq przestrzeni
F.

Obszerniejszg, grupe przeksztalced rzutowych zespolonych otrzymamy,
biorge pod uwage wszystkie przeksztalcenia rzutowe przestrzeni B,
o dowolnych spétezynnikach zespolonych. Bedzie ona miala dla nas
znaczenie przede wszystkim dlatego, ze pojecia geometryczne, ktérymi
bedziemy si¢ poshigiwali, przewaznie nalezg do jej zakresu.

Teori¢ niezmiennikéw tej grupy bedziemy nazywaé geometrig rautowy
zespolong przestrzeni P,

Podobnie jak w przestrzeniach P, (ob. Nr 99), ogdlne przeksztalcenie
rzutowe zawsze mozemy interpretowaé jako wprowadzenie nowego
ukladu spétrzednych, tzw. spdlrzednych rzutowych zespolonych.

Punkt {2y, 2, ..., 2,} przestrzeni P,, dla ktérego z,==0, nazywaé be-
dziemy (podobnie jak w przestrzeniach rzeczywistych) wiladciwym, iden-
tytikujac go z punktem (il 5 2 s eees _z_n) przestrzeni € ,.

%0 % %

W tym sensie przestrzen €, stanowi podzbiér przestrzeni §,. Punkty
przestrzeni %, nie nalezace do €, a wiec punkty postaci {0, 2y, z,, ..., 2,
nazywajg sie niewladciwymsi.

Przenoszac rozwazania z Nr 84, stwierdzamy, ze Lasde przeksztalcenie
afiniczne (w szezegdlnodei zad kaidg wzomelrie) przestrzemi S wwaiad
moina 20 peune prrekszialcenie rzutowe przestrzeni B, przy ktérym
_ punkty wlasciwe przechodza na wladciwe, a niewladciwe na nie-
wiasciwe. W  szezegdlnosei wiec grupe izometrii uwazaé mozna
za podgrupe grupy przeksztalcen rzutowych. Wynika stad, ze
zarbwno  geomelrig afiniczng przestrzeni €, (reeczywistq i zespolong)

icm
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jak i geometrig metrycang (rzeczywistqy i zespolong) uprawiaé moina na
gruncie przestrzeni P,

Pojecie granicy, wprowadzone w Nr 100 dla przestrzeni P, przenosi
sig bez zmiany na przestrzen ,, przy czym przenosi sie réwniez twier-
dzenie o niezmienniczodci rzutowej tego pojecia. Wraz z pojeciem
granicy przenosi si¢ pojecie homeomorfizmu. Grupa homeomorfizméw
obejmuje w szczegélnodei grupe ogélnych przeksztalcen rzutowych.

Teoria niezmiennikéw homeomorfizméw nazywa sie topologiq prae-
strzent .. .

Dla przeksztalcen rzutowych przestrzeni P, na siebie w Nr 89
mieliémy twierdzenie, ktére daje sie w postaci arytmetycznej wy-
powiedzieé jak nastepuje:

Twierdzenie. Niech ay, ay, .., 4, a4,y i by, by, ..ry by, bny1 bedq ukia-
dami punktéw n-wymiarowej przestrzeni rzutowej, gdzie

a={a; 0, Qpgs oeey @y ) 0 bi={bi: b;1, ..., b;,} dla i=0,1,...,n, n+1.

Jeieli w kaidej z macterzy

(@

i 2 (E=0,1,...,nn+1;j=0,1,...,0)
(b

)
1
i) =0,1,..., nn+1;7=0,1,...,n)
kazdy z minoréw stopmia n-+1 jest réiny od zera, to 1stnieje dokladnie
jedno praeksztalcenie rzutowe f takie, e f(a;)=b, dla =0, 1, ..., n, n+1.
Dowéd tego twierdzenia (przytoczonego tu w nieistotnie tylko zmienio-
nym sformutowaniu) oparty byl w Nr 89 jedynie na formalnych prawach
dzialai. PoniewaZ prawa te nie ulegaja zmianie przy przejéciu do dzie-
dziny zespolonej, wigc twierdzenie pozostanie prawdziwe, gdy od prze-
strzeni P, przejdziemy do przestrzeni §},,.
CWICZENIE. Podaé przeksztalcenie rzutowe plaszezyzny P8, na siebie, przy
ktérym punkty {3, 4, 54}, {3, 0, 1}, {1, 2,8} {i,1, 0} przejda odpowiednio na
punkty {0, 1, 144}, {0, 1+4, 1—4}, {1,0, 0}, {1, 1, 0}

25. Proste i hiperplaszezyzny w przestrzeni L,. Podstawowe dla
przestrzeni P, jest pojecie prostej, ktéra definiujemy, przenoszac na
dziedzing zespolona podans w Nr 83 arytmetyczng charakteryzacje
proste] rzutowej w P,, przechodzace] przez dwa rézine punkty a=
={ay, ay, ..., a,} 1 b={by, by, ..., b,}, jako zbioru L punktéw postaci

P4, .U‘):{z"ao—}".u : bﬂ: Ayt peby, ooy l‘dn—f—/t bn}
z tym, ze teraz zaréwno spélrzedne o, oraz b,, jak i wartodci parametréw
Ai 4 (nie znikajacych jednoczeénie) sa zespolone.
Zauwazmy, ze — podobnie jak w dziedzinie rzeczywiste] — jesli jest
{4 e} F{ Ao, 1o}, to punkty p=p(iy, ) I Py=p (4, u,) sa réine, a
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prosta L', wyznaczona przez punkty p; i p,, jest identyczna z prosty L.
Istotnie, punkty prostej L’ sg postaci:

{a- (Ay- gty - Do) 4B+ (M- agtita-bo), @+ (Ag- ay+-py by)+B: (A @+ s by), ...
oo @ (A @t pyby) B ()-z'an‘{‘ﬂz‘bn)}:{(a'}*l“{‘lg'lz)‘ao+(a'ﬂl+ﬂ'ﬂz)'be,
(ady+B-Ao) - ayt(a-py+B-2g)-bas oy (@At B-Ao) -yt (e piy+B- 1) - B,

wige nalezg do L, a spélezynniki {(a-A4+p5- 1), (¢ uy+pB-us)} prze-
biegaja przy zmiennym {a, 8} wszystkie pary {A, u} liczb zespolonych
nie znikajacych jednoczesnie.

A wiec przez kasde dwa réine punkty przestrzent B, przechodzi doktadnie
jedna prosta rzutowa (zespolona).

Wynika stad, ze jesli prosta zawiera dwa punkty niewlasciwe, to skia-
da sie wylqeznie z punktéw niewlasciwych.

Natomiast kazda prosta zawierajgca co najmniej jeden punkt wlasciwy,
czyli tzw. prosta wladciwa, zawiera dokladnie jeden punkt miewlasciwy.

Istotnie, jesli np. ay==0, to punkt p(4,x) jest niewladciwy jedynie
wtedy, gdy {2, u}={—"0y, ay}. Jezeli oba punkty a i b s3 wldciwe —
a wtedy mozemy vprzyjaé, ze a,=b,=1 — to a=(ay, ay, ...,a,) 1
b=(by, by, ..., b,). Wéwezas punkty wilasciwe prostej L sg postaci p(4, u),

A
gdzie 44 pu==0. Biorac t=3—+—, mozemy im nadaé postaé ¢-a-(1—12)-b,
T
a wiec sa one identyczne z punktami prostej] w €, wyznaczonej przez
aib.
Punkt niewladciwy prostej L ma postaé {0, b;—a,, by—as, ..., b,—a,},
czyli spélrzedne jego, préez znikajace] pierwszej, s3 proporcjonalne

——

do skladowych wektora [ab]. Wynika stad, Ze proste wladciwe w o,
g identyczne z prostymi przestrzeni €,, z ktérych kazda uzupemiona
zostala przez jeden punkt niewlasciwy, wspdlny wszystkim prostym
réwnolegtym, ale réiny dla prostych nier6wnoleglych.

W ten sposéb przestrzen 3, daje sie otrzymaé z przestrzeni €, zupeie
w podobny sposéb jak przestrzen P, z przestrzeni C',,.

W szezegélnodei wynika stad, ze kazde dwie réine proste plaszczyzny Py
przecinajq ste dokladnie w jednym punkcie.

Wprowadzone pojecie prostej jest niezmiennikiem przeksztalcen rzu-
towych zespolonych, czyli przeksztalcenia te sg kolineacjams.

Dowéd tego twierdzenia przebiega identycznie jak dowéd z Nr 84
dla przypadku rzeczywistego.

Majac pojecie prostej, przenosimy bez zmiany na grunt przestrzeni
P, pojecie podzbioru liniowego i zlgcza (z Nr 86) wraz z arytmetyczna
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charakteryzacjs jego punktéw — tylko ze obecnie wartosei parametréw
sa zespolone — a nastepnie pojecie liniowej zaleinodei i niezaleimodci
punktéw (z Nr 87), przy czym bez zmiany przenosi sie na dziedzine
zespolong twierdzenie o charakteryzacji niezaleinoéei liniowej przez
rzad macierzy.

Pojecie k-wymiarowej hiperplaszczyzny rzutowej zespolonej wprowadza-
my — podobnie jak w przestrzeni €, — definiujac ja jako zbiér liniowy,
zawierajacy k+ 1, ale nie wiecej, punktéw liniowo niezaleznych. Wszystkie
wnioski podane w Nr 87 przenoszg sie teraz bez zmiany na przypadek
rzutowy. Wnioskujemy dalej z uwagi na twierdzenie z Nr 124, ze dla
dowolnych dwéch k-wymiarowych hiperplaszezyzn § i §' przestrzeni
B, istnieje takie przeksztalcenie rzutowe f przestrzeni B, na siebie, ze
f(9)=9". W szczegblnosci istnieje przeksztalcenie rzutowe, przy ktérym
k-wymiarowa hiperplaszczyzna O przejdzie na hiperplaszezyzne B, ..
bedacs zbiorem punktéw postaci

{4, 2y, . 0} e B,.

A wige wszystkie k-wymiarowe hiperplaszczyzny przestrzeni P, sq

z punktu widzenia geometrii rzutowe] zespolonej réwnowazne.

e Xy, 0, .

Inaczej rzecz sie przedstawia z punktu widzenia geometrii rzutowej
rzeczywiste], gdyz np. prosta rzutowa, wyznaczona w 3, przez punkty
{1, 0,0} i {0, 1, i}, zawiera tylko jeden punkt rzeczywisty, a wigc nie
daje sie przez przeksztalcenie rzutowe o spélezynnikach rzeczywistych
przeksztalcié na zadng prosts, wyznaczona przez dwa punkty rzeczywiste.

Twierdzenie z Nr 88, o zaleino$ci miedzy hiperplaszezyznami w C,
a hiperplaszezyznami w P,, jak réwniez oba poprzedzajsce je lematy
przenoszg si¢ bez zmiany na dziedzine zespolong. To samo dotyezy
Nr 90.

A wiec hiperplaszczyzny (n—1)-wymiarowe przestrzeni P, sq identyczne
z tworams stopnia pierwszego, przy czym réwnanie takiego tworu jest
wyznaczone z dokladnoscia do czynnika lieczbowego.

W szezegélnosei réwnanie x,=0 okresla zbiér punktéw niewlasciwych,
zwany (n—1)-wymiarowq hiperplaszczyzng niewlasciwg przestrzens P,,.

Réwniez postaé¢ wyznacznikowa réwnania (n—1)-wymiarowe] hiper-
plaszezyzny, wyznaczonej przez liniowo niezalezny uklad » punktéw
przestrzeni n-wymiarowej, stosuje sie w dziedzinie zespolonej. Bez zmiany
tez przenoszg sie wyniki Nr 91.

Pojecie stosunku anharmonicznego czyli dwustosunku, okreflone w Nr 92,
przenosi sie bez zmiany na dziedzine zespolons, przy czym pamietaé
nalezy, ze réwniez w dziedzinie zespolonej przyjmujemy istnienie doklad-
nie jednej liczby oo (zw. «nieskoriczonoscian), ktérg uwazamy za wartos§é
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ulamka majacego licznik rézny od zera (zespolony), a mianownik réwny
Zeru.

Liczbe oc intepretowaé mozna jako punkt niewladciwy prostej ze-
spolonej PB;. Wlasnodei rachunkowe dwustosunku oraz jego niezmien-
niczoéé wzgledem przeksztalcen rzutowych przenosza sie bez zmiany
na dziedzine zespolona.

Przenosi sie takze wprowadzone w Nr 94 pojecie peku prostych, jak
réwniez twierdzenie Pappusa i pojecie dwustosunku czwdrki prostych
peku.

Podobnie rzecz sie ma z okreslonym w Nr 95 pojeciem czwdrki harmo-
nicznej wraz z jego wlasnosciami.

W szezegblnodei, podobnie jak w dziedzinie rzeczywistej, punkiem
harmonicznie sprzezonym z punktem niewlaSciwym p wzgledem pary
punktéw a i b jest Srodek g pary a i b.

Bez zmiany tez przenosi sie na przypadek zespolony wprowadzone
w Nr 99 pojecie spdlrzednych rzutowych, jak réwniez wprowadzona
w Nr 106 zasada dwoistosci geometrii rzutowe;.

CWICZENIA. 1. Podaé w przestrzeni 8, (gdzie n>2) przykiad dwéch punktéw
takich, by prosta przez nie wyznaczona nie zawierala zadnego punktu rzeczywis-
tego.

2. W plaszczyZnie B, dane sa punkty:
a={1,0,0}, b={0,1,4}, e={1,4, —1}.
Znalezé punkt d taki, by czwoérka a, b, ¢, d byla harmoniczna.

3. Czy dla kazdego przeksztalcenia rzutowego plaszezyzny B, na siebie istnieje
punkt, ktéry przechodzi sam na siebie?

126. Kierunki izotropowe. Wyniki Nr 125 okazuja, ze znaczna czeié
pojec i twierdzer nalezacych do geometrii przestrzeni rzeczywistych daje
si¢ przenie$¢ na dziedzing zespolons dzieki identycznodci praw formal-
nych, ktérym podlegaja dziatania na liczbach rzeczywistych i na liczbach
zespolonych. W kofieu Nr 123 zauwazyliémy jednak pewne istotne
réznice, pojawiajace si¢ wskutek wystepowania w dziedzinie zespolonej
wektoréw réinych od zera, lecz majacych znikajacy kwadrat skalarny.
Istnienie takich wektoréw sprawia, ze niektére wzory geometrii prze-
strzeni rzeczywistych traca swéj sens w dziedzinie zespolonej, jak np.
wyprowadzony w Nr 27 wzér (13) na odleglogé punktu od (n—1 )-wymiaro-
wej hiperplaszezyzny lub tez wyprowadzony w Nr 30 wzér (18) na
odlegto$é punktu od proste;j.

) Zauwazmy, ze jezeli rézny od zera wektor u=[ay, ay, ..., a,] przestrzeni
€, ma kwadrat znikajacy, to te sama wlasnoéé ma kazdy wektor do
niego réwnolegly.
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A wige zntkanie kwadratu skalarnego jest wlasnosciq kierunku wektora a,
czyli — przechodzac do przestrzeni B, — wlasnoéeia punktu niewlasei-
wego prostych réwnoleglych do a.

Kierunki ezyli punkty niewlasciwe o tej wlasnoéci nazywaja sie
izotropowyms, minimalnymi lub absolutnyma.

Analitycznie punkt niewlasciwy {0, 2y, @,, ..., x,} (tj. kierunek)
izotropowy scharakteryzowany jest przez warunek
(7) il =0,

Proste o kierunku izotropowym nazywamy izotropowymi lub mini-
malnyma.

Rozpatrzmy niektére ich wlasnosei:

1° W przestrzent P, nie ma kierunkéw izotropowych, gdyz kwadrat
liczby zespolone]j réznej od zera jest rézny od zera.

2° W przestrzeni B, istniejq dokladnie dwa kierunki izotropowe: {0, 1, —i}
i {0, 1,4}, jezeli bowiem a?4-z2=0, gdzie , i x, jednoczesnie nie znikajs,

z .
to L=1.
£

3° W przestrzeni B, gdzie n>2, jest nieskoticzenie wiele kierunkdw
izotropowych. Istotnie, réwnanie x24-a24-...4-x;=0 spelnione jest w kaz-

dym razie przez kierunki postaci {O, 1,441 14420, ..., 0}, rézne dla
réznych A.

4° Kaidy kierunek izotropowy jest sam do siebie prostopadly.

5° Jezeli p i q sq dwoma punktami prostej izotropowej, to (p—gq)>=0.

Zachodzi nastepujace

Twierdzenie. Podobiesisiwa przeksztalcajgce preestrzer P, na siebie
dajg sie scharakieryzowaé jako przeksztalcenia rzutowe, przy ktdrych
kazdy Eierunek izotropowy przechodzi na kierunek izotropowy.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla n=2 istnieje % liniowo niezaleinych kierun-
kéw izotropowych. Istotnie dla kazdej pary k, I réznych spoéréd wskaz-
nikéw 1,2, ..., n oznaczmy przez i, , kierunek {0, z;, 2,, ..., z,}, gdzie
x,=1, x,=1, a pozostale x, sa réwne zeru, przez i’, , za$ taki kierunek
{0, 2, @y, ..., %,}, ze x,=1, ¥,=—1i, a £,=0 dla pozostatych ». Kie-
runki i, , oraz i',, s& izotropowe, przy czym @'y, ty s G35 s l1a S8
liniowo niezalezne, gdyz wyznacznik stopnia n:

1 —z 0 0..0 0
1 ¢+ 0 0..0 O
1 0 ¢ 0..0 0|=2-""1

..............................
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jest rézny od zera. Wynika stad, ze (n—1)-wymiarowa hiperplaszezyzna
niewladciwa przestrzeni P, jest wyznaczona przez zbiér kierunkéw
izotropowych I,. A wigc przeksztalcenie rzutowe f (2, %y, ..., 2,)=
n}, przy ktérym I, przechodzi na siebie, przeksztalca

' '
={,z, ...,z
hiperplaszezyzne niewlasciwg na siebie, czyli jest afiniczne. Niech:

, . .
Ty=x, Ooraz xizz a; v %y dla i=1,2, ..., n.
r={}

Wynika stad, ze:

n n

Z (Z Qi - 1') TR N

pr=0 =1

1? n

© Do=3 (Nann) ()=

1=1 1-—1 u=0

Poniewasz f(I,)=1,, wiec podstawiajac do (8) {2, 2y, ..., ,} =1, , oraz

! -
iy ;> Otrzymujemy:

n n n
9 . )
D21 D a1 — ) @i, =0,

= =1 =1
Zal h_) i Zall a, I“Zaz Z—O
=1 =1 i=1
skad
n 3 n
(9) D=0 oraz . ai = a;; dla k4L

=1 i=1 i=1

n
Oznaczmy przez ¢ wspélng wartoéé sum Za‘i r Gdyby bylo ¢=0,
i=1
to z ( ) wynikaloby, ze dla kazdego kierunku {0, z,, @,, ..., %, } kierunek
{0,2,, 2,,...,2,} bylby izotropowy, co przeczy jednoznacznosei prze-
ksztalcema f. A wiee ¢==0; wobec wzoréw (9) przeksztatcenie f jest zatem
podobiedstwem.

Na odwrét, jezeli f jest podobieristwem czyli jezeli zachodza zaleinoé-
ci (9), to z (8) wynika, ze f(I,)=1I,. W ten sposéb dowéd twierdzenia
zostal zakoriczony.

W szezegélnosei wynika z niego, Ze rzeczywiste podobieristwa, prze-
strzeni B, gdzie n>2, daja sie scharakteryzowaé jako te rzeczywiste
przeksztalcenia rzutowe f, dla ktérych f(I,)=1I,.

Zbiér I, kierunkéw izotropowych przestrzeni P, nazywa sie czesto
tworem absolutnym przestrzeni P,

Twér absolutny jest wiec niezmiennikiem wazystkich podobienistw,
przy czym jego niezmienniczoéé charakteryzuje podobienstwa wéréd
wszystkich przeksztalcen rzutowych.
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Wynika stad, ze wszelkie wlasnosci figury geometrycznej FCRB,, bedqce
niezmiennikami podobieristw, dajq sie wyrazié jako wlasnodci rzutowe
uktadu zlozonego z figury F i z tworu absolutnego I ,.

Istotnie, znajomo$é ogélu wilasnoéei rzutowych ukladu (I, F) jest
réwnoznaczna ze znajomoscia klasy K ukladéw postaci ((p(I n)s go(F)),
gdzie ¢ przebiega wszelkie przeksztalcenia rzutowe przestrzeni §, na
siebie. Klasa K wyznacza jednak jednoznacznie swa podklase, zlozona
z tych wszystkich wktadow (¢ (I,), ¢(F)), dla ktérych ¢(I,)=1,, czyli
klase ukladéw postaci (I s tp(F)), gdzie ¢ jest podobieristwem. Klasa
figur F’ podobnych do F jest wiec przez klase K jednoznacznie wy-
znaczona, czyli ogét niezmiennikéw podobienstw figury F jest wyzna-
czony przez ogdl wlasnosei rzutowych ukladu (I, F).

Te ogblne rozwazania zilustrujemy obecnie na przyktadzie kata mie-
dzy dwoma réznymi kierunkami rzeczywistymi a={0, a;, a,, ..., a,}

n n

ib=={0, by, by, ..., b,} przestrzeni ®,. Mozemy przyjaé, ze Z af;Z b2=1.

=1 =1

Oznaczajac przez ¢ kat zawarty miedzy tymi kierunkami, mamy

n
cos #= )" a;-b;.
i=1
Prosta L (niewladciwa), laczaca punkty a i b, jest identyczna ze zbio-
rem punktéw postaci {0, A-a;+u-by, A-agtp-by, ..., 2-a,+u-b,}, gdzie
A1 unie znikajg jednoczeénie. Przecina ona twér absolutny I, w punktach,
ktére znajdujemy, rozwiazujac réwnanie

n
Z A-@i4p-b)2=0 czyli 12421 u-cos H4u2=0.
Poniewaz 1—cos29==0 (bo punkty « i b sg réine), wiec ostatnie réwnanie
wyznacza dwie rézne wartosei stosunku A: 4, a mianowicie

A
M

= —cos #—1 - sin 9, x—cos P44 - sin D,

”:pu

Oznaczmy przez i; punkt przeciecia L z I, odpowiadajacy pierwszej
z wartosci stosunku 2:u, zaé przez i, punkt odpowiadajacy drugiej z tych
wartoéei. Dwustosunek (a, b; 4, 1,) Wyraza sie wéwezas (w my$l Nr 92)
wzorem
Aottty —cos 91 - sin &
Iy ly —COS ¥—i-sin P
=cos 2+ #—1 sin 2 - P=e"2",

(a, b; 7:1: 7:2):
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W ten sposéb okazaliémy, ze kat zawarty miedzy kierunkami ¢ ib
wyraza sie wzorem

(10) e——ﬂiﬂ:(a) b H 7;1: 7:2):

ktérego prawa strona jest niezmienniczg wzgledem przeksztateen
rzutowych wlasnoscia zespolu punktéw niewlasciwych @, b oraz tworu
absolutnego 1.

Wzér (10) nosi nazwe wzoru Laguerré’at.

W szezegblnodel wynika z niego, ze kierunki ¢ i b sa prostopadle

wtedy i tylko wtedy, gdy ﬁ::}:g, czyli gdy lewa strona wzoru (10)

réwna jest —1.

A wiec kierunki a ¢ b sq prostopadie wtedy @ tylko wiedy, gdy dzielg one
harmonicznie pare kierunkéw izotropowych iy, 1y le2qeych na prostej nie-
wladciwej L, lgezqeej a i b.

Podobnie jak niezmienniczo$é tworu absolutnego wyznacza wéréd
przeksztalcern rzutowych grupe podobiedstw, tak niezmienniczosé
jakiegokolwiek innego zbioru E punktéw przestrzeni 3, wyznacza pewna
podgrupe G przeksztalcenn rzutowych. Teoria niezmiennikéw takiej
grupy przeksztalcen ¢ stanowi pewns geometrie przestrzeni §¥,.

W szezegblnosei na tej drodze dojéé mozna do tzw. geometrii nieeuklide-
sowych.

W badaniach tych wzér Laguerre’a grarole istotna. Blizsze rozpatrze-
nie tych kwestil wykracza poza zakres te] ksiazki; zapoznaé sie mozna
z nimi w dzielach poswieconych specjalnie geometrii nieeuklidesowe;j2.

CWICZENIA 1. Okazaé, ze podobienstwo rzeczywiste, przeksztaleajace pla-
szezyzne R, na siebie, przeksztalea pare kierunkéw izotropowyech na siebie w sposéh
toisamc'véc%ow"y lub nie, zaleznie od tego czy zachowuje orientacje plaszezyzny (s,
czy zmienia ja na przeciwnag. i

2. (zy w przestrzeni P, istnieja dwa rdéine kierunki izotropowe prostopadle
do siebie? Czy istnieja trzy takie kierunki, parami do siebie prostopadte?

1 E. Laguerre, Note sur la théorie des foyers, Nouvelles Annales de Mathé-
matiques. Tom 12, 1853, str. 64.

* Np. F. Klein, Torlesungen diber nicht-cuklidische Geometrie, Berlin 1928.
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127. Twory algebraiczne w przestrzeni €,. Definicja tworu algebra-
icznego k-tego stopnia, podana w Nr 63 dla przestrzeni C,, przenosi sig
bez zmiany na przypadek przestrzeni €,. Z nig razem przenoszy sie
wszystkie ndowodnione tam wlasnosei tworéw algebraicznych, w szeze-
g6lnosci niezmienniczo§é ich stopnia przy przeksztalceniach afinicznych,
ktére obecnie mogs byé zespolone,‘ oraz wniosek dotyczacy symetrii
tworu algebraicznego, w ktérego réwnaniu pewne zmienne wystepuja
jedynie z wykladnikami parzystymi. Dowody w przypadku zespolonymi
nie réznia sie niczym od dowodéw w przypadku rzeczywistym, tak ze
powtarzanie ich jest zbyteczne.

Jezeli twor k-tego stopnia w przestrzeni €, ma réwnanie stopnia k
o wszystkich spélezynnikach rzeczywistych, to méwié bedziemy krét-
ko, e twér ten jest rzeczywisty, co bynajmniej nie przesadza o rzeczy-
wistogel jego punktdw.

Twoér rzeczywisty moze nawet weale nie mie¢ punktéw rzeczywistych,
jak np. twér okreélony w plaszezyznie €, przez réwnanie x3 423 +1=0.

CWICZENIE. Niech f bedzie przeksztalceniem afinicznym plaszezyzny Gp na
siebie, przy ktérym obie proste izotropowe, przechodzace przez punkt (0, 0),
przejda na proste o réwnaniach x;=0 1 #,=0, zas punkt (1, 1) przejdzie na siebie.
Znalesé réwnanie tworu, na ktéry f przekszialea okrag o réwnaniu 23 +a3—1=0.

128. Twory algebraiczne w przestrzeni ¥,. Definicja tworu algebra-
icznego k-tego stopnia, podana w Nr 101 dla przestrzeni P, przenosi sig
bez zmiany na przypadek przestrzeni R,. Z nig razem przenoszg sie bez
zmiany wszystkie udowodnione w Nr 101 wlasnosei twor6w algebraicz-
nych, w szczegdlnofei niezmienniczo$é rzutowa ich stopnia. Dowody
w przypadku zespolonym nie réznis sie od dowodéw przeprowadzonych
w przypadku rzeczywistym; mozemy wige ich nie powtarzac.

W poréwnaniu z przypadkiem przestrzeni kartezjanskiej €, zachodzi
jednak réznica istotna, polegajaca na tym, ze obecnie rozpatrujemy
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jedynie réwnania algebraiczne jednorodne. Jak zaznaczylismy w Nr 101,
ograniczenie si¢ w przestrzeni P, do tych réwnan, jakkolwiek wygodne,
nie bylo niezbedne. Okazemy obecnie, ze w przypadku przestrzeni §,
ograniczenie si¢ do réwnan jednorodnych wynika z samej natury rzeczy.
Zaczniemy od dowodu dwéch nastepujacych lematéw:

Lemat 1. Jezeli wielomian @(zq, %y, ..., z,) znika dlo kazdego punkiu
{2y, 21, ..., T} & P, to wszystkie jego spdlezynniki sq réwne zeru.

Dowéd. W przypadku, gdy wielomian ¢ jest stopnia 0, czyli jest sta-
la, lemat staje sie truizmem. Zalézmy wiec, ze stopien k& wielomianu
@ jest dodatni oraz ze dla wielomianéw stopnia mniejszego od & teza
lematu jest prawdziwa. Wéowezas ¢ jest stopnia dodatniego co najmniej
wzgledem jednej ze zmiennych g, #,, ..., Z,, np. stopnia I>>0 wzgledem
x,. Mozemy wéwezas @ napisaé w postaci: '

!
(1) ‘P(xo: Tyy ves xn):Z '1:17: Py (23'0, iy eens mn—l):

r=0
gdzie ¢, (x4, Zy, ..., T,—,) jest wielomianem stopnia co najwyzej k—I
wzgledem zmiennych zg, 2, ..., £,—,, w ktérym nie wszystkie spétczynniki
znikajg. Wobec zalozenia indukcyjnego istnieje wige w przestrzeni P, _,
punkt {af, 20, ..., 20} taki, ze ¢, (x0, 2, ...,20;)==0. Funkcja
fla)=px], o, ..., 20—y, z,) jest wowezas wielomianem stopnia >0
wzgledem zmiennej z,, a wiec posiadajacym co najwyzej [ pierwiastkdw.
Istnieje zatem taka liczba rzeczywista x?, ze fa)=¢ @2, ..., x8)==0,
co bylo do okazania.

Lemat 2. Dia katdego wielomianu @ (xy, %y, ..., %,) stopnia k>0 istnieje
taki punkt {20, 2%, ..., 23} ¢ B, ze p(axl, 20, ..., z0)=0.

Dowéd. Podobnie jak przy dowodzie lematu 1 mozemy zalozyé, ze
o jest postaci (1), gdzie I>>0 i gdzie nie wszystkie spélezynniki wielomianu
@, (X, %y, . .-, ,—) Znikajs. Wobec lematu 1, istnieje punkt (@0, 9, ..., 20,)
e P, taki, ze g, (0, 20, ..., 20_;)=0. A wigc p@d, 2, ..., 20, x,) jest
wielomianem stopnia >0 wzgledem zmiennej z,. W mysl tzw.
zasadniczego twierdzenia algebry® istnieje liczba zespolona ¢, ze
glxg, 29, ..., 28)=0, co wlagnie bylo do udowodnienia.

Niech teraz ¢(zg, zy,...,%,) bedzie wielomianem #k-tego stopnia.
Bedziemy moéwili, ze réwnanie:
(2) ®(Zg, Ty, .00y 2,)=0

! Kidre orzeka, ze kazdy wielomian stopnia dodatniego posiada co najmniej

jeden pierwiastek (zespolony). Zob. np. W. Sierpiriski, Zasady algebry wyzszcj,
Monografie Matematyczne X1, 1946, rozdz. VII, str. 100.
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ma w przestrzent P, sens geometryczny, gdy spelienie tego réwnania przez
uktad liczb @y, 2y, ..., 2,, nie wszystkich réwnych zeru, zalezy jedynie
od punktu {2y, z,...,2,} e®,, czyli gdy nie moze sie zdarzyé, by
spoéréd dwéch ukladéw x, «,, ..., z, i %, ), ..., 2, proporcjonalnych,
tj. takich, ze {w, 2y, ..., 2,}={x, 2, ..., 2,}, jeden spelial réwnanie
(2), a drugi go nie spelnial.

Twierdzenie. Réwnanie (2) ma w B, sens geometryczny wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomion @ (x4, 21, ..., 2,,) jest jednorodny.

Dowdéd. Jezeli wielomian ¢ jest jednorodny stopnia k, to dla kazdej
liczby 4 jest:

P(Azg, Ay, oo, Aoa,) =A@ (2, Zps oy Ty)s

a wiec rownanie (2) ma sens geometryczny.
Jezeli natomiast wielomian @ stopnia % nie jest jednorodny, to mozemy
go przedstawié w postaci

(3) qo(xﬂ’ Lyy ey xn)=‘730(xo: Lys vees xn)+q}1(x01 Lys evey xn)+

v + @1 (mo, Ty vevs xfn):

gdzie ¢, (x4, 2y, ..., %,) jest dla »=0, 1, ..., k wielomianem jednorodnym
stopnia », przy czym nie wszystkie spélczynniki wielomianu ¢, znikajg
oraz istnieje [<<k takie, ze réwniez nie wszystkie spélezynniki wielomianu
@, znikajs. Twierdze, ze wéwczas istnieje w przestrzeni P, taki punkt

c={cy, ¢y, ..., ¢, }, dla ktérego
(4) @ (Cos €15 -+ -5 C) FO0FEE, (Gg, €1y -+ -5 C)-
Na mocy lematu 1 istnieja w P, takie punkty a={ay,ay, ..., q,} i
b={bg, by, ..., by}, e
@ (%: Uy eens an>=]=0=[=([71 (b(): bl: secs bn)

Jezeli a=>b, to punkt c=a==b spemia (4). Jezeli zaé§ a=:b, to kladac
¢, ()=t -a,+ (1—1)-b, dla¢=0, 1, ..., n irzeczywistych {, mamy:

G(t)z{co () e (t), -5 Cq (t)} € Pn‘

Wryrazenia:
a(t)=@(co(®), ¢ (), ..os e, (8) 1 BO)=9,(co(), c1(B), ..., €, (D))
sg wielomianami wzgledem zmiennej £, przy czym:
a(1)=g, (@g, @y, -+ @y)E0 1 B(0)=g, (bo, by, ---, b,) 0.

A wiec istnieje co najwyzej skofczona ilo$é wartosei ¢, dla ktérych
znika a(¢) Tub S (2).
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Istnieje wiec liczba rzeczywista f, taka, Ze a(ty)==0=p(t), a wéwezas
punkt c=c(t,) e P, spelnia warunek (4). Dla kazdej liczby zespolonej 4
mamy wowezas:

s AeC,) =g (Cor €15 v v -5 C) A @1 (Co, €1y - e C)t- ..

o A, (€ Cpy - vs Co)-

Wyrazenie to jest wielomianem k-tego stopnia wzgledem A, przy czym
spélezynnik przy A’ jest réiny od zera. Wynika stad, ze wielomian ten ma
co najmniej jeden pierwiastek A,==0, a poza tym istnieje liczba 1,0,
dla ktérej ma on warto$é rézng od zera. Wigc:

@(A-Cgs ArCyy..n

) 2’1'611) :':O

. . , L

Wobee {Ag-Cg, Ao-Cps +--5 Ao Cn}={A1Co» A-Cys .-+, Ay-C,} zaleznodei te
znaczg, ze réwnanie (2) nie ma geometrycznego sensu, o dowdd czego
wlasnie chodzilo.

@ (Ao Cos Ag=C1 - o es A9 €,)=0, @(Ay-Cq, A1 Cq, .

Tym samym ograniczenie sie do réwnan jednorodnych, ktére ze wzgle-
du na wygode wprowadziliémy juz w przestrzeni P, znajduje w przestrze-
ni B, swe pelne uzasadnienie. W szezegdlnosei réwnanie tworu stopnia
=2 ma postaé:

n n n
> > Ay xea=0 lub krécej > A; ;-2 2;=0.
=0 j=0 i,j=0

Zauwazmy, iz bez szkody dla ogélnodei mozemy przy tym zatoiyé, ze
4,,=4;,da1,j=01,...,n, gdyz sume wyrazéw podobnych 4, -2, x;
1 A;,;-x;-x; mozemy zawsze zastapié przez sume dwdch réwnych skladni-

) .1 . .
kéw postaci §(fli’j+Ajvi)~xi-xj. W przyszlosei bedziemy wiec stale

zakladali, ze réwnanie tworu stopnia % =2 jest dane w postaci:
n
(5) Z Ai’j-x;xj:O, gdzie Ai,j:Aj,i-
i,j=0
Podobnie jak w przestrzeni €,, méwimy, ze twér stopnia & przestrzeni
B, jest rzeczywisty, jezeli posiada on réwnanie k-tego stopnia o wszystkich
spélezynnikach rzeczywistych.

CWICZENIA. 1. Okazaé, ze suma tworu algebraicznego stopnia k i stopnia [
w przestrzeni , jest tworem algebraicznym stopnia <k-+I. Pokazaé na przy-
kladach, ze przy wszelkich naturalnych % i I moze zaj$é zaréwno przypadek, gdy
stopient sumy jest mniejszy od k-+I, jak przypadek, gdy jest on réwny k-1

2. Czy w przestrzeni R, (dla n>>1) twér algebraiczny moze skladaé sig ze skon-
czonej liczby punktéw? Czy czesé wspélna dwéch tworéw algebraicznych jest
zawsze tworem algebraicznym?
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129. Przeciecie tworu algebraicznego w 8, hiperplaszezyzna. Jednym
z wynikéw Nr 101, ktéry przenosi sie na przestrzen §,, jest wniosek
orzekajacy, ze przeciecie tworu algebraicznego k-tego stopnia hiper-
plaszezyzng rzutows H jest tworem algebraicznym co najwyzej k-tego
stopnia wzgledem H.

W przestrzeni B, mozemy otrzymaé nastepujace nieco dokladniejsze

Twierdzenie. Przeciecie B tworu algebraicznego 9 stopnia k>0 nie
zawarty w nim hiperplaszczyzng O, majacq wymiar 1>0, jest w § tworem
algebraicznym stopnia k', gdzie 1 =k’ <k.

Dowéd. Jak okazaliémy w Nr 125, istnieje przeksztalcenie rzutowe
@ przestrzeni P, na siebie, przy ktérym $ przechodzi na zhbir P, ,
punktéw postaci {2y, 25, ..., 2,, 0, ..., 0}. Przy tym przeksztalceniu twér
9 przejdzie na twér algebraiczny tego samego stopnia k. Wobec tego
wystarczy dowéd twierdzenia przeprowadzié w przypadku, gdy =%, ,.
Jezeli teraz ¢ (g, 2y, - - -, T,)=0 jest réwnaniem tworu ¥, to w przestrzeni
.., ktéra mozemy identyfikowaé z P,, réwnanie przecigcia B ma
postaé @ (g, &y, ..., %, 0, ..., 0)=0. Réwnanie to nie jest tozsamodeia,
gdyz zakladamy, ze § nie zawiera sie w X, za$ wobec lematu 2 z Nr 128
réwnanie to nie jest sprzeczne.

A wiec jest to réwnanie stopnia dodatniego, nie wigkszego od . Okreslo-
ny przez nie zbiér B jest zatem tworem stopnia &', gdzie 1 =k'=k, co
bylo do udowodnienia.

Whiosek. Jezeli A jest tworem algebraiczmym w B, stopnia k>0, to
hazda prosta rzutowa nie zawarta w A przecina A co najmniej w jednym,
a co najuyiej w k punktoch.

GWICZENIE. Sfere o réwnaniu 22--23-xi—r*-xi=0 przecieto plaszezyzng
o réwnaniu Ag-2p+d, 2+ Ay 1y Ay 2;=0. Znalefé punkty niewlasciwe prze-
kroju. Czy zawsze one istnieja?

130. Hiperplaszezyzny (n—1)-wymiarowe zawarte w tworze algebra-
ieznym przestizeni . Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie. Jezeli twor algebraiczny U stopnia =k w preestrzeni P,
zawiera pewnq (n—1)-wymiarowq hiperplaszczyzne D, to U=H+W’, gdzie
A’ jest peunym tworem algebraicznym stopnia =k—1.

Dowéd. Mozemy od razu zaloiyé, ze O jest identyczne z (n—1)-wymia-
rows hiperplaszezyzna R, ,—, okreslona przez réwnanie z,=0, gdyz
kazdy przypadek daje sie do tego sprowadzi¢ przez uprzednie dokonanie
odpowiedniego przeksztalcenia rzutowego przestrzeni P, na siebie. Jesli
teraz réwnanie tworu 9 ma postaé g (xg, zy, ..., £,)=0, to porzadkujac
lews jego strone wzgledem poteg z,, mozemy je napisaé w postaci:
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E
Fo(Zoy Ty vevy Tyey) + 002" @ (B05 By -1y Zyymg) =0,
r=1

Znikanie jego lewej strony dla wszystkich punktéw hiperptaszczyzny
9 znaczy wiee, ze @ (g, Ty, .-, y—y) jest zerem dla kazdego punktu
{eg, 0y, ..., 2,1} € B,—1, skad wynika na mocy lematu 1 z Nr 128, ze
wszystkie spélezynniki wielomianu ¢, znikajg. Réwnanie tworu A daje

si¢ zatem napisaé¢ w postaci:

k
x,- Z a1, (X, Tgy +e vy Byeq) =0,
=1

czyli w postaci z,-¢" (@, &y, ..., 2,)==0, gdzie ¢" jest wielomianem
jednorodnym stopnia k—1. A wige U jest sumg hiperplaszezyzny  oraz
tworu A okreslonego przez réwnanie @"(zg, ,...,%,)=0, majace
stopien k—1.

Whniosek. Twér stopnia co najwyzej drugiego w przestrzeni B, zauiera-
jacy pewnq (n—1)-wymiarowq hiperplaszczyzne, jest sumaq dwéch (nie-
koniecznie réznych) hiperplaszezyzn (n— 1)-wymiarowych.

W przypadku, gdy twoér algebraiczny k-tego stopnia (w przestrzeni
%) jest suma tworéw algebraicznych stopnia mniejszego od & (w prze-
strzeni %R, ), bedziemy méwili, ze twor jest rozkladalny.

A wige ostatni wniosek daje sig tez wypowiedzie¢ jak nastepuje:

Aby twor stopnia drugiego w przestrzeni 5, byt rozkladalny, potrzeba i
wystarcza, by zawieral hiperplaszczyzne (n—1)-wymiarows.

(WICZENIA. 1. Wywnioskowaé z ostatnich twierdzen, ze plaszczyzna prze-
chodzaca przez jedna z tworzacych hiperboloidy jednopowlokowe] zawiera zawsze
Jjeszeze druga tworzacs tej hiperboloidy.

2. Przez punkt {3, 2, 2, 1} sfery 2} +234a;—x3=0 poprowadzié plaszezyzne
przecint;jqcep te sfere wzdhiz dwéch prostych i znalezé punkty niewladciwe tych
prostych.

131. Punkty niewlasciwe tworéw algebraicznych. Przenoszac podana
w Nr 102 definicje na przypadek zespolony, nazywamy punkiem niewlas-
clwym lub kierunkiem asymptotycznym tworn algebraicznego U przestrzeni
€, kazdy punkt niewlagciwy przestrzeni B, bedacy granica ciggu
punktéw nalezacych do 9.

Okazalismy (w Nr 102), ze jesli twér 4 jest okreslony w przestrzeni
P,, przez réwnanie g (v, z,, ..., #,)=0 stopnia %, to dolaczajac do 4
wszystkie jego punkty niewlasciwe, otrzymamy w P, zbiér zamkniety
4, ktérego punkty spehiajg réwnanie

(6) ’P(xo: Ty -ens xn):oy
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. . . e . . . wl -’75'2 mn
gdzie (g, 4, .. -, %,) jest licznikiem funkeji wymiernej pl—, —, ..., —
Zy o Zo

o mianowniku x}, przy czym zbiér punktéw wiasciwych, spelmiajacych
réwnanie (6), pokrywa sie z A. Twierdzenie to (po zastapieniu P, przez
8,,) przenosi sie wraz z dowodem na dziedzine zespolona. W dziedzinie
tej jednak bedziemy mogli okazaé wiecej (co — jak zauwazyliSmy w Nr
102 — nie jest prawdziwe w dziedzinie rzeczywistej), mianowicie ze
twér okreslony przez réwnanie (6) jest identyczny z tworem uzupeio-
nym przez jego punkty niewladciwe. Zaczniemy od dowodu lematu
nastepujacego:

Lemat. Jeieli U jest tworem algebraicznym w plaszczyinie P, oraz
2 & U, to istnieje cigg punkiéw p*, naletgeych do A i réznych od p°, 2bieiny
do 1.

Dowéd. Wobec rzutowego charakteru twierdzenia, wystarczy prze-
prowadzié dowéd w przypadku, gdy p°={1, 0, 0}. Jezeli U jest tworem
stopnia zerowego, to A=P, i wéwezas prawdziwosé tezy lematu jest
oczywista. Zalézmy wiec, Ze stopied réwnania ¢ (g, y, 2,)=0 okres-
lajacego twér U jest dodatni, np. réwny k>0 wzgledem zmiennej .
Porzadkujae ¢ wedlug poteg x,, mozemy réwnaniu temu nadaé postaé

Po (Tgs 1) 4Ty 1 (Tgs 1) 23 - @2 (%, w1)+---+xf_; - @y, (%, 21)=0.

Poniewaz punkt p°={1, 0, 0} nalezy do ¥, wigc réwnanie

(7 o (1, 0) 45y (L, 0) 423 -@a(1, 0)+... 425 - i (1, 0)=0
ma pierwiastek z,=0. Biorac teraz dowolng liczbe 1, rozpatrzmy réwnanie
(8) o (1, D)z @r (1, 422 @a(L, Atz @, (L, )=0.

Wobec ciaglosci wielomianéw ¢;, istnieje dla dowolnie danego >0 taka
liczba 6>>0, ze o ile |A|<<§, to |@;(1, A)—e;(1, 0) |<x dla i=0,1,..., k.

Inaczej méwige: jezeli liczba 1 jest dostatecznie mata, to spétezynniki
lewej strony réwnania (8) dowolnie mato sig réznig od odpowiednich
spétezynnikéw lewej strony réwnania (7). Jak jednak wiadomo
(z tzw. twierdzenia o ciaglosci pierwiastkéw jako funkeji spélezynnikéw?),
dla kazdego £>0 istnieje takie >0, ze jesli spélezynniki réwnania (8)
réznia sie od odpowiednich spélczynnikéw réwnania (7) mniej niz

1 Qrzeka ono, ze dla kazdego wielomianu Agt+Az,+...+4, 2" o pier-
wiastkach a;, d,, ..., ¢, (z uwzglednieniem ich krotnosei) i kazdej liczby &>0
istnieje #>0 takie, ze jezeli spdlezynniki wielomianu By+ By x-+...+B,-x*
spelniaja nieréwnos$é |4;—B;|<y dla i=1,2,...,n, to po odpowiednim upo-
rzadkowaniu pierwiastk6w B, fas --., By tegos wielomianu zachodza nieré6wnosci
la; —B; |<e dla i=1,2, ..., n. Zob. np. W. Sierpinski, Dzialania nieskornczone,

str. 211.

21 K. Borsuk. Geometria analityczna
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o 7, to dla kazdego z pierwiastkéw réwnania (7) istnieje pierwiastek
réwnania (8), réznigcy sie od niego mniej niz o &.

W szezegblnodei istnieje taki pierwiastek x'l réwnania (8), ze |z,|<e.

. . 11 1

Wynika stad, ze jesli weZmiemy na e ciag wartosci 1, 3, B
to istnieé bedzie cigg liczb dodatnich 7y, %, ..., 7, ... taki, Ze jedli
podstawimy A=4,, gdzie | 4, |<7,, to réwnanie (8) mieé bedzie pierwiastek
x,, spelniajacy nieréwnosé:

(9) {x;{<% dla v=1,2, ...

Liczby 7, dobraé mozemy przy tym tak, by bylo
(10) o<|x,,]<% dla v=1,2, ...

1,2, ... punktem przestrze-
0, a zatem nalezacym do
1 (10) punkty p" dazg

Wéwezas p"=({1, 4,, x}} jest dla kazdego r=
ni P,, speliajacym réwnanie @(xy, @y, T5)=
9 i réznym od p°={1, 0, 0}, przy czym wobec (9)
do p°. Dowdd lematu zostal wige zakoniezony.

Twierdzenie. Jezeli réwnanie (2, 2, ..., 2,)=0 stopnia k okresla

w €, twér U, to réunanie

(11) W (%gs Ty, « v o5 ) =0,

T, X 2
x,) jest licenikiem funkcji wymiernej tp(—— .
xy %y %

o mianowniku xf, , okresla w B, twor, ktéry otrzymuge sie z U przez dolgczenie
do niego wszystkich jego punktéw niewlasctwych.

gdzie p(xg, Ty, ...

Dowdéd. Jasne jest, ze punkty tworu U speliaja réwnanie (11) oraz
ze punkty wlasciwe, spelniajace to. ré6wnanie, nalezg do 2. Poniewaz
zbiér A* punktéw spelniajacych réwnanie (11) jest zamkniety, wiec
pozostaje do okazania, Ze kazdy punkt niewladciwy p® e %* jest granics
ciaggu punktéw nalezacych do 9.

Ot6z gdyby kazdy punkt niewladciwy przestrzeni 5, spehiat réwnanie
(11), to — jak okazalismy w Nr 130 — wielomian 3 bytby podzielny
przez z,. Ale y jest licznikiem funkeji wymiernej ¢ (ml L ,ﬁ)

Z, % 2
o mianowniku z, wige z podzielnoci y przez x, wynikaloby, ze
wielomian ¢ jest co najwyzej stopnia k—1, whrew zalozeniu. Istnieje
zatem punkt niewlasciwy g przestrzeni 8, nie nalezacy do A*. Prosta &
laczaca p° i ¢ (a wige zlozona z samych punktéw niewlagciwych) ma,
z uwagi na wniosek z Nr 129, ze zbiorem * jedynie skoficzony zbiér E
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punktéw wspblnych. Oznaczmy przez § plaszezyzne rzutows przecho-
dzaca, przez punkty {1, 0, 0}, p, i ¢. Plaszezyzna ta przetnie A* wzdiug
pewnego tworu algebraicznego U, nie pustego (bo nalezy do niego p,)
i nie identycznego z § (bo ¢ nie nalezy do '), przy ezym zbiér skoriczony
E jest identyczny ze zbiorem punktéw niewlasciwych nalezacych do
A’'. W myél ostatniego lematu, istnieje zbiezny do 9 ciag p” punktéw
nalezgeych do 2’ i réinych od p°. W ciggu tym co najwyzej skoriczona
ilog¢ wyrazéw nalezy do zbioru E. Skrelajac te wyrazy, otrzymamy
ciag punktéw nalezacych do A'— ECY, zbiezny do punktu p° ktérego
istnienie bylo wlasnie do okazania.

Zilustrujemy ostatnie twierdzenie na przykladzie sfery (n—1)-wymiaro-
wej w przestrzeni €, o érodku ¢=(cy, ¢,, ..., ¢,) 1 promieniu r. Jak okaza-
liémy w Nr 111, réwnanie (n—1)-wymiarowej sfery w przestrzeni C, ma
postaé

(12) (—0)2 4 (xs—0s)2+. . . (2, —c, )2 —r2=0.

Nazwiemy obecnie zbiér punktéw przestrzeni €, spelniajacych réwnanie
postaci (12), gdzie spélrzedne c; érodka, jak i promien r przybieraé
mogg dowolne wartodei zespolone, — sferq (n—1)-wymiarowq zespolong
w przestrzeni €.

Zmieniajac nieco terminologie przyjeta w dziedzinie rzeczywistej
(ob. Nr 111), bedziemy wtedy jedynie, méwili, ze sfera zespolona jest
zdegenerowana, gdy r=0.

A wigc przez sfere nie zdegenerowanq (zespolong) rozumieé bedziemy
kazda sfere dang przez réwnanie (12), gdzie r==0.

Réwnanie (12) okre§la w €, twér drugiego stopnia.

Uzupelniajac ten twoér jego punktami niewlasciwymi, otrzymamy
twér w przestrzeni ¥, zwany sferq w przestrzeni 1%, ktérego réwnanie
jest przyréwnanym do zera licznikiem funkeji wymiernej

2, 2 \
——c ) H——¢ + -+ ~~c —r.
Ty Lo

A wiee réwnanie sfery w przestrzeni §,, ma postaé

(13) (T —C1 %)%+ (2

—Cy )2 (X, —C - ) 21222 =0

A wiec punkty niewlaiciwe tej sfery sa postaci {0,ay, as, ..., a,},
gdzie liczby @y, @, ..., @,, nie wszystkie réwne zeru, spelniaja
réwnanie, jakie otrzymamy z (13), podstawiajac x,=0. Ma ono postaé
a?+a2+...+a2=0. Widzimy wiec, ze punkty te s3 identyczne z tzw. kie-
runkami izotropowymi przestrzeni ,, o ktérych byta mowa w Nr 126.
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Tym sposobem udowodnione ostatnio twierdzenie doprowadzito nas do
wniosku nastepujacego:
Whniosek. Zbidr punkidw niewlasciwych kazdey sfery (n—1)-wymiarowej
¢ preestrzens R, jest idemtyczmy ze zbiorem kierunkéw dzotropowych
przestrzeml B..-

GWICZENTIA. 1. Réwnanie strofoidy prostej (réwnanie (27) z Nr 69) okrela
w plaszezyZnie , pewna krzywa zespolona. ZnaleZé jej kierunki asymptotyczne
(czyli punkty niewlasciwe).

2. Réwnanie powierzehni torusa (réwnanie (31) z Nr 79) okrela w przestrzeni
¢, pewna powierzchnie zespolona T'. Znalezé jej kierunki asymptotyczne. Okazad,
7e nie ulegna one zmianie, jezeli 7' poddamy jakiemukolwiek przeksztatceniu
przez podobienistwo. '

132. Jednoznaczno§é réwnania tworu drugiego stopnia. W Nr 90 oka-
zaliémy, ze réwnanie pierwszego stopnia jest wyznaczone z dokladnogcis
do czynnika stalego przez twér, jaki ono okresla w przestrzeni P,,
tj. przez hiperplaszezyzne (n—1)-wymiarows. W Nr 125 zauwazyliémy,
ze wynik ten przenosi si¢ bez zmiany na dziedzine zespolona, a wiec na
przestrzen PB,. Zajmiemy sie obecnie dowodem, ze w przestrzeni $,
rzecz ma sie podobnie takze dla réwnan drugiego stopnia. Zauwazmy
od razu, ze tak nie jest w przestrzeni P, gdzie np. réwnanie 2?2 +x2-+-x2=0
oraz rézne od niego réwnanie x2-42x24-x2=0 okreslajg jeden i ten sam
twor, mianowicie zbiér pusty.

Zaczniemy od dowodu trzech lematéw nastepujacych:

Lemat 1. Kaidy twér algebraiczny U stopnic k>1 w przestrzeni P,
zawiera uklad zlozony z n--1 punkidw liniowo niezaleinych.

Dowéd. W przeciwnym razie U byloby podzbiorem wlasciwym pewne;j
(n—1)-wymiarowej hiperplaszezyzny rzutowej §, lezacej] w przestrzeni
B, Istnialby wiec punkt « lezacy na § poza U oraz punkt b lezacy w P,
poza 9. Prosta rzutowa £ laczaca @ i b bylaby wéwezas rozlaczna z 9,
whrew wnioskowi z Nr 129.

Eemat 2. Zaden twér algebraicany stopmia k>1 w preestrzeni L, nie
jest zbiorem liniowym.

. Dowéd. W mysl lematu 1 twoér algebraiczny ¥ stopnia k>1 zawiera
uklad zlozony z n-1 punktéw liniowo niezaleznych. Gdyby A bylo
zbiorem liniowym, to w mys$l wniosku 6 z Nr 87 (ktéry, jak to bylo
stwierdzone w Nr 125, stosuje sie réwniez do dziedziny zespolonej),
musiatoby byé A=Y, co dla tworu stopnia k>1 jest niemozliwe.

W szezegblnosei wynika stad i z wniosku z Nr 129, ze dla tworu U
drugiego stopnia istnieje zawsze prosta 8 przecinajgca A dokladnie w dwéch
punktach.
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Lemat 3. Jezeli I jest tworem algebraicznym drugiego stopnic w prze-
strzeni B, o L prostq przecinajgeq A dokladnie w dwu punktach, fo
kaidy wielomian jednorodny drugiego stopmia f(xy, x4, ..., x,), znikajgcy
w kaidym punkcie ped oraz w pewnym punkcie pyel—IA, amika
t0£5amosciowo.

Dowédd. W przypadku n=1 prawdziwos$¢ lematu wynika z wniosku
z Nr 129. Zaléimy wiee, Ze n>>1 i Ze lemat jest prawdziwy dla prze-
strzeni o wymiarze mniejszym od n. Niech § bedzie jakakolwiek
(n—1)-wymiarows hiperplaszczyzng przechodzaca przez & Woéwezas
przecina A wzdluz pewnego tworu algebraicznego co najwyzej drugiego
stopnia (ze wzgledu na twierdzenie z Nr 129). Poniewaz prosta przecina
9’ dokladnie w dwéch punktach, wige w mysl wniosku z Nr 129,
twoér A’ jest drugiego stopnia. Wielomian f znika w punkeie p, & &—3,
zatem w my$l zalozenia indukeyjnego, znika on we wszystkich
punktach hiperplaszezyzny 9. A wige twér U, okreslony przez réw-
nanie f=0 (jesli nie jest ono tozsamogcia), zawiera hiperplaszezyzne 9.
W my$l wniosku z Nr 130 jest wiee A'=P-+9’, gdzie ' jest pewns
hiperplaszezyzng (n—1)-wymiarows.

Okazemy, ze §'C2l. Istotnie, w przeciwnym razie, biorae na £ punkt g,
nie nalezacy do U, moglibyémy, whrew wnioskowi z Nr 129, prze-
prowadzié przez ten punkt prosta nie przecinajaca . Jezeli ¢ nie leiy
na , prosta taks bylaby prosta laczaca p i ¢, jezeli zas g e §, prosta
taka bylaby dowolna prosta, laczaca ¢ z jakimkolwiek punktem ',
lezacym poza A'. A wiec H'CU.

Stad na mocy wniosku z Nr 130 wynika, ze twér U sktada si¢ z O’ oraz
z pewnej hiperplaszezyzny (n—1)-wymiarowej " 'CH+9’. Gdyby hiper-
plaszezyzna §'' nie zawierala sie ani w §, ani w §’, to istnialyby punkty
a,be ", z ktérych pierwszy lezalby poza §, drugi zaé poza H’. Prosta
Q'CH", przechodzaca przez a i b, miataby wowezas zaréwno z § jak i
z §' po punkcie wspélnym, mimo ze LCH'CH+H’. A wige " zawiera
sie w § lub w . W pierwszym jednak przypadku jest "= (ze
wzgledu na wniosek 7 z Nr 87), a wiee U=94H'=U', whrew zalozeniu,
ze istnieje punkt p &' —U, w drugim za$ jest Y=’, whrew zalozeniu,
ze U jest tworem drugiego stopnia.

W ten sposéb dowéd lematu zostal zakofczony.

Twierdzenie. Réwnanie drugiego stopmia Z A,
7,j=0
snaczone z dokladnodciq do czymmika stalego przez twér algebraicany U
okredlony przez mie w przestrzeni .
Dowéd. W myél lematu 2 z Nr 128, zbiér I nie jest pusty. Jezeli
A=R,, to w mydl lematu 1 z Nr 128 jest 4,,=0 dla 4,j=0,1,....7

2y w;=0 jest wy-
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Mozemy wiec zalozyé, ze twor U jest dodatniego stopnia. Jezeli jest on
pierwszego stopnia, czyli jest hiperplaszezyzna 9, to — jak okazalismy

w Nr 130 — wielomian > A, ;-2;-2; roziklada si¢ na iloczyn dwéch
i, =0

czynnik6w pierwszego stopﬁ;a, z ktérych kazdy jest lewq strong réwnania
hiperplaszezyzny §. Poniewai § wyznacza to réwnanie z doktadnoscig
do ezynnika liczbowego, wige w tym przypadku teza twierdzenia jest
prawdziwa.

Pozostaje rozpatrzyé przypadek, gdy twor A jest drugiego stopnia.
Niech

3 mn)z IZ, 4;

150 % ;=0
i, j=0

@ (g, Ty, -

i niech

P(Tgs By oevs Bp)= Z Bi,j'mi’xizo
i, j=0
bedzie innym réwnaniem kwadratowym, okredlajacym ten sam
twér A, W myél lematu 2 twér A nie jest zbiorem liniowym,
a wiec istnieje prosta ¢ przecinajgca I dokladnie w dwéeh punktach.
Niech p, bedzie punktem prostej ¥, nie nalezacym do . Przyjmujac
dla kazdego p={zg, @y, ..., &}

Hp)=9(p) v (P) —@ (o) ¥ (V)
mamy wielomian f drugiego stopnia, znikajacy dla kazdego punktu
p e oraz dla punktu p, e 8,—A. W mydl lematu 3 jest wiec f(p)=0
dla kazdego p e B,,, skad wynika na mocy lematu 1 z Nr 128, Zze wszystkie
spolezynniki wielomianu f znikaja. A wiee wielomian ¢ (p) jest identyczny

tp((p 0)).1/,(2)), czyli dowéd twierdzenia zostal zakonezony.
)

0

z wielomianem

Uwaga. Dla réwnai stopnia wyzszego od 2 analogiczne twierdzenie nie jest
juz prawdziwe. Tak np. dla k> 2 réwnania k-tego stopnia

k1 : k—2
@om, =01 23-277"=0

okreslaja w przestrzeni B, jeden i ten sam twoér, utworzony przez dwie hiper-
plaszezyzny (n—1)-wymiarowe ;=0 i 2,=0, mimo ze ich lewe strony rdéinia
sie nie tylko czynnikiem statym.

CWICZENIE. Kazdej lezacej w R, krzywej stopnia k<2 o réwnaniu
Ago-zf Ayl + Ay g af+2- Ay mgmy 20 Ay 5y By 2 Ay oy Ty=0
przyporzadkujmy punkt {Ao,o’ Ay Az Agps Ao Am} e L. Przyporzad-
kowanie to pozwala krzywe plaskie stopnia k <2 interpretowad jalko punkty prze-
strzeni §;, & wiee w pewnym sensie méwié o geometrii krzywych stopnia k<2.
Jak w geometrii tej interpretuje sie przynalezno$é punktu do prostej, laczacej dwa
rézne dane punlty?
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133. Wyznaczanie tworu drugiego stopnia przez skofezony uktad punk-
té6w. W Nr 132 okazaliémy, ze réwnanie tworu kwadratowego wyznaczone
jest przez zbiér wszystkich jego punktéw. Nasuwa sie jednak pytanie,
czy — podobnie jak twor pierwszego stopnia w przestrzeni , wyznaczony
jest przez dowolnie dany uklad zlozony z n+1 punktéw liniowo nie-
zaleinych — tak i twér kwadratowy nie daje sie wyznaczyé przez skon-
czony ukiad punktéw.

W przypadku ogélnym damy na to pytanie odpowied? w postaci
pewnego arytmetycznego warunku dla spéhrzednych punktéw, ktérego
spelnienie bedzie zapewniaé jednoznaczno§é tworu stopnia k=<2, przecho-
dzgcego przez te punkty.

W przypadku plaszezyzny P, otrzymany warunek da sie sformulowadé
geometrycznie (a wige bez uzycia spélrzednych).

Dla kazdego punktu p={x, 2, ..., ,} przestrzeni P, oznaczmy przez
o (p) uklad M;@ﬂ

&

liczb postaci x;-x;, gdzie 7=, uporzadkowany

w ten sposéb, ze jesli 1<Ci’, to x;-x; poprzedza x, -x;, jedli za§ 1=7', to
x,;-x; poprzedza x;-x;, gdy j<j'. Uklad «(p) ma wiec postaé:

Xy Xy Lo Ty wovy Lo Lyy By-By, Ly-Tgy veny LTy veny Tpoy Ty, Xy

Niech teraz py, Do, ..., D, beda punktami przestrzeni §,. Oznaczmy
przez a(py, Ps, ..., P,) macierz o k wierszach, ktérej i-ty wiersz jest
n+4-1 2) n(n43
identyczny z ukladem a(p;). W przypadku k=( + ;(n+ )= ( ?+ )—H
macierz ta jest kwadratowa. Jej wyznacznik oznaczymy wowezas przez
a@{py, Pas - - -» Pr)- Udowodnimy nastepujace

n-(n4+3)

Twierdzenie. Przez uklad m=—— punktéw pt, p2,..., p* preestrzeni

B, przechodzi co najmniej jeden twér stopnia dodatniego k=2.

Twér ten jest jedyny wiedy @ tylko wtedy, gdy macierz a(pt, p% ..., p")
n-(n--3).
—

4

jest rzedu

Wéwezas twor ten jest identycany ze zbiorem punkidw scharakteryzo-
wanych przez réwnanie kwadratowe a(p, p, 2, ..., p")=0.

Dowéd. Réwnanie kazdego tworu stopnia k=<2 w przestrzeni P, daje
sie napisaé (i to, z pominieciem czynnika stalego, w spos6b jednoznaczny)
w postaci (5), gdzie nie wszystkie spolezynniki A4, ; znikaja oraz gdzie
A;,=4;,dlai, j=0,1,...,n Przyjmujac

B;,=A

4,1 i,

i B, =2-A4,,

i, i,

dla 3,
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mozemy réwnaniu temu nadaé postaé

(14) Z(ZBi,j'xf'mj):o'
=0 \j==1
Aby wiec istnial twér stopnia k=2, przechodzacy przez punkty p"=
={z}, =}, ..., @)}, gdzie i=1, 2, ..., m, oraz przez punkt p={xy, &y, ..., ,}
potrzeba i wystarcza, by istnialy liczby B, ;, nie wszystkie réwne zeru
ktére spelniajg réwnanie (14) oraz réwnanie

tl

i

” " . 3
(15) Z(ZBi,j-a:’.'-x}')=0 dlay=1, 32, .. "+3)

i=0 \j=i 2
3 1 2
Réwnania (14) i (15) stanowig ukladn(n+ )—H=(%+ l(n+ )réwnaﬁ
1 2
liniowych jednorodnych wzgledem (—7&#—'—_——) spélezynnnikéw B, ;.

Wiadomo z teorii réwnan liniowych, ze warunkiem koniecznym i dostate-
cznym istnienia niezerowego rozwigzania tego ukladu jest znikanie
wyznacznika, utworzonego przez spélezynniki tych réwnan; wyznacznik
ten ma w danym razie postaé

(e a(p, pt, 1% ..., p")=0.

Zaleino¢ (16), przy statych punktach p%, p2, ..., 9", ma postaé réw-
nania. kwadratowego jednorodnego wzgledem zmiennych zg, 2z, ..., x,.
Aby réwnanie to nie bylo tozsamoscia, potrzeba i wystarcza, by co

I <(n+3
najmniej jeden z podwyznacznikéw stopnia 7—1—(7—1:—) -ego macierzy
a(p', p% ..., p") nie znikal, czyli by rzad tej macierzy byt réwny 7}—(%_'_—3)

W tym wigc przypadku réwnanie (16) okregla jednoznacznie zbiér punktéw
p, ktére wraz z punktamipl, 2, ..., p"lezana pewnym tworze stopnia k=2,
Zatem twor ten jest wyznaczony jednoznacznie. Natomiast w przypadku,

gdy rzad macierzy a(p°, p° ..., p) jest mniejszy od w, uklady

a(p’), traktowane jako punkty przestrzeni PBroass S liniowo zalezne,

a wige przechodzi przez nie wigce] niz jedna (n (n+3)
2

hiperplaszezyzna przestrzeni Bonry (W my§l wniosku 2 z Nr 91,

— 1) -wymiarowa,

ktéry — jak zaznaczyliémy w Nr 125 — przenosi sie na przestrzenie
zespolone).
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Istniejy zatem dwa uklady B, ;i B'm., ktére spelniajg réwnania (15)
nie bedac proporcjonalnymi. Réwnanie (14) i réwnanie

n n
2 ( 2 Bt‘,J‘xi'-’”J) =0
=0 \ j=i

okreflaja wéwezas dwa rézne twory stopnia k=2, przechodzace przez
punkty pt, p2% ..., p". W ten sposéb dowéd twierdzenia zostal zakonczony.

‘Wniosek 1. Przez kazde 5 punktéw plaszczyzny o, z kidrych zadne 3
nie sq spolliniowe, przechodzi dokladnie jedna krzywa drugiego stopnia.
Krzywa to przy tym nie jest zdegenerowana.

Niech pt, p?% 78 p% p® beda punktami plaszezyzny %,, z ktérych

n-(n-+3)
2

zadne 3 nie sg spéHiniowe. Poniewaz dla n=2 jest =5, wiec

w my¢l ostatniego twierdzenia przez punkty te przechodzi co najmnie]
jeden twér stopnia k=<2. Twér ten nie moze byé ani prosts, ani tworem
zdegenerowanym stopnia 2, gdyz wéwezas (w mysl wniosku z Nr 130)
rozpadalby sie na sume dwéch prostych, a wiec co najmniej 3 sposréd
danych punktéw lezalyby na jednej z nich.

Pozostaje zatem do okazania, ze nie istniejs dwie rézne krzywe drugie-
go stopnia, przechodzgce przez te punkty. Poniewaz chodzi tu oczywicie
o wlasnodci rzutowe, wiec (w mysl twierdzenia z Nr 89) mozemy zalozyé,
ze:

pt={1, 0,0}, p2>={0,1,0}, p3={0,0,1}, p*={1,1,1}.

Niech p®={ay, a,, a,}. Poniewaz p’ nie lezy na prostej laczacej p® i p?
ani na proste] laczacej pl i pt, wiec a,==01 a,==a, czyli

g (@y—ay)=0.

Na mocy udowodnionego twierdzenia pozostaje zatem juz tylko do
okagania, 7e rzad macierzy a(p', p?, p3, p% p°) jest réwny 5. Mamy

1 0 0 .0 0 0
0 0 0 1 0 0
a (pt, p% 2%, p% 1) = 0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1
N a, @y @y,  ai 4 a, @

Skreslajac w tej macierzy przedostatnia kolumne, otrzymujemy
wyznacznik
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1 0 0 0o 0
1
0 0 0 1 0 8 g 0 ;) 0 0 1
0 0 0 0 1 = 1 1 1 1= 1 1 1 |=
1 1 1 1 1 s @, @ @, A, ad
2 3 2 g @y Gy, Ay @ -
ay Gy Gy G-, ay @

=ay-(ay—a;) 0.

A wiec rzad macierzy a(p?, p% p°, P p°) istotnie jest réwny 5 i tym
samym wniosek 1 zostat uzasadniony.
(n+3)

Wniosek 2. Przez uklad L 5 punktéw przestrzeni P, przechodzi

co najmmiej jeden twor rzeczywisty okreslony przez réwnanie stopnig==2.

Istotnie, jesli punkty %, 2, ..., p" nalezs do P,, to mozemy zalozyd,
ze wszystkie ich spéhrzedne 2 sg rzeczywiste. Spolezynniki B, ;, spel-
niajace réwnania (15), tez moga byé wéwezas znalezione w dziedzinie
rzeczywistej.

Wniosek 3. Dla kazdej stozkowej S, lezgcej w P, istnieje w B, dokladnie
jeden twor stopnia drugiego & taki, ze P-S&==.

Istotnie, wystarczy zauwazyé, ze wobec wniosku 1 kazdy uklad
pigciu réznych punktéw lezacych na § wyznacza calkowicie twér &.

Twér &, o ktérym mowa jest w ostatnim wniosku, nazywaé bedziemy
stozkowq zupelng zespolong.

Jest to wiec twor drugiego stopnia w 9, przecinajacy P, wzdtuz
stozkowe]j zupehe;j.

Zaleznie od tego, czy S jest zupelng elipss, hiperbola czy parabols, &
nazywa sie elipsq, hiperbolg lub tez parabolg zupelng zespolong.

Stozkowe zupele zespolone sg okreflone przez te same réwnania,
ktére w P, okre§laja stozkowe zupelne. Sg to wiec twory rzeczywiste.

Mamy dalej nastepujacy

Wniosek 4. Dia kazdej kwadryki K lesgeej w Py istnieje w Ly dokladnie
jeden twér drugiego stopnia & taki, e & B, =K.

Wobec twierdzenia z Nr 104 wystarczy okazad, ze tak jest w pray-
padku, gdy kwadryka K jest badz hiperboloida jednopowlokows,
okreslong w P, przez réwnanie

(17) Tyt —al—r2=0,
badz hiperboloida dwupowlokows, okreélons w P, przez réwnanie

(18) w2422 +32—a2=0.

3
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W pierwszym przypadku na K leis punkty:
p'={0,1, 0, 1}, p*={0,1,0, —1}, p*={1,0,1, 0},
p*={1,0, —1,0}, p’={1,2,2,1}, pb=11, 3, 3, 1},
p'={3,4,50}, p8=1{50,43}, p°={1, -2, 1,2},

przy czym rzad macierzy a(p', p% p?, p% % P8 p7, P8, p°) jest réwny 9,
gdy? wyznacznik, powstaly przez skreslenie w niej pierwszej kolumny,
ma postaé:

0 0 0 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 —1 0 0 1

0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 —1 0 0 0 0 1 0 0

2 2 1 4 4 p) 4 2 1

3 31 9 9 3 9 3 1
12 15 0 16 20 0 25 0 0
0o 20 15 0 0 0 16 12 9
—2 1 2 4 —2 4 1 2 4

i jak droga latwego rachunku mozna okazaé, ma warto$é 5760, a wiec
jest rézny od zera. Zatem uklad tych punktéw wyznacza jednoznacznie
twér §. Tym bardziej wiec twér & wyznaczony jest jednoznacznie przez
caly zbiér K. .
W drugim zaé przypadku stwierdzamy, Ze na hiperboloidzie o réwnaniu

(18) lezg punkty:

#=10,0,1,1},  ¢={0,0,1, —1}, ¢={0, 1,0, 1},

q4={15 O: 03 1}: {Z5={0: 3: 4; 5}3 QG:{4; 3; 07 5}7

CJ7={3= _4:: 01 5}: 48:{1: 2: 2: 3}: q9={19 '—27 2: 3}9
przy czym rzad macierzy a(g, ¢% e, g4 ¢, 9% 97, &8, 4°) jes’F réwny 9,
gdyz wyznacznik, powstaly przez skredlenie w niej ostatniej kolumny,
ma postaé:

0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 1 —1
0 0 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 9 12 15 16 20
16 12 0 20 9 0 15 0 0
9 —12 0o 15 16 0 —20 0 0
1 2 2 3 4 4 6 4 6
1 —2 2 3 4 —4 —6 4 6
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i po latwym rachunku okazuje sie réwny 11520, a wige jest rézny od
zera. Zatem twoér & jest przez uklad tych punktéw, tym bardzie] wiec
przez caly kwadryke K, jednoznacznie wyznaczony. W ten sposéb
dowéd wniosku 4 zostal zakoriczony.

Twér &, o ktérym mowa jest we wniosku 4, nazywaé bedziemy kwa-
drykq zupelng zespolong.

Jest to wiec twér drugiego stopnia w P, przecinajscy P; wzdhuz
kwadryki zupelnej K.

Zaleznie od tego, czy K jest zupelns elipsoids, hiperboloids jedno-
lub dwupowlokows, czy wreszcie paraboloidg eliptyczna lub hiper-
boliczng, & nazywa sie elipsoidg, hiperboloidg jedno- lub dwupowlokowy,
paraboloidg eliptyczng, lub tez hiperboliczng zupelng zespolong.

Kwadryki zupele zespolone sg okreglone przez te same réwnania,
ktére w P; okreslaja kwadryki zupelne. Sy to wiec twory rzeczywiste.

Udowodniliémy zarazem, ze kazda stozkowa daje sie wyznaczyé przez
uklad pigciu punktéw rzeczywistych, a kazda kwadryka przez uklad
dziewigciu punktéw rzeczywistych.

‘ CWICZENIA. 1. Znalezé krzyws drugiego stopnia przechodzacs przez punkty
{1,0,0}, {1, 1,0}, {1, 2, 8}, {0, —2, 5}, {0, —1, 4].

2. W prze#rzeni %, dane sq trzy proste L, L,, L, takie, 7e L, i L, sg rozlgczne,
Ly za§ przecina zaréwno L, jak L,. Czy istnieje powierzehnia drugiego stopnia,
przechodzaca przez te proste?

3. Okazaé, ze elipsoida o réwnaniu 4-&:?{9»9:3—{——5—3:3:0 i sfera o réwnaniu

22 1 2 L8 inai 3 o - 24 .
%] T2y 23 —x;=0 przecinaja si¢ w zbiorze, w ktérym znalezé mozna dowolna

skoriczona ilosé takich punktéw py, ps, - .., p;, s kazde cztery sq liniowo niezalesne.
n-(n—+3

3 ) punktéw
persstrzeni P, z ktérych zadne n-+1 nie sg liniowo zalezne, wyznacza zawsze
twor kwadratowy (jak to jest w przypadku n=2 w my$l wniosku 1)

Opierajac sig na tym, zbadaé, czy prawds jest dla n> 2, ze uklad
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Elementarne wlasno§ei tworéw drugiego stopnia

134. Styezne do tworn drugiego stopnia. Punkty osobliwe i punkty
zwyezajne. Niech o bedzie tworem pierwszego lub drugiego stopnia, le-
zacym w przestrzeni .. Niech € bedzie prosta w przestrzeni B,. W mysl
wniosku z Nr 129 istnieja nastepujace trzy mozliwosei:

1° 8CU, czyli & jest tworzae prostoliniows tworu 2,

2° @ przecina U dokladnie w jednym punkecie,

3° & przecina U dokladnie w dwéch punktach.

Jezeli zachodzi przypadek 1° lub 2°, to méwimy, ze prosta & jest
styczng do tworu A.

Jasny jest rzutowy charakter tego pojecia.

Okazemy, ze tak wprowadzone pojecie stycznej obejmuje jako szcze-
gblny przypadek pojecie stycznej do stozkowej wprowadzone w Nr 110.
W tym celu wystarczy okazad, ze jezeli 4 jest tworem okreslonym w prze-
strzeni P, przez réwnanie (%, 2y, ..., £,)=0, gdzie ¢ jest wielomianem
jednorodnym drugiego stopnia o spélezynnikach rzeczywistych, za§ U
jest tworem okreslonym przez to samo réwnanie w przestrzeni §,, to
aby prosta L, wyznaczona w przestrzeni P, przez dwa punkty rzeczywiste
@ i b, przecinata A dokladnie w jednym punkecie lub catkowicie lezala
na A, potrzeba i wystarcza, by prosta €, wyznaczona w przestrzeni B,
przez te same dwa punkty @ i b, byla styczna do . Inacze] méwiae,
wystarczy okazaé, ze jedli podana tutaj (dla dziedziny zespolonej)
definicje stycznej przenieé na dziedzine rzeczywists, to otrzyma sie te
i tylko te proste rzeczywiste, ktére sg stycznymi do A (w sensie dziedziny
zespolonej).

Niech L przechodzi przez punkt pe A i niech badz LCA, bads L.4
zawiera tylko punkt p. Jezeli LCA, to ¢ zawiera nieskoriczenie wiele
punktéw tworu U, a wiec QCA. Jezeli zas L-A4 zawiera jedynie punktb
p, to gdyby istniat punkt ¢ & UA- L rézny od p, punkt ¢ nie bytby rzeczywis-
ty, a wiec punkt z nim sprzezony ¢ nalezatby tez do A-8 1w mysl Nr
120 byloby g=¢. A wiec zbiér 2.8 zawieralby trzy réine punkty
P, ¢, g, skad wynika, ze {C, co pociaga za soba LCA, wbrew zalozeniu,
ze I- A redukuje sie do punktu p. A wiec € jest styczna do L.
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Niech prosta &, wyznaczona przez punkty rzeczywiste @i b, bedzie
styczng do . Jeéli € przecina A dokladnie w jednym punkeie p, to
punkt ten musi byé rzeczywisty, w przeciwnym bowiem razie rézny od
niego punkt z nim sprzezony p réwniez nalezatby do £1 . A wigc w przy-
Jpéa(,:dju tym L przecina 4 tez w jednym punkcie p. Jezeli za§ LC, to

Zajmiemy sie teraz podaniem analitycznych warunkéw charakteryzn-
jacych styczne. Zalézmy, ze twér A dany jest przez réwnanie

(1) Z A,~,j-xl--aq,~::0, gdZie A,-’jZA.;,,'.

1,j=0

Prosta &, przechodzaca przez dany punkt c={cy, ¢y, ..., ¢,} 1 przez

dowolny punkt p={xg, z,, ..., ,} rézny od ¢, jest identyczna ze zbiorem
punktéw postaci

{A-cotp-zy, AreyFp-ay, oo, ecytuez, ),

gdzie 4 i w nie znikaja jednoczesnie. Punkty jej przeciecia z ¥ charak-
teryzuje réwnanie

n

2 Ay (A et ) - (A e ) ==0,

i, /=0
ezyli zaleznoéé

n n n
(2) ).2' Z ‘4,-’.]' t et Cj + 21"[( . Z A[,J" C; 'iUJ'—l—lll.z . Z Az] .’/{3,;'.‘217':0,
i,j=t i,j=0 Z, J=0 ’ )
Jezeli punkt ¢ lezy na ¥, to w réwnaniu (2) spélezynnik przy A2 znika.

',I edr'loczes?e zmkam‘e spétezynnika przy A-u jest réwnowazne temu,
Ze r6wnanie -(2) badz jest spelione tylko dla =0, bad staje sie tozsamo-
Scig. :_fnaczej mowige, prosta & przechodzaca przez punkt ¢ & I i punks
p==c Jest styczng do A wtedy i tylko wtedy, gdy punkt p=
spelia warunek ) . Pt o

n
(3) Z A,-,j-cfzj:O.

1,j=0

. Bio.r’aéc pod uwage, ze réwniez punkt ¢ spehia réwnanie (3), widzimy,
ze Zbl(?r punktéw p={,, 21, ..., z,}, polozonych na prostych styecznych

0 A i przechodzacych przez punkt e={cg ¢y, ..., ¢,} & U, jest scharak-
teryzowany przez réwnanie (3).
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Jezeli réwnanie to jest tozsamofcig, czyli jezeli kazda prosta przecho-
dzgca przez ¢ jest styczna do ¥, to méwimy, ze ¢ jest punktem osobliwym
twory A,

Punkty tworu ¥, nie bedace punktami osobliwymi, nazywaé bedziemy
punktami zwyczajnymi tworu A

Jedli twoér U nie zawiera punktéw osobliwych, to méwimy o nim,
ze jest rozmaitosciq.

Punkty osobliwe tworu 9 s arytmetycznie scharakteryzowane przez
réwnania

n
(4-) ZA,‘,J"C,‘ZO dlau ]:0, 1, ey Iy

=0

z ktérych wynika, ze - Z A,c¢,=0, czyli ze ce A. Wynika stad,
i=0

#e twér A ma punkty osobliwe wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik
|44 (7=0.1....,n),

zwany wielkim wyrdinikiem tworu, jest réwny zeru.

Co wiecej, na mocy twierdzenia z Nr 91 (ktére — jak zauwazyliSmy
w Nr 125 — przenosi sie na przypadek zespolony), punkty osobliwe tworu
9 tworza hiperplaszezyzne o wymiarze m=n—I, gdzie [ jest to rzad
macierzy kwadratowe]j (4,;) (i, j=0,1,...,n), zwane]j macierzq wielkiego
wyréinika réwnania (3). '

Oznaczmy przez f(%g, 2y, ..., ¥,) lewg strong réwnania (3). Wéwcezas
macierz wielkiego wyréznika tego réwnania oznacza¢ bedziemy przez
M (f). Jej wyznacznik, czyli wielki wyréinik réwnania (3), oznaczal
bedziemy przez N (f).

Biorac dalej pod uwage, ze W mysl twierdzenia z Nr 132 réwnanie
f=0 jest przez twér A okreslone z doktadnodeia do czynnika statego,
wnioskujemy, ze rzad macierzy D (f) zalezy jedynie od tworu U (a nie
od wyboru jego réwnania f=0).

Rzad ten nazywaé bedziemy pierwszym wskainikiem rzutowym tworw A
i oznaczaé przez K ().

Mozemy wiec wypowiedzied nastepujace

Twierdzenie. Zbidr punkiéw osobliwych tworu A stopnia prerwszego lub
drugiego w praestrzeni B, jest hiperplaszczyzng o wymiarze n—K ).

Woiosek 1. Pierwszy wskatnik rzutowy K () jest niezmiennikiem
reutowym tworw A.
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Wniosek 2. Aby twér A byt rozmaitoscia, potrzeba i wystarcza, by jego
plerwszy wskasnik rzutowy K () byt réwny n+-1, czyli by wielks wyréinik
jego réwnanic byl réény od zera.

W mysl Nr 103 i 133 elipsa i hiperbola zupelne zespolone majg réwnania
postaci A,-22-+4,-22+22=0, gdzie 4, i 4, sa réine od zera. A wiee
dla nich wielki wyréznik ma postaé

100
O .A]_ 0 =A1.A2=#=0.
0 0 4,

. . . x3
Parabola zupelna zespolona ma réwnanie postaci 2~x0-m1—d—2=0,

a wige wielki wyréznik jej réwnania ma postaé

01 0
1
100 | 1
0 02| ¢
d

Mozemy zatem wypowiedzieé nastepujacy

Wniosek 3. Wszysthie stoikowe zupelne zespolone sq rozmastosciams.

W mys$l Nr 104 i 133 elipsoida i obie hiperboloidy majg réwnania
postaci A;-xi4A,y-224-4;-234+22=0, gdzie spélezynniki 4,, 4,, 4555
rézne od zera. A wiec wielki wyréznik ma dla nich postaé

=.A1. Ag. A3 :*:0

S o h o
=

oo o
o h oo
n
L O oo

3

Obie paraboloidy maja réwnania postaci A;-22+4, 23422y 2,=0,
gdzie 4, i 4, sg rézne od zera, a wige wielki wyréznik dla nich ma postaé

01 00 1

1000

0 O A]_ 0 :-—AlAg:*:O
0 0 0 A,

Mozemy zatem wypowiedzie¢ nastepujacy

Wniosek 4. Wszystkie kwadryki zupelne zespolone sq rozmaitosciams.

Bezposrednio z definicji punktéw osobliwych wynika, ze na to, by
punkt ¢ ¢ A byt punktem osobliwym, potrzeba i wystarcza, by zbiér %
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dawal sie przedstawié jako suma zbioru jednopunktowego (c¢) oraz
wszystkich prostych, przechodzaeych przez c i lezacych na .

Zbiér taki nazywamy stozkiem o wierzchothu c.

Wniosek 5. Na to, aby twér stopnia drugiego byl stoikiem o wierzcholku
{1,0,0,..., 0}, potrzeba i wystarcza, by jego réwnanie nie zawieralo spdl-
rzednej ;. .

Tstotnie, to ze twoér jest stozkiem o wierzehotku {1, 0,0, ..., 0} jest
réwnowazne spelieniu przez ten punkt réwnan (4), czyli réwnosciom
A,,;=0dlaj=0,1,...,n.

7 podanej definicji stozka wynika dalej, ze jezeli ¥ jest sumg dwdbch
réznych hiperplaszezyzn (n—1)-wymiarowych, to jego punkty osobliwe
s identyczne z punktami przeciecia tych hiperplaszezym, a wiec zbibr
ich (na mocy twierdzenia z Nr 91) ma wymiar n—2. Mamy wigc

Whniosek 6. Jeseli U jest sumq dwéch réinych hiperplaszczyzn (n—1)-
wymiarowych w przestrzeni R, to rzad macierzy M (f) jest réwny 2.

Wreszeie w przypadku, gdy U redukuje sig do jednej hiperplaszezyzny
(n—1)-wymiarowej, kazdy jej punkt jest osobliwy, skad wynika

Wniosek 7. Jeseli 9 jest tworem stopnia pierwszego, fo rzqd macierzy
WM (f) fest réwny 1.

Uwaga. Niech
n
(5) F(@gs By - v s Tn) = Z A; - ;.
1,j=0

Dla kazdego wskaznika i=0,1,...,n mozemy wielomian f napisaé

w postaci .
f (2o Zys-- e xn)zAz‘, i 93?“!'23%2 A+ Ci,
i
gdzie C; nie zalezy od zmiennej ;. Wiynika stad, ze — nzywajac znako-
wania rachunku rézniczkowego — mamy:
1 of

(6) S'A_—:f-’l‘i(xﬂﬂ xl""7xﬂ)=ZAf.j'mj'
4 ox; =0

n

Wynika stad, ze réwnania (4), charakteryzujace punkty osobliwe tworu

A, dajs sie napisaé w latwej do zapamietania postaci
f;y (Cgs €15 -+ -» C)=0 dlai=0,1,..., 7.

CWICZENIA. 1. Znale#é punkty osobliwe powierzchni (w przestrzeni P,)
o réwnaniu 2-m;-x,—3-25=0. )

9. Twoér w preestrzeni P, o réwnaniu 2-zy 1y 2} 202y 23— %3 =0 przecigto
hiperplaszezyzna o réwnaniu

Ae@g— 2y + Ty Ly 2= 0.

292 K. Borsuk. Geometria analityczna
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Dobraé A w taki spos6b, by powierzehnia otrzymana w przecigeiu miata co naj-
mniej jeden punkt osobliwy.

135. Hiperplaszezyzny styezne. W Nr 134 okazalidmy, Ze jezeli
punkt c={c, ¢y, ..., ¢,} naleiy do tworu ¥, okreglonego w przestrzeni §§,
przez réwnanie (1), to punkty p={zg, 2, ..., 2}, lezace na stycznych
do % przechodzacych przez ¢, sa scharakteryzowane przez réwnanie (3),
kiére mozemy tez napisaé w postaci

(7) i (iA,-,j-ci)-szo.

=0 \i=0

Jezeli punkt ¢ jest punktem zwyezajnym, to nie wszystkie wyrazenia

ZﬂAiﬂj-ci (j=0,1, ..., n) znikaja, a wigc réwnanie (7) okre§la pewns
(n—1)-wymiarows, hiperplaszczyzne, zwana hiperplaszczyzng styczng do 2
w punkcie c.

W przypadku, gdy zaréwno punkt ¢, jak i wszystkie spélezynniki 4, ,
sq rzeczywiste, réwnanie (7) ma spélezynniki rzeczywiste i okresla
w przestrzeni P, hiperplaszezyzne (n—1)-wymiarows, zwang rzeczywistq
hiperplaszczyzng styczng do tworu A=%.P w punkcie c.

Z uwagi na rozwazania z Nr 134 jest ona identyczna ze zbiorem punk-
tow nalezaeych do wszystkich stycznych rzeczywistych w punkcie ¢
do tworu 4.

. Wracajac do przypadku zespolonego, mozemy wypowiedzieé¢ nastepu-
jace

Twierdzenie. Jezeli ¢ jest punktem 2wyczajnym tworu A, okreslonego w R,
przez réwnanie (1), to zbidr punktéw przestrzeni B, lezacych na stycznych
do N w punkcie c, jest (n—1)-wymiarowg hiperplaszczyzng, okreslong
preez réwnanie (7).

Jest ona jedyng hiperplaszczyzng (n—1)-wymiarowq, przechodzqeq
preez ¢ 1 przecinajacy W wedluz tworw stopnia k=2, dla ktérego c fest
punktem osoblivwym.

Dowdd. Pierwsza czedé twierdzenia zostala juz udowodniona na poczat-
ku tego Nr. Oznaczajac przez § hiperplaszezyzne styczng w punkeie ¢,
wezmy pod uwage jej przecigcie A’ z tworem A. Jedli ¢’ ¢ A’ i ¢'=c, to
prosta lgczaca ¢ i ¢’ lezy w 9, a wiec jest styezna do U, poniewaz zad
zawiera dwa réine punkty ¢ i ¢’ tworu ¥, wiec musi byé calkowicie
zawarta w U, a wiee i w U'. Stad wynika, ze ¢ jest punktem osobliwym dla
A", Niech teraz §* bedzie jakakolwiek (n— 1)-wymiarows hiperptaszczyz-
ng, przechodzacs przez ¢ i rézng od 9. Niech A*=U.H*, Istnieje wow-
czas punkt ¢* ¢ H*—9. Prosta laczaca ¢ i ¢* przecina wtedy U* do-
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Kkladnie w dwéch punktach, co dowodzi, ze ¢ nie jest punktem osobliwym
dla %*. W ten spos6b dowdd twierdzenia jest zakonczony.

Whiosek. Przekréj rozmaitodei U drugiego stopmia w przestrzeni %,
hiperplaszezyang (n—1)-wymiarowq O, kidra mie jest stycznq do U, jest
w § rozmaitodcia drugiego stopnia.

Uwaga. Korzystajac z uwagi przy koncu Nr 134, mozemy réwnaniu
hiperplaszezyzny stycznej (7) nadaé nastepujaca, latwa do zapamigtania
postaé:

n
(8) D fii(e) - =0
j=0
Warto zauwazyé, ze ze wrzgledu na rzutowy charakter rozwazan,
postaé réwnania stycznej zachowa sie, jezeli od danych spélrzednych
przejdziemy do dowolnego ukladu spétrzednych rzutowych.

Zakladajac, ze spolrzedne sy kartezjariskie prostokatne oraz ze punkt
¢ jest wladciwy, zauwazmy, e W my$l twierdzenia 3 z Nr 24 jedynym
kierunkiem prostopadtym do hiperplaszezyzny stycznej jest kierunek
10, £,.(0)s Fo()s oo frp (O}

Kierunek ten nazywamy kierunkiem normalnym do tworn A w punkcie
¢, za$ prosta o tym kierunku, przechodzaca przez ¢, nazywamy normalng
do tworu I w punkeie c.

Normalna okreslona jest wiee w kazdym zwyktym punkcie wladeiwym
tworu, a jej réwnanie wektorialne ma postaé (w mysl wzorn (16) z Nr 14):

p=c+t-([fr, (€ Frp(C)s oes Fr 0)]):

W szezegblnoei, jezeli n=2 (czyli gdy mamy plaszezyzne), réwnanie
normalnej ma postaé p=c-+t-([f., (), fr, (©)]), & Wiec réwnowazne jest
réwnaniu (p—c)-[fr,(€),—fr, (€)]=0 ezyli réwnaniu

(2 —0¢y) - ]UQ (6)—(xy—Ca) le (€)=0.

Wypiszemy w szczegblnosel réwnania stycznych i normalnych dla
stozkowych, ktérych réwnania (w plaszezyZnie P,) wyprowadziliémy
w Nr 103.

2

&
Dla paraboli o réwnaniu 2. xl——-j:0 mamy:

f@=2es, [, (=20 [, ()=—7c
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A wiec réwnanie stycznej w punkecie ¢ ma postaé mamy:
Co. T3 ' ’ 261 ' 20y . 2¢
gy T — = = == =2 =3
Co.X1TC1. X d ““Ow f"'() (C) ~Co, f"'l (C)"" al 3 f.ra ({.)— a2 * .fvra (C)_ al .
1 2 3
réwnanie za$ normalnej—postac A wiec réwnanie plaszezyzny stycznej do elipsoidy w punkeie ¢ ma
. . - ostaé:
(21—¢1) - Cat(Ra—C5) < €g-d=0. P o e
1-21 2.0y C3.03
. a2 oz — 5 =70 %=0.
Dla elipsy o réwnaniu — 4+ — — z2=0 mamy &y @, a3
2 T g2
1 2
. ) . 2¢1 2¢s Dla hiperboloidy dwupowlokowej o réwnaniu
foy (O=—200, [, (&)=— [, (0)=— ,
0 1 a? 2 2 2 9 23
1 %3 WY e g
A wiec réwnanie stycznej do elipsy w punkecie ¢ ma postaéd a? al a o
1.2y Co. %o mamy:
5 —¢p. Tp=0, v
a? a?
1 2 P P 261 B 2(‘2 f 263
£ (==, [ (=t frl)=——2s (===

za$ réwnanie normalnej do elipsy w punkeie ¢ ma postaé "1 a a2’ '8 aZ '

A wigc réwnanie plaszezyzny styeznej do hiperboloidy dwupowlokowej

Cy 1
(xl—cl).——2 —(xg—Cg)."—g:O. i ,
@ % w punkcie ¢ ma postaé:

2 1

- . 2 - 22 x? C1.21 Co. T C3.%3
Dla hiperboli o réwnaniu— — — —22=0 mamy — — —— — —— 0. %o=0.
@l al a? al a;
2c 2¢
' . E ' 1 ' 2 . . . . 2 :
fry ()= —2¢0, x (0) T fy (C)"‘:‘ﬁ- Dla hiperboloidy jednopowlokowej o réwnaniu
1 2
fee 16 : ; : : . , 2 2 2
A wiec réwnanie stgeznej do hiperboli w punkcie ¢ ma postaé R B +ax2=0
2 2 2 0
Cy1.%1 Co.2%g ajy a, L
PR —Co- Lp=0,
1 2 mamy:
za§ réwnanie normalnej do hiperboli w punkeie ¢ ma postaé: 2¢; 2c, 23
r 1 1 -~
' Cs e fr, (€)=2¢0, f., (G):—a—‘;’ Ly, (O)=——5 Loy (O)=——5
(951—01)-;;+(x2—02).——; =0. 1 3 3
2 % N o
: A wiee réwnanie plaszezyzny stycznej do hiperboloidy jednopowtoko-
W przypadku n=3 hiperplaszczyzna o réwnaniu (8) jest plaszezyzna wej w punkeie ¢ ma postac:
styczng do powierzehni drugiego stopnia. Skorzystajmy z tego réwnania C1.%y Ca.Xs C3.%3
w celu znalezienia réwnan plaszczyzn stycznych do kwadrylk, danych 5 2 & +co- 20=0.
z . . - a> 2 =
przez réwnania (w przestrzeni P;) z Nr 104. 1 2 3
Dla elipsoidy o réwnaniu ’ Dla paraboloidy eliptycznej o réwnaniu
2 ) 2 z2 2
iz x Z x x
1 2 3 2 2 3__ ¢ g ——
oo —ai=0 St s
aj a, a3 as (La
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mamy.:
' ' 2¢s 2¢
fa‘[) (c):—‘?‘cla f"‘l (6)2—260: f’,z (G)=;2—9 ¥ f.’rs (C)=E_§
2 3

A wiee réwnanie plaszezyzny stycznej do paraboloidy eliptycznej
w punkcie ¢ ma postaé

Cy. %3 C3.%3

~=Cp.Z1—Cq1. 20=0.
2 9
&y a3

Dla paraboloidy hiperbolicznej o réwnaniu

x2 2
—= — —=—2x.2,=0
mamy:
f‘ (e 9 f 9 , 202 f 263
e G)——-:Cl, .f.rl (6):——“605 f‘rq (c)::_T: f_,-a (G):'—“T.
B 5 a;
2 b

A wiec réwnanie plaszezyzny stycznej do paraboloidy hiperbolicznej
w punkeie ¢ ma postaé:

Co. %o C3.%3

—Co. X1 —0C1. 2g=0
B B 0 :
a? a?

C\?VZ'[CZENL%. 1. W przestrzeni 3, dany jest twor stopnia drugiego A bez
punktéw osobliwych. Okazaé, ze (n—1)-wymiarowe hiperplaszezyzny styczne,
poprow'adzone w punktach pg, py, ..., p, tworu ¥, przechodza prze:z jeden punkt
wtedy i tylko wtedy, gdy punkty pg, 9y, - .., P, Sa liniowo zaleine.

2. Okazaé, ze punkty przestrzeni C,, przez ktére przechodza trzy wzajemnie
prostopadie plaszezyzny styczne do danej elipsoidy, lezg na pewnej sferze.

1.36. Hiperp‘laszczyzny asymptotyezne, kierunki osobliwe i kierunki
“.’ymtkowe. Hiperplaszezyzna styczna w punkcie niewlasciwym nazywa
sie asymptotyczng.

PRZYKLADY. Dla stozkowych hiperplaszezyzna asymptotyczna jest
prosta, zwang réwniez asymplotr. k

Dla paraboli o réwnanin 2z, -z, — 2==0 i -
paraboli o réwnaniu Hao-ml—?‘l—zo jedynym punktem niewlasci-

wym jest .punkt {0,1,0}, a wiec asymptota jest prosta o réwnaniu
2y=0, czyli prosta niewlasciwa.

ia“ [Nr 136]
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. 2 2
Dla elipsy o réwnaniu -4 ;i—xg:o punkty niewlasciwe spelniaja
x?  xl b
warunek —a—;-i—gg =0, skad wynika, ze s3 one postaci:
1 2

{0,api-as} 1 {0,ay, —i-as}.
A wiec asymptotami sg proste o réwnaniach:

x . T . ® X
—4+4—=0 i —=—1—=0.
ay (223 ay [¢5)

Przecinajg sie one w punkcie rzeczywistym {1,0, 0}, poza tym innych
punktéw rzeczywistych nie zawierajg.

9

Dla hiperboli o réwnaniu — — —2—22=0 punkty niewlasciwe spel-
a? a3
T 1 2
niaja warunek —t — —=0, skad wynika, ze s3 one postaci:
a® al
1 2

{0,ap,a) 1 {0, —ay.
A wiec asymptotami sg proste o réwnaniach:

. .
Ty, Ty Lo T
A0 i = —2=2=0,

a, Gy Qg
co zgodne jest z terminologig wprowadzong w Nr 67.
N

}ﬁperplaszczyzna asymptotyczna przestaje byé okreélona, jezeli punkt
niewladciwy tworu jest jednoczesnie jego punktem osobliwym.

Punkt niewladciwy nazywa sie réwniez Fierunkiem asymptotycznym;
jedli jest on osobliwy, to méwimy, ze jest to dla tworu kierunek osobliwy.

Jak zauwazyliémy w Nr 134, na to, by punkt ¢ tworn o drugiego stopnia
byt osobliwy, potrzeba i wystarcza, by twér A byt stozkiem o wierzchotkue,
czyli zbiorem zlozonym z punktu ¢ oraz wszystkich prostych lezacych
na 9 i przechodzacych przez c.

Wynika stad w szozegdlnosei, ze na to, by kierunek ¢ byl osobliwy,
potrzeba ¢ wystarcza, by twor A byl zbiorem zloionym z prostych o kierunku
¢, czyli walcem, ktérego tworzqce majq kierunek c.

7 réwnan (4) wynika, ze kierunki osobliwe {0, by, by, ..., b,} s anality-
cznie scharakteryzowane przez réwnania

(9) 3 A4;,;-b=0 dla j=0.1...n
i=1
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Jasne jest, ze kazdy kierunek osobliwy tworu 2 jest punktem osob-
liwym réwniez dla przecigeia tworu 2 hiperplaszezyzng niewladciwa, ale
nie na odwrét, gdyz np. dla paraboloidy hiperbolicznej 9 o réwnaniu
;—-— %——‘)xo 2;=0 przecigcie BV plaszezyzng niewladciwag sklada sie
z dwérfh prostych, ktérych réwnania w plaszezyinie 2,=0 maja postaé
L_ B i o 33— Proste te przecinaja sig w punkcie {0, 1, 0, 0}.
ay Qg s a,

Punkt ten jest wigc osobliwy dla przecigcia B, nie bedac osobliwym dla
paraboloidy A, gdyz — jak stwierdziliémy w Nr 135 — nie posiada ona
weale punktéw osobliwych.

Podobnie jest i w przypadku paraboloidy eliptyczne;j.

Jeszeze prostszym przykladem jest parabola, ktérej jedyny punkt
niewlasciwy ma podobne wlasnoéei.

Punkt niewlasciwy tworu 2 stopnia co najwyzej drugiego, bedacy punk-
tem osobliwym dla przeciecia tworu % hiperplaszezyzng niewladciwa,
nazywaé bedziemy kierunkiem wyjqtkowym.

Zatem kazdy kierunek osobliwy jest wyjatkowy, ale nie na oduwét.

Jasne jest, Ze zaréwno pojecie kierunku osobliwego jak i kierunku
wyjatkowego sg niezmiennikami tych przeksztalcen rzutowych, przy
ktérych wszystkie punkty niewlasciwe przechodza na niewlasciwe,
czyli przeksztalced afinicznych. Z réwnat (4) wynika, ze kierunki
wyjatkowe {0, by, b,,...,b,} sa analitycznie scharakteryzowane przez
réwnania

n
(10) D d;;b=0 dla j=1,2,..., n.
=1

Jezeli lewa strona réwnania tworu 3 ma postaé

n
x,)= Z Ai,f'xi‘mja

7, j=0

f(x()!xl:-"s

to przekrdj tworn A hiperplaszczyzng niewladciwa jest okreslony

n

W niej przez réwnanie A, x;-2,=0. Wobec twierdzenia z Nr 134
: s ra, o Bl .
wynika stad, Ze zbiér kierunkéw wyjatkowych tworu I jest hiperplasz-
czyzng o wymiarze n—1—I, gdzie [ jest rzedem macierzy
()6 j=1,2, ..., ).
Macierz te nazywamy macierzq matego wyréinika réwnania /=0; ozna-

czaé jg bedziemy przez m (f). Jej wyznacznik |4, ;106,5=1,2,...,n) nazywa
si¢ matym wyrdinikiem réwnania f=0; oznaczaé go b@dzlemy przez m (f).
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Z powyzszego wynika, ze rzad macierzy m(f) nie ulegnie zmianie,
jezeli réwnanie =0 zastgpimy przez inne réwnanie kwadratowe tegoz
tworu.

Stanowi on wiec wlasnogé tworu .

Rzad m(f) nazywa sie pierwszym wskaznikiem afinicznym tworu .

Z niezmienniczodci afinicznej kierunkéw wyjatkowych wynika, ze
prerwszy wskainik afiniczny tworw A stanowi wlasnosé afiniczng tego tworu.

Uwaga. Jezeli twor jest rzeczywisty, czyli wszystkie spétezynniki 4, ;
sg rzeczywiste, to — jak okazaliSmy na poczatku Nr 134 — styczne
rzeczywiste do tworu ¥ sa identyczne z prostymi rzeczywistymi, przeci-
najacymi zbidr 4 punktéw rzeczywistych tworu 3 dokladnie w jednym
punkecie. Wynika stad, Ze ograniczajac sie w definicjach kierunkéw oso-
bliwych i kierunkéw wyjatkowych do dziedziny rzeczywistej, otrzymamy
w wyniku odpowiednio wszystkie kierunki osobliwe i kierunki wyjatkowe,
bedgce punktami rzeczywistymi. Rozwazania, ktére prowadzimy tutaj
w dziedzinie zespolonej, stosujg sie wiec bez zmiany do dziedziny rzeczy-
wistej.

CWICZENTA. 1. Znalesé kierunki osobliwe i kierunki wyjatkowe tworu okres-
lonego w przestrzeni P, przez réwnanie:

2af+23+3ad+ 224 a3 4 20y 2y + 200 25 27y 2y 22y Ty H 42y =0,

2. Podaé w przestrzeni §§, réwnanie tworu, dla ktérego zbiér kierunkéw wyjatko-

wych jest prosta.

137. Bieguny i biegunowe. Niech ¥ bedzie tworem okreslonym w

przestrzeni B, przez réwnanie . A, ;-z,-2,;=0, za§ b={bg, by, ..., b,}

i, —0

punktem nie nalezgcym do A. W mysl wniosku z Nr 129, Lazda prosta £
przechodzaca przez b, przecma I w pewnych punktach p’, p”’, ktére mo-
ga sie pokrywadé. Jezeli p'==p", to oznaczmy przez p taki punkt prosteJ
Q, ze czwérka punktéw b, p, p', p’ jest harmoniczna. Jezeli za§ p'=p",
to niech p=p'=7p". Zawsze jest wigc p==b.

Zbiér wszystkich, w taki sposéb otrzymanych punktéw p nazywamy
biegunowq punktu b wegledem tworu A.

Uzupehijmy jeszeze te definicje, rozeiggajac ja réwniez na przypadek
gdy punkt b jest punktem zwyczajnym tworu .

W tym przypadku preez biegunowq punktu b rozumieé bedziemy hiper-
plaszczyzne stycang w punkcie b.

Wynika stad, ze punkt b ledy na swej biegunowej wtedy 1 tylko wtedy,
gdy b ¢ A. Pojecie biegunowe] ma oczywiscie charakter rzutowy.
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Twierdzenie. Jezeli punkt b={by, by, ..., b,} ¢ B, nie jest punkiem
”

osobliwym twory U o réwnaniu Z A, ;2 2=0, to biegunowa punkty
1,j=0
b wzgledem tworu A jest hiperplaszczyzng (n—1)-wymiarowq o réwnaniu

(11) Z Ai‘j‘bi'szo.

v 1,j=0

Dowéd. Réwnanie (11) mozemy tez napisa¢ w postaci

(12) ﬁ: (i A[,‘f‘b;‘)'fﬁj=0,

J=0 \i=0

n
lub tez przyjmujac f(xg Zy,... )= Z A x5, w postaci
4,7=0

n
(13) 2 fiy (B) - 25=0.
J=0

Jezeli wiec b jest punktem zwyczajnym tworu I, to teza twierdzenia
wynika z twierdzenia z Nr 135. Pozostaje zatem udowodnienie twierdzenia
w przypadku, gdy punkt b nie lezy na .

Jedli p={xg, %, ..., ,} jest jakimkolwiek punktem przestrzeni %,
réinym od b, to prosta £, laczaca p i b, jest identyczna ze zbiorem
punktéw postaci

{A-bytp-2g, A-bytp-y, .o, b, tpex,).

Punkty jej przecigcia z tworem 3 znajdujemy z réwnania

VA (A b ) (A by ;) =0.
i, j=0
Poniewaz b nie nalezy do ¥, wiec dla punktéw przeciecia & z A jest
4==0, co pozwala ostatniemu réwnaniu nadaé¢ postaé

2 2 n 2 n n ’
(14') (ﬁ) . ZA[,‘;'b;"IJ./'—:'Q— . Z.A,"j'b,;'xj—f— ZAi,j-x,'-szO.

7,j=0 - 1,j=0 1,j=0

n
Jedli punkt p nie lezy na A, mamy Z A, ;x;-2;540, skad wynika, ze
4,j=0
réwnanie (14) okresla dwie (rézne lub nie) wartogei ilorazu — rézne od
u
! r
zera; oznaczmy je przez — 1 —. A wiec punkty przeciecia & z A sy

yu I
postaci:
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P =N bytu @y, A by g, o, A b ),
p"={l"-bo+‘u"49£0, Mobip g, ., ]»"-b,,—{-/t"-x”},

przy czym oba sg rézne od b i p. Wéwezas na to, aby punkt p lezal na
biegunowej punktu b, potrzeba i wystarcza, by (b, p; p’,p")=—1

czyli b ~,—L,,=—— 1, co réwnowazne jest réwnosei — 4 —=0, ktéra —
A A uwoop
wobec (14) — jest réwnowazna warunkowi (11).

Jeéli natomiast p &3, czyl Z 4, ;%;2;=0, to aby punkt p lezal
=
na biegunowej punktu b, potrzelfa i wystarcza, by prosta € byla styczna
do A, co wobec (14) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy speliony jest
warunek (11). W ten sposéb twierdzenie zostalo udowodnione.

Punkt b, ktérego biegunows wzgledem tworu U jest dana (n—1)-
wymiarowa hiperplaszezyzna, nazywa sie biegunem tej hiperplaszezyzny
wzgledem A.

Wniosek 1. Jezeli punkt b', nie bedgcy punktem osobliwym tworu q,
lezy na biegunowej punktu b (wzgledem A), to punkt b lezy na biegunowej
punktw b’ (wegledem A). '

Tstotnie, jesli b'={b,b), ..., b,}, to obie te przynaleinosci punktéw
do biegunowych wyrazaja sie analitycznie przez jedng i te samg r6Wnosé -

> A, ;b;-b;=0.
7,j=0
Wniosek 2. Jezeli twér A preestrzeni B, jest rozmaitosciq, to kaida
(n—1)-wymiarowa hiperplasaczyzna przestrzent B, ma dokladnie jeden
biegun wzgledem A.
Istotnie, poniewaz I jest rozmaitoécia, wiec jego wielki wyréznik
M()=|4,;|j=0,1, ..., n) jest rézny od zera. Wynika stad, ze dla
dowolnej (n—1)-wymiarowe]j hiperplaszezyzny o réwnaniu

Ag-zg A2+ F4,-2,=0

istnieje dokladnie jeden taki punkt b={b, by, ..., b, e P, ze
EAi.j'bf:Aj dla ]':O, 1,...,’]L.

=0

7 wniosku 2 widzimy, ze twér drugiego stopnia 3, bedacy rozmaitoscia,
wyznacza W przestrzeni P, odpowiedniogé wzajemnie jednoznaczng
miedzy punktami przestrzeni a (n— 1)-wymiarowymi hiperptaszezyznami.
Przy tym punktowi b={bg, by, .-, b,} odpowiada hiperplaszczyzna o réw-
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"
naniu Z 4;;-b;-2;=0, a wiec hiperplaszezyzna, ktérej spélrzednymi
=0 : )

Plickera (okreflonymi w Nr 106) sa liczby

n
(15) B= > 4, b,

=0

Wobec nieznikania wyznacznika [4;;106,5=0,1, ..., n) przyporzadko-
wanie miedzy ukladami liczb b, by, ..., b, a ukladami liczb By, By, ..., B,

dane przez wzory (15), jest rautowe. W szezegdlnosci, jezeli twér U jest
dany przez réwnanie

zitai. . Fai=0,

czyli jezeli jest sferg o érodku {1, 0, ..., 0} i promieniu urojonym 4, to
réwnania (15) przybierajs postaé B;=b; dla j=0, 1, ..., n, czyli rozpatry-
wane przyporzgdkowanie jest tym samym, ktére stuzyto nam (w Nr 106)
za, punkt wyjécia przy wprowadzeniu pojecia figur dwoistych i zasady
dwoistosei.

.MoZna, wiec powiedzieé, ze w tym przypadku przyporzqdkowanie
miedzy biegunami a biegunowymsi realizuje zasade dwoistodci.

W przypadku dowolnej innej rozmaitosei 3, przy tym przyporzadko-
waniu kazdej figurze przestrzeni §8, odpowiada pewien obraz rzutowy
flgur:y dwoistej. Poniewaz, jak okazaliémy w Nr 106, odpowiednikiem
dwoistym zbioru punktéw k-wymiarowe]j hiperplaszczyzny jest zbiér
(n—1)-wymiarowych hiperplaszczyzn, przechodzacych przez pewns
(n—k—1)-wymiarows hiperplaszezyzne, wiec mozemy wypowiedzieé
nastepujacy

Wn'josek 3. W praypadku. rozmaitosci drugiego stopnia, jezeli biegun b
pr‘zebztsga z{)iér punktéw pewnej E-wymiarowe; hiperplaszczyzny, to odpo-
wiednie biegunowe tworzq zbidr (n—1)-wymiarowych hiperplaszczyzn
przechodzacych przez pewng (n—k—1)-wymiarowq hiperplasiczyzne. ,
) W szczegc?lnos’ci, jezeli b praebiega (n—1)-wymiarowy hiperplaszczyzne
.Bg., to odpowiednie biegunowe tworzq zbidr wszystkich (n—1)-wymiarowych
hiperplaszczyzn, przechodzqeych przez punkt p, bedqcy biegunem hiper-
Plaszezyzny 9. |

i} Ziuwaimlzr t;lalej » Z6— przy przyporzadkowaniu biegunom ich bieguno-
yeb—punktom rozmaitosei A odpowiadais hi 1 2
et ik boch. P 18 hiperpiaszezyzny styczne
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Wynika stad, ze fworem dwoistym do rozmaitosci N w przestrzeni Y,
jest zbidr hiperplaszczyzn stycznych do pewnej rozmaitosct, bedacej obrazem
reutowym rozmaitoscy ¥,

Stanowi to uogdlnienie wyniku otrzymanego w Nr 110 dla stozkowych.

GWICZENTIA. 1. W przestrzeni §, dane sg dwa twory drugiego stopnia % i %,
bedace rozmaito$ciami. Czy zawsze istnieje punkt b, dla ktérego biegunowe wzgle-
dem obu tych rozmaitodel sq jednakowe? Znalezé taki punkt w przypadku n=2,
gdy A jest paraboly o réwnaniu 2xy-2;—a3=0, za§ B jest elipsg o réwnaniu
23 +dx3—1=0.

2, Trojkat nazywa sie samosprzgionym ze wzgledu na dana stozkowa, jezeli
kazdy jego bok jest biegunows przeciwleglego wierzchotka.

Znalezé tréjkat, ktéry bylby samosprzezony wzgledem kazdej z dwéeh krzy-
wych o réwnaniach:

z3+ i+ (@®—1) 23+ 2a 240, =0, 2343+ (a?—1) 2§+ 2a- 20 2, =0.
Przedyskutowaé zadanie w zaleinosei od zmiennego parametru dodatniego a.

138. Hiperplaszezyzny Srednicowe. Jezeli biegun & jest punktem nie-
wlageiwym, czyli kierunkiem, biegunowa jego wzgledem tworu U nazywa
sie hiperplaszczyzng rednicowq tworu A, sprzezonq 2 kierunkiem b.

Jasne jest, ze pojecie to jest niezmiennikiem afinicznym. Hiperplasz-
czyzna $rednicowa nie jest okreslona, gdy kierunek b jest osobliwy.

Jezeli punkt niewladciwy b nalezy do X, czyli jezeli b jest kierunkiem
asymptotycznym, to biegunowa jego wzgledem A jest hiperplaszezyzng
styczna.

A wiec hiperplaszczyzna $rednicowa, spragiona z kierunkiem asympto-
tycznym, jest hiperplaszczyzng asymptotyczna.

W szezegdlnoiei moze nig byé hiperplaszezyzna niewlasciwa, jak to
stwierdziliémy w Nr 136 dla paraboli.

Jeéli natomiast kierunek b nie jest asymptotyczny, to hiperplaszezyzna
¢rednicowa z nim sprzezona nie przechodzi przez b, a wiec jest pewng
hiperplaszczyzng wlasciwg . W tym przypadku kazda prosta £ o kierunku
b przecina twér A w dwéch punktach (niekoniecznie réznych), ktére
oznaczamy przez p’ i p'’. Jezeli punkty te sie pokrywaja, to hiperpla-
szezyzna § przechodzi przez nie, jesli zad p’==p”’, to Q przecina § w punk-
cie p takim, ze (b, p; p’, p'')=—1, a poniewaz punkt b jest niewlasciwy,
wiec warunek ten (jak to okazane bylo w Nr 95 i 125) znaczy, ze p
jest érodkiem pary punktéw p’, p'’. Otrzymany wynik mozemy ujaé
w postaci twierdzenia nastgpujacego:

Twierdzenie. Zbiér punktéw wlasciwych hiperplaszczyzny Srednicowe]
tworw AU, spreeionej z kierunkiem nieasymptotycznym b, jest identyczny
ze zbiorem drodkéw par p’, p'’ punktéw utasciwych tworu A, spétliniowych zb.
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W przypadku n=2 hiperplaszezyzny Srednicowe sg prostymi éredni-
cowymi. Jezeli twér U nie ma kierunkéw osobliwych (a wiec np. jest
stozkows,), to kazdemu kierunkowi b==1{0, b,, b,} plaszezyzny 9, odpowiada
sprzezona z nim prosta érednicowa. Oznaczmy ja przez £(b).

Jej punkty niewlasciwe b (ktérych jest wiele jedynie w przypadku, gdy
L(b) jest prosta niewlaéciwa) nazywamy kierunkami sprzezonymi z b.

Wobec wniosku 1 z Nr 137, prosta érednicowa, sprzezona z kierunkiem
b', przechodzi zawsze przez b, czyli b jest kierunkiem sprzezonym z b’
Jezeli prosta ¥(b) jest niewladciwa, to przechodzi przez swdj biegun b,
a wige jest styczng do tworu. Z wyjatkiem przeto przypadku, gdy
.prosta niewladciwa jest styczng do tworu (co zachodzi dla paraboli,
ale nie zachodzi ani dla elipsy, ani dla hiperboli), prosta 2(b) zawiera
tylko jeden punkt niewlasciwy 6.

Wéwezas ogél kierunkéw plaszezyzny P, rozpada sie na pary kierunkéw
sprzezonych, przy czym kierunek jest sprzetomy z samym sobq wtedy i
tylko wiedy, gdy jest asymptotycany.

Przyporzadkowanie kazdemu kierunkowi kierunku z nim sprzezonego
mozna uwazaé za przeksztatcenie ¢ prostej niewlasciwej £, plaszezyzny
P, na siebie, przy czym dla kazdego p e &, spehliony jest warunek
po(p)=p-

Przeksztalcenie to jest wiee inwolucjq (por. Nt 118).

Yatwo sprawdzié, ze przeksztalcenie to jest rzutowe.

)

PRZYKLADY. Dla paraboli o réwnaniu 2x0~x1—§—2=0 prosta,

§rednicowa, sprzezong z kierunkiem b=/{0, b;, b,}, jest prosta o réwnaniu

Jezeli b,==0, to réwnanie jej mozna napisaé w postaci xzzblb—d %y; jest
to wige dowolna prosta, majaca kierunek wyjatkowy {0, 1, 0}. ’
Jesli natomiast kierunek b jest wyjatkowy, czyli b,=0, to prosta
Srednicows jest prosta niewltadciwa z,=0.
Dla elipsy o réwnaniu c—l—;- + —2—:&3:0 réwnanie prostej srednicowej,
1 2

sprzezonej z kierunkiem 6={0, b;, b,}, ma postad b2y + b2~m2:O'
. e G 4

A wiee prostymi srednicowymi sa wszystkie proste przechodzace przez

punkt {1, 0,0} i na odwrét, kazda prosta érednicowa, przechodzi przez

ten punkt. Kierunkiem sprzezonym z kierunkiem b={0, by, b,} jest

icm

[Nr 138] Hiperplaszezyzny érednicowe 351

. ’ b2 bll < . . . . .

kierunek b'= O’a_g’ — A Sprzezone same z soba sa jedynie kierunki
2 1

asymptotyczne {0, a;,i-a,} 1 {0, a;, —i-a,}.
x2 2
Dia hiperboli o réwnaniu =% — =2 —z2=0 réwnanie proste] Srednicowej,
2 g2
1 2
byxy  byex
1°%1 _ = 2: 0.

2 2
a 2

sprzgzone] z kierunkiem b={0,b,, b,}, ma postaé

1
A wiec prostymi §rednicowymi sg wszystkie proste przechodzace przez
punkt {1, 0, 0} i na odwrét, kazda prosta Srednicowa przez punkt ten
przechodzi. Kierunkiem sprzezonym z lkierunkiem b={0, by, by} jest

by by

kierunek b'::{O, —g, -2l Sprzezone same ze soba sa jedynie kierunki
a? a

2
2

2 1
asymptotyczne {0, ay, a5} 1 {0, a;, —as}.
Podobnie znajdujemy réwnanie plaszezyzny frednicowej, sprzezonej
z kierunkiem b={0, by, by, b3}, dla kwadryk w przestrzeni J3;, a miano-
wicie:

2 2 2
2 g2 g2
- . re 3 2 3 . A 1 ‘4
Dla elipsoidy o réwnanin — 4 —2+4——zi=0 réwname plaszezyzny
@y @ O
. : . L by bpedy bs'xsﬁ_o
érednicowej ma postaé —; praierai
1 2 3
U B B
Dla hiperboloidy dwupowlokowej o réwnaniu — —— =7, — =0 oraz
1 2 3
x2 x-z 1712 .
. . : 1 2 3 —_— r
jednopowlokowej o réwnaniu — —-—2——, +1=0 réwnanie plaszczyzny
a? ai o
by-y  by-xy b3-x3_0

érednicowej ma postaé — -

2
1 a, 0'3

We wszystkich tych trzech przypadkach og6l plaszezyzn grednicowych
pokrywa sig z ogétem plaszezyzn przechodzacych przez punkt {1, 0, 0, 0}.

9 2

Dla paraboloidy eliptycznej o réwnamniu =+ cF-—2x0-oz;1—0 réwnanie
2 %3

by s by-T3 i

plaszezyzny §rednicowej ma postaé = +—0;2——x0=0, za§ dla paro
2 3

xﬂ 2
. . : . . - 0 edwnani i
boloidy hiperboliczne] o réwnaniu i -2 __2p,-2,=0 réwnanie pla

2

by-xy by

szezyzny Srednicowe] ma postaé pr e
2 3

W obu tych przypadkach, jezeli b jest kierunkiem wyj@tkom
{0, 1, 0, 0}, plaszezyzna Srednicowa jest niewtasciwa. W pozostalych zas
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przypadkach jest plaszezyzna wlaseiwa, réwnolegls do kierunku wyjatko-
wego {0, 1, 0, 0} i przy tym dowolng taks, plaszezyzna.

GWICZENIA. 1. Okazaé, ze wszystkie hiperplaszezyzny Srednicowe tworn
o réwnaniu
323420 + a2+ 4] — 4w+ 22 @y F 4wy =0
przechodzg, przez pewna prosta. ZnaleZé kierunek tej prostej.
2. Dla elipsy o réwnaniu m%—}—éxﬁ:ﬁ—mﬁ:ﬂ znaleZé takie proste Srednicowe
(rzeczywiste) sprzezone, by kat miedzy nimi zawarty byt najmniejszy.

139. Srodki. Niech I bedzie tworem okreslonym w przestrzeni |,

przez réwnanie Z 4, ;-2;2,=0.
i,j=0
Srodkiem tworu I nazywamy punkt, ktéry badz jest punktem osobli-
wym dla 3, badz jest biegunem hiperplaszezyzny niewlasciwej.
Z definicji tej wynika afiniezny charakter tego pojecia.

Twierdzenie. Aby punkt c={cq, ¢y, ..., ¢,,} byl srodkiem tworu A, potrzeba
© wystarcza, by spdlrzedne jego spetnialy uktad réwnan
(16) EA“-CL-:O dla, ?:1, 2,...,721.

=0
Dowdéd. Dolaczajae do réwnan (16) réwnanie ZAW-G,-: 0, otrzymamy
=0

uklad réwnan identyczny z ukladem (4), charakteryzujacym punkty
osobliwe tworu. Natomiast punkty ¢, speliajgce réwnania (16) i takie, ze

"

ZAi‘(yci#O, sg 7z uwagl na réwnanie (12) biegunami hiperplaszezyzny
i=()
niewlasciwej. W ten sposéb dowdd twierdzenia zostal zakorczony.

Zauwazmy, 7e réwnania (16), charakteryzujace érodek, dajg sie
réwniez napisaé w postaci

(17) f;j (e)=0 dla j=1,2,..., n,

gdzie f(xg, 2y, ..., @)= D, 4; ;-2 ;.
i,j=0
Ze wzgledu na twierdzenie z Nr 91 (wraz z nastepujacs po nim uwaga),
kiére — jak stwierdziliémy w Nr 125 — przenosi sie bez zmiany na
przestrzenie zespolone, wynika stad nastepujacy

Whniosek 1. Zbidr srodkéw tworu A jest (n—10)-wymiarowq hiperplasz-
czyeng, gdzie 1 jest rzedem macierzy (4;;)@=0,1,...,m7=1,2,...,n).

icm
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Whoiosek 2. Aby twér A mial dokladnie jeden $rodek, potrzeba i wystar-
cza, by rzqd macierzy (4, ;) (1=0, 1, ..., n; =1, 2, ..., n) byl réwny n.

‘Whriosek 3. Aby twér A miak dokladnie jeden srodek, bedacy punktem wiadci-
wym, potrzeba i wystarcza, by maly wyréinik m(f)=14,,|(,j=1,2,...,n)
byt réiny od zera.

Whaiosek 4. Aby srodek ¢ €, tworw A lezal na A, potrzeba i wystarcza,
by ¢ byto punktem osobliwym tworw A.

Istotnie, przy spehieniu réwnand (16) réwnanie i A -c500,=0 jest
w €, réwnowazne ukladowi réwnan (4). o

Wniosek 5. Kaida hiperplaszczyzna srednicowa tworuw A zawiera wszy-
stkie srodki tego tworu.

Istotnie, podstawiajac spéhrzedne érodka ¢ do réwnania (12) hiper-
plaszezyzny $rednicowej sprzezonej z kierunkiem b={0,b,, by, ..., b,},

n n n n
otrzymujemy > (Z A,-,j-bi) gj= Z( |Ai,j.cf) *b;=0.
=0 \i=1 =1 \j=0

Wniosek 6. Kaida (n—1)-wymiarowa hiperplaszezyzna, przechodzaca
preez wszysthie srodki tworu A, jest hiperplaszczyzng Srednicowq.

Istotnie, jesli (n—1)-wymiarowa hiperplaszezyzna o réwnaniu

Ay-zyt+ 42+ . +A,2,=0
zawiera wszystkie punkty ¢ spelniajace réwnania (16), to w my$l wniosku
3 z Nr 91 istniejg liczby b4, bs, ..., b,, nie wszystkie réwne zeru i takie, ze
Aizz b;-A,;; dla ¢=0,1,...,n. A wigc réwnanie tej hiperplaszczyzny
J=1

ma postadé ?(ZA” -b-) -2,=0, czyli jest ona érednicowa, sprzezona

L J
i=0 \j=1
bk

z kierunkiem b={0, by, b,, ..

Wuiosek 7. Aby punkt {1,0,0,...,0} byt srodkiem tworu stopnia
drugiego, potrzeba i wystarcza, by réwnanie jego nie zawieralo wyrazéw
stopnia pierwszego wagledem y, T, «.., Ty

Wynika to bezposrednio z réwnan (16).

CWICZENIA. 1. Podaé przykiad tworu kwadratowego w przestrzeni B,

“dla kitérego zbiér srodkéw jest pewns plaszezyzna, lezaca w hiperplaszezyznie

niewlagciwej przestrzeni J,.

2. Okazaé, ze jezeli prosta @ zawiera dokladnie jeden srodek tworn %, to hiper-
plaszezyzny biegunowe punktéw nalezgcych do € sa réwnolegle.

3. Jesli spélezynniki Ay, 4,, ..., 4, sa stale, to twory 2, okreslone przez
réwnania A,-ai+4,-zi+...+4, @i —2A-2}=0 maja wspélny frodek i wspélue
kierunki asymptotyczne. Okazaé, ze prosta &, nie przechodzaca przez $rodek i nie
majaca kierunku asymptotycznego, przecina A, w dwéch punktach wiasciwych
pi(8) i p(Q), ktérych srodek nie zalezy od A.

23 K. Borsuk. Geometria analityczna
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140. Symetria wzgledem §rodka. Miedzy pojeciem frodka tworu 9 a
wprowadzonym poprzednio pojeciem $Srodka symetrii (w Nr 29 dla
przestrzeni C,, za§ w Nr 123 dla przestrzeni €,) istnieje zaleznogé,
ktéra mozemy wypowiedzieé w postaci twierdzenia nastepujgcego:

Twierdzenie. Kaidy wlasciwy Srodek tworu N jest Srodkiem symetrii
zhioru A -G, Jeteli zas twor A nie zawiera hiperplaszczyzny niewladciwes,
to 1 na odwrdt, kaidy Srodek symetriv zbioru N ., jest srodkiem twory .

Dowéd. Zakéimy najpierw, ze c={cq, ¢, ..., ¢,}, gdzie ¢cy=1, jest grod-
kiem tworu ¥. Jezeli punkty p={z, 2y, ..., 2,} 1 p'={a,, z,...,z)},
gdzie xy=x,=1,s8 symetryczne wzgledem ¢, to x; =2¢,—=,dlat=0,1, .., %.
Nalezy okazad, ze jesli p ¢ ¥, to p’ & .

Mamy
n n
Z Ay x;sz Z Ay (2e—ay) - (20,—2))=
f.jzu n n b = 0 n n n
=42 (Z A,;j-ci) 'Cj—4: . Z (Z Ai-,j-c,») '$j+ Z A,-,jmyxj.
J=0 \i=o j=0 \i=y 4,j=0

Stad i z uwagi na przynaleznoéé punktu p do U, oraz na réwnania (16),
otrzymujemy:
n n n
> Ao z=4c,- DA i—da,- DAy, 0=0,
iL,J=9 =0 1==0
co $§wiadezy o przynaleznodei p* do .
Zalézmy teraz, ze twoér I nie zawiera hiperplaszezyzny niewlasciwe]
$.. 1 2e punkt c={c,, ¢y, ..., ¢,}, gdzie ¢y=1, nie jest $rodkiem tworu 3.
Nalezy okazaé, ze ¢ nie jest wéwezas §rodkiem symetrii zbioru % - €. Z za-

n
lozenia, ze §,_, nie zawiera sie w I, wynika, ze réwnanie Z Ay y;=0
. . . s . . Li=1
nie jest tozsamoscig, a wige okresla w §,., pewien twér A* stopnia
pierwszego lub drugiego. Z zalozenia, e ¢ nie jest érodkiem tworu 9,

wynika, ze réwniez tozsamoscia nie jest réwnanie Z(Z Ai‘,-ci) -7;=0.

j=1 \i=0
Okrefla wige ono w ., pewng (n—2)-wymiarows, jhiperf)laszczyzng H*.
Weimy punkt g & §.,—A* i poprowadsmy przez q prosta L*CH.., nie
lezacy w H*. Prosta 8* przetnie (na mocy wniosku z Nr 129) twér A*
co najwyzej w dwéch punktach, za§ hiperplaszezyzne H* w jednym
punkcie. Istnieje wiee punkt b e $*—3*—§*. Niech b={b;, b, ..., b,},
gdzie b,=0. Mamy zatem:

(18) b Ai,j-bi-bj4:o;&i(’ZLA,.,,-C,.).@.

i,j=1 J=1 \i=0

icm
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Przeprowadzmy przez ¢ prostg € o kierunku b. Jej punkty whadciwe sa
postaci

p(t):'{co—{_t'bg, c]_"{"t‘bl, ey cn+t'bn}'

Punkt przecigcia & z tworem ¥ znajdujemy z réwnania

Z A (ei-8.0) - (¢;+12.b;)=0,
7,j=0
ktére ma postaé:

n n l n
Z Ai,_f'c['cj+2t' Z(Z"ii’j'cl‘)'bf_]"tg‘ Z -Ai,j‘b;'bjzo'
1,7==0 J=1 \i=0 I, j=1

Wobec (18) réwnanie to ma dwa (niekoniecznie rézne) pierwiastki
¢ it” takie, ze #'4t"'==0. A wiec prosta € przecina ¥ w punktach whsci-
wych p(t) i p(t”), ktére nie sa symetryczne wzgledem ¢, gdy? srodkiem
pary p(t), p(t’’) jest punkt

J t'—}—t”

t,+t’,
]Cﬂ, Cl+ ___)_'bl’ i

» Cp T 9

. bnj#c.

W ten sposéb dowdd twierdzenia zostal zakoriczony.

PRZYKXLADY. Dla tworu o réwnaniu 4y-22+4;-23+...+4,-22=0
maty wyréznik m(f) réwna sie 4,-4,, ..., 4,. Jezeli wiec wszystkie sp6l-
czynniki 4, 4,, ..., 4, sa réine od zera, to w mysl wniosku 3 z Nr 139
twér posiada doktadnie jeden $rodek, bedacy punktem wladciwym. Jest
on przy tym na mocy ostatniego twierdzenia jedynym srodkiem symetrii
tworu.

Przypadek ten obejmuje w szczegélnodei elipse i hiperbole na plasz-
czyinie §,, oraz elipsoide i obie hiperboloidy w przestrzeni .

2

x, . . . -
Dla paraboli o réwnaniu 2xy-2;— d—‘:O réwnania (16) maja postaé

[
=0, — 672:0,

skad wynika, ze jedynym grodkiem paraboli jest punkt niewlasciwy
{0, 1, 0}.
Dla paraboloid, ktérych réwnania kanoniczne mozna napisaé w postaci
x2 a2 )
2 Lg-d 2p =0, gdzie e=Z+1,
@l a3
réwnania (16) maja postaé:
Co
—¢y=0, ==0, &-—=0,
2 3

skad wynika, ze jedynym érodkiem jest punkt niewlasciwy {0, 1, 0, 0}.
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Przyliadem tworu kwadratowego, majacego wiele srodkéw, jest np.
walec eliptyczny o réwnaniu — 4~ —a2?=0 lub tez uktad dwéch plasz-
2 3
czyzn.

CWICZENIE. Okazaé, ze kazdy twoér bedacy obrazem afinicznym sfery (gdzie
Pprzeksztalcenie afiniczne wyraza sig przez wzory o spélezynnikach na ogét zespolo-
nych) ma dokladnie jeden frodek symetrii.

141. Srednice. Niech 3 bedzie rozmaitoseia okreslona w przestrzeni

R, przez réwnanie
n
f= 20 Aiyri2=0
4,j=0

i majaeq dokladnie jeden érodek ¢, bedacy punktem wiasciwym. W mysl
wniosku 2 z Nr 134 oraz wniosku 3 z Nr 139, zalozenia te s réwnowazne
arytmetycznemu warunkowi

M (f) <=0k (f).

Na mocy wniosku 4 z Nr 139 érodek ¢ nie nalezy do I. Z uwagi na
wniosek z Nr 129 kazda prosta 8, przechodzgca przez ¢ i nie posiadajaca
kierunku asymptotycznego, przecina I co najmniej w jednym punkeie
wlasciwym s & A. Wéwezas i punkt s, symetryczny do s wzgledem ¢, jest
wiadciwy i nalezy do 8.%. Poniewaz s=s', wiec z wniosku z Nr 129
wynika, ze s i ¢’ sa jedynymi punktami przecigeia prostej € z tworem 9.

Pare nieuporzadkowans punktéw s, s’ nazywaé bedziemy &rednics
tworu ¥ i oznaczaé przez (s ; s'). '

Punkty s i s’ sa jej kosicami, a kierunek prostej & — kierunkiem tej
Srednicy.

Twierdzenie. Hiperplaszcayzny styczne w Lotcach $rednicy sq réwnolegle
do hiperplaszczyzny Sredmicowej, sprzeiomej z Kierunkiem tej srednicy.

, e . ’ ] ' 1
Dowéd. Niech s={¢y, 03, ...,0,} 1 §'={o},0,,...,0,}, pray ezym
1

2 O, o; . . . . ‘
6o=0,=1 oraz ‘=c,, gdzie c={c,, ¢, ..., ¢,,} jest érodkiem tworu .

Kierunkiem $rednicy (s; s’) jest
1 1 r
b={0, o;—0,, Op—0yy wvns Oy—0, )

Réwnania hiperplaszezyzn styeznych do % w punktach s i & oraz
réwnanie hiperplaszezyzny $rednicowej, sprzezonej z kierunkiem b,
majy postaé:

y(y 0 Gl) - z;=0, Z(i*‘lu aL) 2;=0, Z(i (a,-———a}))-aq;:o.

=0 \i=0 J=0 J=0 \i=0

=0

icm
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By stwierdzié¢ réwnoleglos¢ tych hiperplaszezyzn, wystarczy okazaé, ze
spétezynniki przy z; dla j=1,2,...,n s proporcjonalne. Proporcjo-
nalno$é ta wynika stad, ze zaleznogé

n n
ZAi,j'(Gi‘I‘O';):Q ZAi,_,--cz:O dla j=1,2,..,n

i={) =0

pociaga za sobg zaleznodé

n n n
Z .Azj,j' (0‘1— O';)=2 Z .Ai,j'O'L-ZMQ Z A,;‘,»-o‘}.

=0 =0 =

CWIGZENIE. W plaszezyinie P, dane sa punkty wlasciwe s,, s\, s, takie, ze
§rodek pary s, 31 jest identyczny ze srodkiem pary s,, 32 Kiedy w 9, istnieje
twér stopnia drugiego, dla ktérego pary te sg Srednicami?

142. Srednice sprzezone i uklady Apoloniusza.! Srednice (5;35)
nazywamy sprzezong ze $rednics (s; '), jezeli s i s’ lezg w hiperplasz-
czyznie §rednicowej, sprzezonej z kierunkiem grednicy (s; s').

Niech:
2Ot 8'={0y,0,,...,0,},

2 0a §'={0},5,,...,0,},

s={og, 0y, ...
s={0q, 0y, ...

gdzie cro-cr =0y= o' =1. Poniewaz hiperplaszczyzna $rednicowa prze-
chodzi przez swdek tworu ¢ (bedacy z zalozenia punktem wladeiwym),
wige $rednica (s; s°) jest sprzgaona ze sredmcq (s s ) wtedy 1 tylko wtedy,
gdy punkt niewlasciwy {0, 0,—0), 0,— 0, spefnia réwnanie
hiperplaszezyzny sxedmcowe), SI)I'ZQZODGJ zZ kJerunklem $rednicy (s; §'),
tj. z kierunkiem {0, ¢;—o, 0_2,; . Op—0, )

Inaczej méwiae, aby s1edmoa (s; §') byla sprzezona ze Srednicg (s; s'),
potrzeba i wystareza, by zachodzila zaleznogé:

n
Z Ai,j(a[—-a;).(aj—EJ'.)zo.
1,)==0
Wynika stad, Zze wéwezas i na odwrét, érednica (s; s') jest sprzezona
z (s;s'). Mozemy wige méwié po prostu, ze srednice (s; s') i (5; ) s8
sprzezone.
Uklad » $rednic (s;; s}), gdzie i=1, 2, ..., n, tworu ¥ z ktérych kazde
dwie sg sprzezone, nazywaé bedziemy ukladem Apoloniusza, nie
przesadzajac na razie, ezy uklady takie istniejg.

b Apoloniusz z Pergi, matematyk grecki z 11T wieku przed Nar. Chr., pierwszy
poddal systematyeznemu badanin wlasnosei stozkowych (metods syntetyczna).
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Zauwazmy, ze kierunki Srednic tworzqeych uklad Apoloniwsza Sq
liniowo niezaleine.

Istotnie, w przeciwnym razie jeden z tych kierunkéw bytby liniowo za-
lezny od pozostatych, a wige lezatby w hiperplaszczysnie z nim sprzezonej,
Inaczej méwige, kierunek ten lezatby w swej wiasnej hiperplaszczysnie
biegunowej. Jak wynika z definicji biegunowej (ob. Nr 137), znaczy to,
ze ten kierunek nalezatby do A, a wiec bylby asymptotyczny, whbrew
definicji érednic.

Jasne jest, ze pojecie ukiadu Apoloniusza ma charakter afiniczny.

Wynika stad w szezegélnodei, ze spéhrzedne ﬁ, @, cees T punktéw
Zo o Zy

wlasciwych, ktére dotychezas uwazaliémy za spélrzedne kartezjahiskie
prostokatne, mogg byé zastapione przez dowolne spéhrzedne ukognoksatne,

W szezegblnosel, zakladajac, ze twér A ma uklad érednic Apoloniusza
(8;5 8,), gdzie k=1,2, ..., 7, dobierzmy uktad spéirzednych ukognokatnych
w taki spos6b, by poczatkiem jego byt érodek ¢, za$ kolejne osi spélrzed-
nych miaty kierunki tych érednic.

Taki ukiad uko$nokatny nazywaé bedziemy wkladem Srednicowym.

Spélrzedne ukognokatne 03,15 Op,25 ++ -5 Oy, Punkbu s, w tak wybranym
ukladzie, maja postaé o, ,=o0,-9], gdzie o, jest liczbg résma od 0 i
niezalezng od wskaznika 4, za$ o} jest (jak zwykle) liczbg 0 dla k-3,
za$ liezbg 1 dla k=:. Wéwezas:

SI.'={]‘? al‘,l’ 0'1‘.12, LR GA',);}J S;.‘={13 —611,1, ~‘0‘1.~_2’ ] ~Cr/.-,n}-

Srednica (s;; s;) ma wtedy kierunek {0, 8, 02, ... .04}, a wiec réwnanie
hiperplaszezyzny $rednicowej, sprzezonej z tym kierunkiem, ma postaé
Z(Z Ai,,--éj.)-szo, czyli postaé ZA,‘.’,.-xj:O. Poniewaz hiperptasz-
J=0\i=1 §=0
czyzna ta ma byé identyczna z hiperplaszezyzng o réwnaniu x,=0,
wige wynika stad, ze 4, , =0, i 7e A, ;=0 dla k==j, gdzie k=1,2, ..., n.
Poniewaz $rodek c¢={1, 0, ..., 0} nie leZy na tworze, wiec Ay o0,
Révwnanie tworu ¥ ma zatem postaé: '

(19) Adgg-z24+4,,-22+. -4, - 2)=0, gdzie 4, ;40 dla i=0, 1, ..., n.
Jasne jest poza tym, ze dla tworu U, majacego w pewnym ukladzie

ukodnokatnym réwnanie postaci (19), srednice o kierunkach osi tworzg,
ukiad Apoloniusza. Mozemy wiec wypowiedzieé¢ nastepujace

ia“ [Nr 143]
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Twierdzenie. Réwnanie tworw A wegledem ukladu Srednicowego ma po-
staé (19).

Na odwrdt, jesl twér A ma w pewnym wkladzie wkosnokqtnym réwnanie
postaci (19), to uklad ten jest dla niego ukiadem Srednicowym.

Wniosek. Aby twér A mial wklad drednic Apoloniusza, potrzeba
i wystarcza, by byl on obrazem afinicanym sfery nie zdegenerowane; (gdzie
preekszialcenie afinicane wyraza sie preez weory o spélezynmikach na og6t
zespolonych).

Istotnie, poniewaz istnienie ukladu Apoloniusza jest wlasnodcia
afiniczng, wigc warunek jest dostateczny. Jedli zag twor A ma ulklad ére-
dnic Apoloniusza, to w mysl ostatniego twierdzenia, ma w pewnym
ukladzie ukoénokatnym réwnanie postaci (19). Dobierzmy liczby (zespolo-
ne) Qg Gys ---» &, tak, by aj=—dA,, oraz a}=4,, dla i=1,2,...,n.
Przeksztalcenie afiniczne

y a‘l “2 an
f (g, 24, ...,xn)z{mo, ey, =iy, .., — 'w"J
Gy @y Gy
przeksztatea wéwezas twor U na twor o réwnaniu &2 -+-a34. . .42 —2=0.
Jasne jest, ze twor, okrelony przez to réwnanie w ukladzie uko$nokat-
nym, jest obrazem afinicznym sfery, okreslonej przez to samo réwnanie
w ukladzie prostokatnym.

CWICZENIA. 1. W ukladzie ukoénokatnym na plaszezyZnie P, o poczatku
{1,0, 0} i o wektorach podstawowych [1, 7] oraz [1, —4] réwnanie #}+zi—23=0
okreéla pewna krzywa. ZnaleZé réwnanie tej krzywej w zwyldym ukladzie prosto-
katnym. .

9 £

2. Dla elipsoidy o réwnaniu a3 - % + E"——x% =0 wyznaczyé taki uklad §rednic

Apoloniusza, by jedna ze érednic miala kierunek {0, 5, 4i, 3¢}, Znalesé réwnanie
tej elipsoidy w ukoénokatnym ukladzie spélrzednych o poczatku 0 i o osiach,
majacych kierunki §rednic wyznaczonego ukladu Apoloniusza.

143. Twierdzenie Apoloniusza. Wyznaczmy wszystkie uklady Apo-
loniusza dla sfery S o réwnaniu

(20) xifait. . Fal—al=0.

Jak stwierdziliémy we wniosku z Nr 131, kierunki asymptotyczne dla
S pokrywajg sie z kierunkami izotropowymi. Hiperplaszezyzna éredni-
cowa, sprzezona z kierunkiem nieizotropowym b:{(), by, b, ..., bn}, ma
réwnanie

by 2y+by - 2. .. 40, =0,
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l

a wigc b'={0,0,,b},...,b,} jest kierunkiem &rednicy sprzezonej ze

gérednica o kierunku b wtedy i tylko wtedy, gdy
by b, +-by-by+. ..+, b, =0,

czyli gdy kierunki b i b’ sg prostopadie.

Wynika stad, ze na to, by srednice (s; s;), gdzie 1=1, 2, ..., n, tworzyly
uklad Apoloniusza dla sfery S, potrzeba i wystarcza, by Zadna z nich nie
miala kierunku izotropowego i by kierunki ich byly do siebie parami pro-
stopadte.

Zajmiemy si¢ obecnie dowodem twierdzenia, ktére dla przypadku
elipsy i hiperboli odkryte zostato juz w starozytnosei przez Apoloniusza.
W przypadku ogélnym mozna je sformutowaé w postaci nastepujacej:

Twierdzenie Apoloniusza. Niech I bedzie obrazem afinicznym (zespo-
lonym) sfery nie zdegenerowanej © niech ¢ oznacza $rodek tworw A. Istniejy
wéwezas takie liceby Q,() 1 Oy () zaledne jedynie od tworu A, ze din
kazdego ukladu Apoloniusza dredwic (s,; s,) tworw U zachodzy réunodei:

Z QZ(C,Sk)z.Ql (SI):

k=1

@ (€, 815 Sgs -+ +» Sn) =825 (U},
gdzie w(C, 8y, Say .., S,) O2RACR WYréinik ukladu punktéow c, sy, Sy, ..., 8,
(okreslony w Nr 22).

Dowéd. Niech U bedzie obrazem sfery § o réwnaniu (20) przy prze-
ksztalceniu afinicznym f, okreSlonym przez wzoér:

z,}, gdzie

f@, @y ..., 2)={Tg, Ty - ..,
T, =z,

(21) { ‘

o o L .. €
;=05 Tyt 0y - Ty F -y, Ty, PIZY CZYIM [am-| (79=1.2,...,n) ==0.

Jezeli wiec (s,;s,), gdzie k=1, 2, ..., n, jest ukladem Apoloniusza

$rednic tworu ¥ oraz

. r
A—f (8;) 1 s',::f_l(s,,),

to (s;;8;), gdzie k=1,2,...,n, jest ukladem Apoloniusza srednic
sfery S. Srodek ¢ tworu U jest za§ réwny f(c*), gdzie ¢* jest érodkiem
sfery 8, ezyli ¢*={1, 0, ..., 0}.

Niech s;={1, 0} 1 Op9s o5 0 nf- Wekbory (¢"s})=(0],1, 050 ---» )
sg parami prostopadle i g2(¢”,s;)=1, wiec macierz (o}, ,) (k, j=1, 2, ..., n)
Jjest ortogonalna, skad

ZU/ e

k=1

L dla p,r=1,2,... .

[Nt 143] Twierdzenie Apoloniusza 361
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—_—
. P . s
Ze wzordw (21) wynika, ze jesli [c s,]=[0 1, 0} 9, ..., 0 ], tO
n
Rl L .
(22) Opi= D\ .0, dla ki=1,2,... 7.
u==1
A wiee:
n n n n n n
2 _— 1 2 . L L3
Z 0%(e,8,)= Z Z 0} = Z (Z By e O ) (Z Gy O ):
k=1 k=1 =1 k, 1'—1 n=1 w=1
n
= Z a"i,,lt “1 2 Gl ne = Z a’; " (Z UL e Gka )=
2k, 0, =1 Far=1 k=1
n n
7 ]
2 Oyl =3 a7,
4,0, v==1 ir=1

Poniewaz prawa strona nie zalezy od wyboru ukladu Apoloniusza,
wiec pierwsza cze$é twierdzenia jest udowodniona.

Widzimy zarazem, ze liczba Z a} =0, (X) zalezy jedynie od tworu I
dpr=1
(@ nie od wyboru przeksztalcenia afinicznego f), gdyz lewa strona

Dle%(c, 8;) nie zalezy od f.
k=1

Przechodzac do dowodu drugiej czedci twierdzenia Apoloniusza,
zauwazmy, ze wobec wzoréw (22) mamy:

1 0 0 0 2 2
011 012 O1n
O11 012 01 Gor @ ’ . ’
21 022 3
CL)(C,Sl,Sg,...,S,n):‘— 1 0'2,1 0‘2’2 0‘2,7Z = ’ R =

......................... 10 o

. 7, n,n
1 Opt 0'"’2 Onn

:(!a'i,,lzl (Z"/“:I’Q*"'! ')’Z;) !G:,ui (k,/,{:l,?,.u, )) (]az u| (’Z:,,L(»=1,2,...,7’L))2.

Poniewaz prawa strona wzoru nie zalezy od wyboru ukladu Apolo-
niusza, wiec i druga czesé twierdzenia jest udowodniona.

Widzimy zarazem, e kwadrat wyznacznika |a,,|(i, u=1, 2, 7)
przeksztaleenia afinicznego, przy ktérym sfera S przechodzi na twor ‘71
zalezy jedynie od tworu .

Specjalnie prosty sens geometryeczny posiada twierdzenie Apoloniu-
sza w przypadku klagycznym, gdy tworem 2 jest elipsa o réwnaniu

-}— "’ —a2=0. W my$l twierdzenia z Nr 141 styczne w koiicach grednic
a?
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X sprzezonych (s;; s’l) i (s 5,) maja
kierunki sprzeione (rys. 76), a
wiec tworza réwnoleglobok R
opisany na elipsie i posiadajacy

sprzezone kierunki bokdéw. Jest
—_—
on rozpiety na wektorach [s, s,]=
> e — —
=2[ss;] oraz [s'2 83]=21c s,].
A wiec twierdzenie Apoloniusza
orzeka, ze dla wszystkich takich
rownoleglobokéw suma kwadratéw dwéch bokdéw przyleglych jest stala
(réwna 4!21(’30), i podobnie, ze stale jest jego pole, gdyz wyréznik
o(c, 81, 8;) Téwny jest (na mocy twierdzenia z Nr 46) kwadratowi pola
— —

réwnolegtoboku, rozpietego na wektorach ¢s; i ¢ s,, bedacego czwarts
czeseig réwnolegloboku R.

Podobnie przedstawia sie sprawa w przypadku, gdy twér U jest
elipsoidg o réwnaniu ﬂ —{—Z —i—za —x3=0 ; ogblnie] — w przypadku
tworu w przestrzeni §, o rowﬁamu3

Rys. 76

2 x2

- + + ‘I"IT; — 2;=0
a? a;?
role réwnolegltoboku prze‘]muje réwnoleglocian, ograniczony przez
hiperplaszezyzny styczne, poprowadzone w koticach érednic ukladu
Apoloniusza.

Nieco bardziej klopotliwe jest elementarno-geometryczne zinterpre-
towanie twierdzenia Apoloniusza w przypadku hiperboli o réwnaniu

W tym przypadku (rys. 77), jesl
$rednica (sy; 5,) jest rzeczywista, a
wige jedli s,={1, 0y, 0,}, gdzie liczby
rzeczywiste oy, 0, speliaja réwnanie
o} o3

-1 2_1=0, to sprzezona z nig

1 a"

§rednica ma réwnanie

a .ml 0‘2.-’172
2
2

[Nr 143] Twierdzenie Apoloniusza 363

i przecina hiperbole w punktach uroj onych:

@y Qg . ay [+23
“:{l Oy * ;.?’ ;01— "L}:’b' ((3'2-«—_q oy —

2 253 45} ay
, ay . ay . ay Qs
s_lz{l, ——02-—-@,——01-——"0} =—1-oy - —, o1* —]J.
2 253 (72 (153

Zauwazmy, ze opuszezajac czynnik i, otrzymamy punkty s, i s,
lezace na przecigeiu srednicy o réwnaniu (23) z hiperboly sprzeions
(w sensie ustalonym w Nr 67) z hiperbols dang, a wiec z hiperbols
o réwnanin

xZ 22

2
@ a0

przy czym g(sy, 8,)==—0(8,, 5,). Zatem:
0 (81, 8,) 0% (8, 8,) =02 (81, 8,)+02 (53, ).

Jezeli wige wezmiemy réwnoleglobok R, utworzony przez styczne do
danej hiperboli w koticach jej érednicy rzeczywistej oraz przez styczne do
sprzezonej z nig hiperboli w kofcach §rednicy o kierunku sprzezonym
ze §rednicy dana, to pierwsza cze$é twierdzenia Apoloniusza orzekaé
bedzie, ze réinica kwadratu boku stycznego do hiperboli danej i kwadratu
boku, stycznego do hiperboli sprzeionej jest stala.

Natomiast druga cze$é twierdzenia Apoloniusza orzeka, ze pole
réwnolegloboku R jest stafe.

Istotnie, wyréznik w(c, sy, s,) jest oczywifcie réwny —w/(c, Sy, Sp),
przy czym w(c, 8y, ,) jest réwne kwadratowi czwartej czesei pola réw-
nolegloboku R.

Warto zauwazyé, ze w przypadku hiperboli wierzchotki réwnolegloboku
R leiz na jej asymptotach. Istotnie, jasne jest, ze sa one postaci
p=¢-8;+1- 8y, gdzie & i 9 sg liczbami przybierajacymi wartoéei 1 lub —1.

o @ 1 &9
Stadd:pzs-(crl, 0’2)"{"77'(02‘;11 0'1';;2)=(E'0'1'“2+77'02'“1)'(a—’ —)
2

2 1 @y
s . Ly g
Jesli g-p=1, punkt p lezy na asymptocie o réwnaniu P ;«-O
1 %
. . . . Ty Ty
jesli zad e-n=—1, to lezy na agymptocie o réwnanin = ~l—a-=0.
1 Gy
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CWICZENIA. 1. Czy dla kaizdej elipsoidy istnieje uklad Apoloniusza
zlozony z trzech &rednic rzeczywistych, ktére wszystkie maja jednalkowe diugosei?

Znalezé uklad taki dla elipsoidy o réwnanin z?-+22+4-23—4=0.
2

9 2 2 2 2 2
22 22 of 22 2 o
. . ) . 3 T .

2. Hiperboloidy o réwnaniach — -+ —= — - +al=0 i —+—=——S—23=0
o} af o} a? o} af

nazywamy Sprzezonymsi.

Okazaé, ze kierunki érednic tworzacych uklad Apoloniusza dla jednej z tych
hiperboloid sg zarazem kierunkami $rednic, tworzgcych uklad Apoloniusza
dla drugiej z nich. Jezeli kierunki te sa rzeczywiste, to kazdemu z nich odpowiada
w jednej z tych hiperboloid $rednica rzeczywista. Jak mozna zinterpretowad
twierdzenie Apoloniusza za pomoca réwnolegloécianu, utworzonego przez
plaszezyzny styczne w koncach tych trzech érednie rzeczywistych?

144. Kierunki gtowne. Niech P bedzie tworem okre§lonym w przestrze-

ni §, przez réwnanie Z A ap-2=0.
5,7=0
Kierunek b={0, by, b, ..., b,} nazywa sie gldwnym, jezeli jest on albo
kierunkiem wyjatkowym, albo sprzeiona z nim hiperplaszezyzna ére-
dnicowa jest do niego prostopadia.
Réwnanie hiperplaszezyzny érednicowej, sprzezonej z kierunkiem b,
ma postaé

(24) i (i Ai,j‘bl')‘szo.

J=0 \i=1

Jeéli kierunek b nie jest wyjatkowy, to nie wszystkie spélezynniki
B,=>'4,,-b; dla j=1, 2, ..., n znikaja, a wiec hiperptaszczyzna o réw-

=1
naniu (24) jest wlasciwa. Na to, aby byla ona prostopadla do kierunku b
(pojecie prostopadiogei dla przestrzeni ©, wprowadzone zostalo w Nr
123), potrzeba i wystarcza, by spélezynniki Bi, By, ..., B, byly pro-
porcjonalne do by, by, ..., b,, czyli by istniala taka liczba zespolona

A==0, ze

n
(25) ZAI:JbL:}'b‘i dla 0:21,2,...,’)?;.
=1
Poniewaz dla 1=0 ten sam warunek (25) charakteryzuje kierunki
wyjatkowe, a wige mozemy ogélnie wypowiedzie¢ nastepujace

Twierdzenie. Aby kierunek b={0, by, by, ..., b,} & ¥, byl gléwny dia

tworw A o réwnaniu Z A, ;-%;-2;=0, potrzeba ¢ wystarcza, by dla pewnego
i,j=0

zespolonego A spetnione byly réunania (25).

icm
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Réwnania (25) stanowisg uklad n réwnad liniowych jednorodnych
wzgledem by, by, ..., b,. Aby wigc istnialo rozwigzanie tego ukladu
zlozone nie z samych zer, potrzeba i wystarcza, by wyznacznik tego
uktadu znikal, czyli by

A1’1—~Z A]jg Al,n
(26) Aoy Asp—h o A, |,

Zaleznod§é (26) jest réwnaniem n-tego stopnia wzgledem liczby A.

Kazdemu pierwiastkowi tego réwnania odpowiada co najmmiej jeden
kierunek gléwny, ktéry znajdziemy, rozwigzujac uklad réwnan (25).

Warto zauwazyé, ze wobec twierdzenia z Nr 91 (ktére — jak zauwazy-
lismy w Nr 123 — przenosi sie bez zmiany na przestrzenie zespolone)
kazdemu pierwiastkowi A réwnania (26) odpowiada zbiér kierunkéw
gléwnych, bedacy (n—1—I)-wymiarows hiperplaszezyzna, gdzie I
jest rzedem macierzy wyznacznika, stojacego po lewe]j stronie réwnania
(26). Poniewaz w mysl zasadniczego twierdzenia algebry réwnanie (26)
ma, co najmniej jeden pierwiastek, wiec otrzymujemy nastepujacy

‘Wniosek. Dla kasdego tworu drugiego stopmia istnieje co najmniej jeden
kierunek gléwny.

Zauwazmy przy tym, ze jesli A’ 1 ' sa dwoma réznymi pierwiastkami
réwnania (26), to odpowiadajace im kierunki gtéwne b'={0,b7, b, ...,b,}
oraz b ={0, b}, b,, ..., b,} sa prostopadte, czyli

(27) b, -b,+b,-b, .. A0, b, =0.

Istotnie, w myél réwnan (25) jest

n n
Fob= Y A b, i ab= DA,
=1 =1
skad

n n n n n
(=) 3 byrby= 30 3 Ay birbf— ) 3 gy bib=0,
j=1 j=1i=1 j=li=1
co wobec A'=£4"" daje réwnosé (27).

Jezeli kierunek gléwny b nie jest wyjatkowy (a wiee odpowiada pier-
wiastkowi A==0 réwnania (26)), to sprzezona z nim hiperplaszezyzna
érednicowa windciwa (24) nazywa sie gléwng.

Okazemy, #e haida hiperplasacayzna glowna jest hiperplaszczyzn
symetrit tworu A.
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Niech wiec a={ay, a,, ..., a,} ia'={a,, a, ..., a,} beds dwoma punkta-
mi przestrzeni €,, symetrycznymi wzgledem hiperplaszezyzny gléwnej
D o réwnaniu (24). Mamy dowie$é, ze przynalezno$é jednego z tych
punktéw, np. a, do tworu I pocigga za sobg przynaleino$é drugiego

« do ¥A. Zakladamy wiec, ze . A,;-a,-a;=0. Mozemy przyjaé, ie
' i,j=0 ] 1] '

ay=a,=1. Poniewaz kierunek {0,a;—a,,a,—a,,...,a,—a,} jest pro-

stopadly do §, wigc jest on identyczny z kierunkiem b. Kladac by=0,

mozemy zatem przyjaé, ze a,—a;=b,, czyli a;=a,—b, dla i=0, 1, ..., n.
Wynika stad, ze
n n 2 2 ‘
2 Ayaya= 3 Ay a-0,—2 2 Aigras bt Y Ay bpby=
i,j=0 i,j=0 7,j=0 ij=0
n " n n
=2 (Z Ar‘,i'b:‘) . (bi - 2“i)=_ > (Z Ay 0b; ) ‘ (ai—l-a:-):O,
=0 \j=1 1==0 \j=1

! '
a-1+a“ a‘2+a‘2 a’n_[—a“::l
5 ) 2 PRI 5 '

=

gdyz punkt {a,+a,, a;+a), ..., a,l—}—a;l}:{l,

jest rodkiem pary punktéw a ia’, a wige z zalozZenia nalezy do §.

Uklad Apoloniusza, zlozony ze érednic (s;; s;), gdzie 1=1, 2, ce,m,
tworu A nazywa sig glownym, jezeli érednice te sa parami do siebie
prostopadie.

Jasne jest, ze na to, by uklad Apoloniusza byl gléwny, potrzeba i
wystarcza, by kaida z jego Sredmic miala kierunek gléuny. Do kwestii
istnienia ukladéw gléwnych powrécimy jeszecze w Nr 153 (wniosek 15).

CWICZENIA. 1. Znalezé kierunki gléwne oraz gléwny uklad Apoloniusza
dla krzywej, okreslonej w , przez réwnanie
41274 3423 — 2503 + 10z, - 2, -+ 32y 2, — 24w, - 2, = 0.

2. analez'é kierunki gtéwne i trzy wzajemnie prostopadle plaszezyzny symetrii
dia powierzchni, okreslonej w przestrzeni B3 przez réwnanie

— 4?92 2 2 . ;
4+ 227+ 23+ 1823 — 2, 21+ 220 2y — 2y - Ty — 2y - 4y - 2, = 0.

icm

ROZDZIAL XVIII
Podstawy klasyfikaeji tworéw drugiego stopnia

145. Wielki wyréznik. Wéréd interesujacych nas wlasnogei figur naj-
obszerniejszg, klase stanowia tzw. wlasnodei metrycene, czyli te, ktére sg
niezmiennikami przeksztatcen izometrycznych (okredlonych analityecznie
w Nr 84, 121 i 124 r6wniez dla przestrzeni niemetrycznych P, €, i 18,.).

Te spoéréd wiasnodei metrycznych, ktére sa niezmiennikami obszer-
niejszej od izometrii klagy przeksztalcer afinicznych, nazywamy wiasno-
Sciams afinicznyms.

Jeszeze obszerniejszej klasie przeksztalcenn rzutowych odpowiada
jeszeze wezsza klasa niezmiennikéw, stanowigcych tzw. wlasnoser rzutowe.

Wrynika stad, ze Kklasyfikacja metryczna — przy ktérej do jednej
klagy zaliczamy dwie figury wtedy i tylko wtedy, gdy ich wlasnodeci
metryczne sg identyczne — jest najdalej posunieta. Mniej szezegdélows
jest klasyfikacja afiniczna, oparta na niezmiennikach afinicznych,
jeszeze mniej — klasyfikacja rzutowa, oparta na niezmiennikach rzuto-
wych.

W odniesieniu do tworéw pierwszego stopnia w przestrzeni P, klasyfi-
kacja metryczna i afiniczna pokrywaja sie ze soba, dajac jedynie dwie
klasy: jedna, zawierajgca ogél (n—1)-wymiarowych hiperplaszezyzn
wlaéciwych, druga, zlozona z (n—1)-wymiarowej hiperplaszczyzny
niewlagciwe]j, przy czym z punktu widzenia wiasnoéci rzutowych, oba te
rodzaje hiperplaszezyzn nie réznig sie miedzy sobg — jak to wynika
z wniosku 12 z Nr 87.

Z rozwazah, przeprowadzonych w rozdziatach VII, VIII i XVII,
okazalo sie, 7ze znacznie wigksza réznorodnodé wystepuje wéréd tworéw
drugiego stopnia.

W tym rozdziale zajmiemy sie ustaleniem podstaw, na ktérych oprzeé
bedziemy mogli klasyfikacje tych ostatnich tworéw. W tym celu zajmiemy
sie ustaleniem pewnych niezmiennikéw liczbowych, wyrazajacych sig za
pomoca, spélezynnikéw réwnania danego tworu. Z miezmiennikami
tego rodzaju spotkaliémy sie juz w Nr 134, gdzie dowiedliémy
(wniosek 1), ze tzw. pierwszy wskainik rzutowy twora ¥, czyli
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rzad macierzy wielkiego wyréznika réwnania tego tworu, jest niez-
miennikiem przeksztatceri rzutowych, oraz w Nr 136, gdzie stwier-
dzilidmy niezmienniczo§é afiniczng tzw. pierwszego wskaZnika
afinicznego tworu ¥, czyli rzedu macierzy malego wyréznika. Dowody
tych niezmienniczodei mialy charakter geometryczny. Udowodnimy
obecnie twierdzenie, z ktérego w szezegdlnosci wynikaé bedzie na drodze
czysto algebraiczmej nie tylko niezmienniczodé rzedu macierzy obu
wyréznikéw, ale i inne jeszeze wlasnosei.

Twierdzenie. Jezeli twér A, okreslony w przestrzeni P, przez réwnanie

n
(1) O Apy e w=0,
k=0

poddamy przeksztalceniv rzutowemu f (2, 4, ..., mn)z{mlﬂ, x;, e }, gdzie

n
(2) Tp== Z D™ %

=0
to twor preekszialcony A'=f(A) mied bedzie réwnanie D A, -a;-a,=0,

1,j=0 '

pray czym
(3) (A4; )@, §=0,1,...,n)=

=(a, ) (0, k=0, 1,...,n) (4, ) (k, 1=0, 1, ..., n)-(a, ;) 4, =0, 1, ..., n).

Dowéd. Réwnanie tworu I’ otrzymamy, podstawiajae do réwnania (1)
wzory (2). Lewa strona réwnania (1) przybierze postaé:

n n n n n
Z Ak.z'(z wk,fxl-)-(Z “z,j‘x}): Z ( Z Ak,l'ak,i'al,j)'w;'x}ﬂ

k=0 =0 =0 1,50 \E, I=0

a wiec réwnanie tworu U’ ma postaé

n
al ! ' T
(4) DAy x=0,
dui 4,j=0
gdzie
(5) A, —ﬁj |
5= 2y Qi Brg A
k=0

co znaczy, w mySl wzoru (1) z Nr 20, ze zachodzi wzér (3), co bylo do
okazania.

Méwimy, ze réumanie (4) otrzymane zostalo z réwnania (1) przez doko-
nanie praeksztaicenia rzutowego f.

icm
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Poniewaz w mydl twierdzenia z Nr 59 pomnozenie macierzy przez
macierz kwadratows o wyznaczniku réznym od zera nie zmienia jej rzedu,
wiec ze wzoru (3) wynika w szczeg6lnoéei niezmienniczo$é rzedu macierzy
wielkiego wyréznika przy przeksztalceniach rzutowych, ktéra na innej
drodze stwierdziliémy juz w Nr 134. Biorae dalej pod uwage, ze wyznacz-
nik iloczynu macierzy réwny jest iloczynowi wyznacznikéw tych macierzy
oraz #e macierze (a;,)(1, k=0,1,...,2) i (a,;)(, j=0,1,...,n) majg
ten sam wyznacznik

Qoo o g,
ay a oo @

(6) ,0 1,1 1n ='=O,
) a‘w,l Cpyn

zwany wyznacznikiem przeksztalcenia rzutowego f., odwrotnego wzgledem
f, otrzymujemy z ostatniego twierdzenia nastgpujacy

Whiosek 1. Wielki wyréinik réwnania otrzymanego z roéwnania (1) przez
praeksztalcenie rzutowe | jest réwny iloczynowi wielkiego wyrdénika row-
namia. (1) preez kwadrat wyznacanika przeksztalcenia odwrotnego f_,.

Wynika stad, ze jezeli zar6wno spélezynniki 4, ;, jak a,, sa wszystkie
rzeczywiste, to przy tym przeksztalcenin znak wielkiego wyréinika sie
zachowuje. Jak wiemy jednak z Nr 132, twér 3 wyznacza swe réwnanie
z dokladnodcia do czynnnika stalego. Jezeli zaé réwnanie tworu pomno-
iymy przez czynnnik 1==0, to wielki wyréznik réwnania ulegnie pomno-
zeniu przez A"T!. A wiec dla n nieparzystego znak wielkiego wyréznika
(o ile ograniczamy sie do réwnan o spélezynnikach rzeczywistych) jest
przez twér jednoznacznie wyznaczony. Mozemy wiec wypowiedzieé

nastepujacy

Whiosek 2. Jezeli n jest liczbg nieparzysta, to znak wielkiego wyroinika

réwnonie Z A zn=0 0 spélezynmikach rzeczywistych stanowi nie-

4,j=0
amiennik preekszialcer rautowych rzeczywistych tworn okreslonego przez

to réwnanie.

GWICZENTA. 1. Znalesé znak wielkiego wyréinika réwnania kazdej z pigeiu
kwadrylk.
2. W przestrzeni P; dane sa dwa twory drugiego stopnia przez réwnania:

4203 — duong 2y — 4oy + 2127 4, 5+ 87 05+ 325 - 20, Ty + 420 25+ w3+ 4daf+ 42 =0,
da} — dwym, — daywy— Lot — 120, 2, — 80,y ++ 22 - 20y 0y — 42w+ ] + 4] — 42F=0.

24 1X. Borsuk. Geometria analityczna
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Okazaé, ze twory te sg rozmaitoSciami (w sensie Nr 134, str. 335) i zbadaé, czy
istnieje przeksztalcenie rzutowe rzeczywiste, przeksztalcajace pierwszy z nich na
drugi.

146. Maly wyréznik. Niech teraz f(zg, @y, ..., %,) ={z,, 2, ..., 2}
bedzie przeksztalceniem afinicznym. Afiniczne jest wéwczas réwniez
przeksztalcenie odwrotne f_i(z), %, ..., 2,)={%, 2y, ..., %,}. Wyraza
sie ono przez wzory postaci:

R
z,=D'a, ;-x;, gdzie ag,=1 orazay,=0 dlai=1,2,...,n.
i=o '

Twoér A, okreslony przez réwnanie (1), zostanie przez f przeksztalcony
na twér A’, okreslony przez réwnanie (4), ktérego spétezynniki 4, ; wy-
razajy sie przez wrzory (5). A wiee dla ¢, j=1, 2, ..., n mamy:

n
.
Az‘,a'= Z Qpit @y, .'F'AI.',I’

k=1
skad wynika, ze
(7) (A0, j=1,2,..
=(a,,) (@, k=1,2, ...

L, )=
sn) (A (R, 1=1,2, ..., n)-(a,,)(}, j=1,2, ..., n).

Mozemy zatem wypowiedzie¢ nastepujace
Twierdzenie. Jezeli twér A, okreslony w przestrzeni B, prezez réwnanie
(1), poddamy preeksztatceniu afinicenemu f (%, 24, ..., xn)x{w'o, x'l, Ty by

R

gdzie zy=2, oraz m,= >, ;% dla k=1, 2, ..., n, to twér przeksztalcony
i=0

W=f(A) ma réwnanie (4), pray czym spelniony jest warunek (7).
Wynika stad na mocy twierdzenia z Nr 59 niezmienniczo§é rzedu
macierzy malego wyréznika przy przeksztalceniach afinicznych, czyli
niezmienniczo§é afiniczna pierwszego wskaznika afinicznego, ktéra juz
na innej drodze stwierdziliémy w Nr 136.
Stwierdzamy dalej, ze przy przeksztalceniu afinicznym f maly wyréznik
(4:,)(,7=1,2,..., n) réwnania (1) ulega pomnozeniu przez kwadrat

wyznacznika
11 12 ... a1n

® B
an,l G2 a’-n,n

zwanego wyznacznikiem przeksziatcenia afinicznego f—,, odwrotnego wzgle-

dem f. Stad wynika
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Whiosek 1. Maly wyréinik réwnania, otrzymanego z réwnania (1) przez
przeksztaloente afiniczne f, jest réwny iloczynowi maltego wyréinika réw-
namia (1) preez kwadrat wyznacenika przeksztalcenia odwrotnego f_,.

Zauwazmy, ze wyznacznik (8) jest szezegblnym przypadkiem wy-
znacznika (6), w ktérym w pierwszym wierszu mamy na pierwszym
miejscu jedynke, poza tym za$ same zera.

W razie gdy spélezynniki 4, ;i a, ; sg rzeczywiste, z wniosku 1 wynika,
ze przy przeksztalceniu afinicznym maty wyréznik zachowuje swoj znak.
Poniewaz w mysl twierdzenia z Nr 132 twér A wyznacza swe réwnanie
z dokladnodcig do czynnika stalego, wige wnioskujemy stad natychmiast,
ze dla n parzystego znak malego wyréznika jest przez twor wyznaczony
jednoznacznie. Mozemy wige wypowiedzieé nastepujacy

Whiosek 2. Jezeli n jest liczbg parzysia, to znak malego wyréinika

"
, . - . . . .
réwnanic Z A;y-2,=0 o spblczynnikach rzeczywistych stanowi mie-
7,J=0
amiennik przeksztalcedt afinicanych rzeczywistych tworu okredlonego przez
to réwnanie.

CWICZENTA. 1. Znale#é znak malego wyrésnika réwnania kazdej z trzech
stozkowych.
2. W przestrzeni 5, dany jest twoér 9, przez réwnanie:

207 — 4wy T+ o 2] — 20 - By — w3+ 20y 20— 33 4+ g, 223 = 0.
Dobraé trzy wartosci «;, ap, ¢3 parametru a w taki sposéb, by twory %y,
Nog» Ny bylty wezystkie rézne pod wzgledem afinicznym.

147. Wiclomian charakterystyezny. Zagadnienie wyznaczenia tzw.

kierunkéw gléwnych dla tworu I o réwnaniu Z 4, ;-2;-2;=0 doprowa-
£,j=0 :
dzilo nas w Nr 144 do réwnania, ktérego lews strone stanowi wielomian
stopnia n wzgledem zmiennej niezaleinej A, dany w postaci nastepujace-
go wyznacznika:
Al,l—/’{ AI,Z (R Al n
.AQ,]_ Ag’g'—ﬂ. Ag’n

(9) V()=

Ze wrzgledu na zasadniczg role tego wielomianu w metryczne] klasy-
fikacji tworéw drugiego stopnia, nazywa sig on wielomianem charak-
terystycznym.

Zajmiemy sig zbadaniem niektérych jego wlasnosci. Zauwazmy przede
wszystkim, ze daje sig on réwniez napisaé w postaci

V()= |4,,—4 6|0 j=1,2,...,n).
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Poniewaz twér A wyznacza swe réwnanie jedynie z dokladnodeig do
czynnika liczbowego, wige wielomian charakterystyczny V(1) nie jest
przez twér ¥ jednoznacznie wyznaczony, lecz wraz z nim charaktery-
styezne dla tworu U sg wszystkie wielomiany, jakie otrzymamy, zastepu-
jac liezby 4, ; przez liczby do nich proporcjonalne. Jak wiadomo jednak
z algebry, kazdy wielomian n-tego stopnia daje sie przedstawié jedno-
znacznie w postaci ¢+ (A—14;)- (A—2y) ...« (A—A4,), gdzie liezby 4;, 45, ..., 4,
stanowia uklad jego pierwiastkéw (z uwzglednieniem ich krotnosci),
za§ ¢ jest staly. Otdz zastapienie liczb 4, ; przez liczby do mich pro-
porcjonalne p-4;; (gdzie p==0) prowadzi do wielomianu, ktérego pier-
wiastkami sg liezby ¢- 4;.

A wiec wprawdzie sam wielomian charakterystyczny nie jest przez
twér A jednoznacznie wyznaczony, lecz uklad jego pierwiastkéw jest
wyznaczony = dokladnoscia do proporcjonalnoscs.

Z tego wzgledu bedziemy ten uklad nazywaé krécej wkladem pier-
wiastkéw charakterystycznych tworu A.

Oczekiwaé by mozna a priori, ze dla n>1 wystapig wéréd tych pier-
wiastkéw liczby zespolone, nawet gdy wszystkie spélezynniki 4, ; sg
rzeczywiste. Okazuje sie jednak, ze tak nie jest, gdyz zachodzi naste-
pujace

Twierdzenie. Jezeli wszystkie spblezynniki A, ; sq rzeczywiste oraz gdy
A;=A4;,dlai, j=1,2, ..., n, to wszystkie pierwiastks réwnania?

[4,,—4-01(2,7=1,2,...,n)=0
8q rzeczywiste.

Dowdd. Jezeli 1 jest pierwiasfkiem réwnania V(1)=0, to uklad =
réwnari liniowych jednorodnych

(A11—2)-2+Ay @t ...+ Ay -2, =0
Ag s 2+ (dyp—2)- 2o+ ... 4 4y - 2,=0

(10)

ma rozwigzanie niezerowe, tj. istnieje uklad » liczb (na ogét zespolonych)
Xy, Xy, «.., Ly, Die wezystkich réwnych zeru, ktére spehiajg te réwnania.
Oznaczajac dla kazdej liczby zespolonej a=&-i-% przez z liczbe z nig
sprzgzong £—i-7, mamy x-Z=|x |2, a wiec

By Ty FTy Lyt . .2, - F, >0,

! Réwnanie to nazywa sie czasem sekularnym ezyli wiekowym, ze wzgledu na
role, jaka odgrywa ono w teorii tzw. zmian wiekowych w ruchach planet.

®
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Poniewaz wraz z ukladem x;, @, ..., x, wszystkie uklady proporcjonal-
ne sg tez rozwiazaniami réwnad (10), wiec mozemy od razu zalozyé, ze

By &+ Tyt 2,0 T, =1,

Réwnania (10) mozemy tez napisaé w postaci

n
ZA,;,fx,.:l-mi dla i=1,2,..., a.

J=1

Mnozge te réwnania stronami odpowiednio przez liczby z, i dodajac,
n
otrzymamy Z A;;-2;-%,=2. Poniewaz dodawanie i mnozenie liczb
7, =1
n
sprzezonych daje liczby sprzezone, wiec Zﬁm-ifxi-—-l skad wynika
- 1,j=1

wobee A, ;=4 ,, 76 A=1. A wiec liczba 1 jest rzeczywista.

Uwaga. Dowdd powyiszy nie ulegnie zmianie, jezeli zalozenie rzeczywistosel
spélezynnikéw 4; ; oraz réwnoscl 4; ; =—-A:,~’ ; dla 7,9=1, 2, ..., n zastapimy
przez slabsze zalozenie, ze spélezynniki A; ; s liczbami zespolonymi, speniajacymi
warunek A; ;=4; ; dla i,j=1,2, ..., n.

Macierz (4; ;)(3,7=1,2,...,n), spelniajaca to slabsze zalozenie, nazywa sie
macierzg Hermite'at )

Biorac pod uwage twierdzenie z Nr 144, otrzymujemy z ostatniego
twierdzenia nastepujacy

Whiosek. Dia kazdego rzeczywistego tworu drugiego stopmia w prze-
strzeni L, istwieje co najmnie] jeden rzeceywisty kierunek glowny.

CWICZENIE. W 3, dany jest twér o réwnanin

"

D (1=8)-w; -z =0.

1,7=0

Zmnalezé uklad jego pierwiastkéw charakterystycznych.

148. Niezmienniczo§é wielomianu charakterystycznego. Poddajmy twér
A przeksztalceniu izometrycznemu f, ktére kazdemu punktowi p=
={ay, 2y, ..., ¥} ¢ P, przyporzadkowuje punkt p'=f(p)={z,, =,,....2,},
przy czym zalozyé mozemy, Ze xl,:xo. Przeksztalcenie odwrotne p=
=f_,(p’) jest wéwezas tez izometria, a wiec okreslone jest przez wzory:

! U ! '
Ty=T, Oraz X=dy "%, —I—a‘k,l %y +.. '+a%,n T, dla k=1, 2, ..., n,

! Charles Hermite, matematyk francuski (1822—1901).
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o spélezynnikach na ogét zespolonych, przy czym macierz

() (k,1=1,2,...,n)
jest ortogonalna, czyli spelniony jest warunek:

n
(11) D @,y G ;=05

=1

dla 4,=12,...,n.

Izometria f przeksztalei twér A mna twér A’, okreslony (z uwagi na

n
twierdzenie z Nr 145) przez réwnanie ) A;;-x;-2;=0, gdzie
1,j=0

n
(12) A;.J= Z Appra,ca, da i,j=12,...,n.
k, =1
Zachodzi wéwezas nastepujace
Twierdzenie. Z zaleznosci (11) ¢ (12) wynika identycznosé wielomiandw
charakterystycznych:
V()y=|4,,—2-6]|(,7=1,2,...,n)
oraz
V(=4 ;=161 1(,7=1,2, ..., n).
Mozemy to réwniez wypowiedzieé w postaci nastepujacej:
Wielomian charakterystyczny jest niezmiennikiem przeksztalcer, izo-

metrycznych.

Dowéd. Z warunku (11) wynika, ze &)= Z 6,’c-ak,7.-a1,j. Stad i wo-
k=1
bec (12) mamy:

VI(”{)z | Z (Ak,l__{sll:) ' a‘k,i ) al,j] ('Z.’:j=1:2= et n):
k, =1

= f}Z; % [Z (-Ak,l_ajc) . “1;] l (t,j=12,...,n)=
= =1

N
=lo | (ki=1.2,....0) - | > 4, ,—8})-a,|(kj=1,2,..., n)=
=1

=t (ki=12,...,m) | Ay —8L| (RI=12,..., 0)-|a, | (Li=1,2,...,m)=

=[|a:|(ki=12,...,m)]2- V()=V (2),
poniewaz [I“MI (ki=12,..., )= > a," 4| (4=12,..., n)=
k=1

=18/|(ij=1.2,...,m)=1.
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Wuiosek. Uklad pierwiastkéw charakterystycznych tworw U jest mie-
zmaennakiem przeksztalcers izometrycenych.

Nalezy przy tym pamietad, ze uklad tych pierwiastkéw jest przez
twoér okreflony jedynie z dokladnoécis do proporejonalnosci. Okazaliémy,
ze w przypadku, gdy wszystlkie spétezynniki A4, ; sa rzeczywiste, uktad
pierwiastkow charakterystycznych sklada sie z liczb rzeczywistych.
Wynika stad, ze liczba k() pierwiastkéw charakterystycznych réznych
od zera, jak réwniez liczba I(), réwna bezwzglednej wartosci réinicy
migdzy liczbg pierwiastkéw dodatnich a ujemnych, stanowia wlasnodci
geometryczne tworu A (w dziedzinie rzeczywistej). Okazemy péiniej
(w Nr 153 i 158), ze te dwie liczby calkowite nieujemne ()i 7(%) sa
niezmiennikami przeksztatcen rzeczywistych afinicznych tworu ¥; nanich
oprzemy klasyfikacje afiniczng rzeczywistych tworéw drugiego stopnia.

Na razie zauwaimy jedynie, ze majac dane réwnanie Z A, ympa=0

7,J=0
(o spélezynnikach liczbowych rzeczywistych), mozemy Jzawsze obliczyé
wartodei liczb & (30) 1 7().

Istotnie, wiadomo z algebry (na podstawie tzw. twierdzenia Sturmal),
jak moina dla danego wielomianu obliczyé liczbe jego pierwiastkéw
dodatnich i ujemnych.

Wielomian charakterystyczny V(A) mozemy przedstawié w postaci

(18) V(D)= (=1 A (= 1) By 2 (= 1) By
..—B,_,-A+B,.

Wiadomo z algebry, ze spélezynnik B, jest funkeja symetryczng i-tego
stopnia wzgledem pierwiastkéw réwnania. Wynika stad, ze dla i parzys-
tego znak spélezynnika B, jest niezmiennikiem geometrycznym tworu
A (w dziedzinie rzeczywistej).

Podobnie rzecz sie ma z iloczynami parzystej liczby spélezynnikéw B,
o nieparzystych wskaznikach 1.

Jasny jest wreszcie niezmienniczy charakter znikania ktéregokolwiek
z tych spoélezynnikéw. Niezmienniki te majs znaczenie z tego wzgledu,
ze obliczenie ich nie nastrecza zadnych trudnodei algebraicznych —
w przeciwietistwie do obliczenia samych pierwiastkéw charakterystycz-
nych.

1 Charles Sturm, matematyl francuski (1803 —1855). Wspomniane twierdzenie
ustala olementarng metode, pozwalajaca dla danego wielomianu o spélezynnikach
liczbowyeh (rzeczywistych) wyznaczyé liczbe pierwiastliow lezacych w danym
przedziale rzeczywistym.
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CWICZENTIA. 1. Obliczyé liczby % (%) i 1(%) dla wszystkich stozkowych i kwad-
ryk.
2. Obliczyé lezby & () 1 1(A) dla tworu U, danego w przestrzeni Py przez réw-
nanie: )
x3 2 2y — 2 — 2 - @yt iy 1, — 6 g+ 2F == 0.

149. Znaki pierwiastkéw charakterystycznych w przypadkach n=2 i
n=3.

Stwierdziliémy w Nr 148, ze liczby % () 1 () daja sie zawsze obliczyé.
Metoda ogélna (oparta na twierdzeniu Sturma) jest jednak doéé klopot-
liwa, totez celowe jest podanie prostszych metod dla przypadkéw
n=2 1 n=3, praktycznie najwazniejszych.

Dla n=2 wielomian charakterystyczny ma postaé

J2—B,- 2+ B,,
przy czym
Bi=x+2, 1 By=2;-1,

gdzie 4, 7, sa jego pierwiastkami. Niezmiennikiem jest znak spol-
czynnika B, Dla B,>0 oba pierwiastki majg znaki zgodne, wiec
E(A)=l(A)=2, za$ dla B,<0 jest k(A)=2 i [(A)=0. Wreszcie dla B,=0
mamy k(U)=110(¥A)=1, jedli B,==0; natomiast & (X)=1(A)=0, jesli B,=0.

Dla n=3 wielomian charakterystyczny ma postaé

—#4B,- 22— By A+ By= (1~ 12) (Ag—2) - (23— 1),
przy czym
By=Mh+2A+2s, By=hi2Agt2y-Ag+Ay- 2y, By=2i- Ao A

Niezmiennikiem jest znak spélezynnika B, oraz iloczynu B, B,.

Niezmienniczy charakter ma réwniez znikanie ktéregokolwiek ze spél-

czynnikéw B,, B,, B,.
Mozemy zalozy¢, ze

I Ay =

Okazemy, ze na to, by wszystkie liczby A1y Ay, Ay mialy jednakowy
znak, potrzeba i wystarcza, by obie liczby B, i B, B; byly dodatnie.
Warunek jest oezywidcie konieczny, a wiec pozostaje stwierdzié jego
dostatecznosé, czyli okazad, ze przypuszezenie nieréwnosei
B,>0, B;-B;>0, 2,<0< 1,

doprowadza do sprzecznosei.
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Ot6z z mnieréwnofci tych wynika, ze —A3>01i B,-2;<0, co wobec
(14) . —2+B 22— B, A+ By=0

daje B,-2}+B3;<<0, skad wobec B;.-B,>0 wynika, e obie liczby B,
i By sa ujemne. Réwnanie (14) nie mogloby byé wéwezas spelnione przez
liczbe dodatnia A,.

Otrzymany wynik mozemy wypowiedzie¢ w postaci twierdzenia
nastepujacego:

Twierdzenie. Wielomian A3*—B;-A2+B,-A—B, o pierwiastbach rze-
czywistych ma wszystkie pierwiastki jednego znaku wiedy 1 tylko wiedy,
gdy zaréwno By, jak B, - B, jest dodatnie.

Jeieli wige By>0 i B,.By>0, to wszystkie pierwiastki wielomianu
charakterystycznego maja jednakowy znak, skad EQ)=1(A)=3. Jezeli
B30, lecz co najmniej jedna z liczb B, i B,- B, nie jest dodatnia, to
dwa pierwiastki maja jeden znak, zag trzeci ma znak przeciwny, skad
E()=311(A)=1.

dJezeli By==0 1 B,<0, to 4<0=2,<Ay, skad k(A)=2 i 1(A)=0.

Jedli B;=01 B,>0, to jeden z pierwiastkéw jest zerem, a pozostale
majg jednakowy znak, skad & (N)=1(A)=2.

Jezeli By=B,=0, lecz B;=0, to jeden tylko z pierwiastkéw jest
rézny od zera, czyli & (X)==1(A)=1.

Jefli wreszcie By=DB,=B,=0, to wszystkie pierwiastki znikaja,
czyli k(A)=1(A)=0.

CWICZENIA. 1. Obliezyé liczby & () i 2() dla tworn 9, danego w przestrzeni
B, przez réwnanie:
23 — %y~ g+ By — 3y By — 623+ By + g — By w5 — 2F -+ By - 2y~ 222 =0,
2. Obliezy¢ liczby k(N) i 1(A) dla tworu 9, danego w przestrzeni P, przez réw-
nanie:
@ — 20y 20y + 4t By — 3 +- 62, g — 20y - g+ 3§ — 8wy - 2+ 42T =0,

150. Wielomian pseudocharakterystyezny. Weréd grupy wszystkich
przeksztatcen izometrycznych przestrzeni P, na siebie wyrézniamy
podgrupe, zlozong z tzw. obrotéw dokola pocaqthu ukladu czyli izometrii,
przy ktérych punkt {1, 0, ..., 0} przechodzi na siebie.

Jasne jest, ze izometrie te sg identyczne z przeksztalceniami postaci
f@e @y ..o w)={a,, @, ..., 2,}, gdzie miedzsy spélrzednymi =z, i z|
zachodzy zaleznodei:

L 1 Ll .
L= 00 By 0y 18 A0 0w, dlat=0,1,..., 0,
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gdZie a0,0=l3 “o,i=“i,o:0 dla 1215 2: ey @ (a’i,j) (’L’ j:l, 2: ey ’IL)
jest macierzg ortogonalng. Zauwazmy jednak, ze wéwczas réwniez
macierz (@, ;) (4, 7=0, 1, ..., n) jest ortogonalna, a wiec

a, . a =0 da

01" O ;=0 2,j=0,1,..., n.

M=

(15)

i

n
Po tym przeksztatceniu twér U o réwnaniu D' A4, ,-x,-2,=0 przejdzie
1 1=0
n
2 P . 1 1 U 1. .
na twér A’ o réwnaniu . A; -z, -2;=0, gdzie
7,j=0

n
(16) A;.'j= ZAk,{'“k,i'“z,j dla ¢,=0,1,...,n.
E=0

Zaleznogei (15) i (16) réznig sie od zaleznogei (11) i (12) jedynie rozeiag-
nigciem zakresu zmienno$ci wskaznikéw na liezby 0, 1, ..., n (zamiast na
liczby 1, 2, ..., ») lub — co na jedno wychodzi — przejsciem do wymiaru
o jeden wyzszego. Stosujac do tak podwyzszonego wymiaru twierdzenie
z Nr 148 otrzymujemy nastepujace

Twierdzenie. Z zaleznodei (15) 1 (16) wynika identycznosé wielomiandw:

W(A)=|4,,—46]|(i,j=0,1,...,n) i W (A)=|d4;,—A8 |(i,5=0,1,...,n).

A wige wielomian W (A)=|4; ;—16}|(3, j=0, 1, ..., n) jest niezmienni-
kiem obrotéw dokola poczatku ukladu.

Wielomian ten nazywaé bedziemy pseudocharakterystycznym dla

réwnania Z A, xp1=0.
=0

W razie gdy wszystkie spétezynnniki 4,, s rzeczywiste, wszystkie
jego pierwiastki (na mocy twierdzenia z Nr 147) sa rzeczywiste.

Podobnie jak wielomian charakterystyczny, wielomian pseudocharak-
terystyczny nie jest przez twér I wyznaczony, lecz wkiad jego pier-
wiastkéw jest przez A wyznaczony z dokladnodeia do proporcjonalnode.
Pierwiastki te bedziemy nazywali krétko pseudocharakterystycenyms.

Z ostatniego twierdzenia wynika

Wniosek 1. Uklad pierwiastkéw wielomianu pseudocharakterystycanego
jest miezmiennikiem obrotéw dokota poczathu wkladu.

Zalézmy w szezegblnoel, ze poczatek ukladu {1,0, ..., 0} jest grod-
kiem tworu A. A wiee spéhrzedne jego spelniaja uklad réwnai:

icm

[Nr 151] Postaé kanoniezna réwnania drugiego stopnia 379
n
(17) D Ae=0 dla j=12,..., n.
=0

Wynika stad, ze

(18) Ao,i—:Ai,O:O dla: j= 1,2, ey 1y

a wige réwnanie tworu ma postad

(19) Aoo a2+ > Ay -x; =0,

Lj=1

Niech teraz c={cy, ¢,, ..., ¢,}, gdzie ¢;=1, bedzie jakimkolwiek innym
frodkiem wiadeiwym tworu A. Przesuniecie ¢(p)=p", gdzie

it Ll W .
:L():m(], xi:xi'—ci'm() d]& 'L'=1, 2, ceey n

jest izometris, przy ktérej punkt {1,0,...,0} przejdzie na punkt e.
Twér A o réwnaniu (19) przejdzie na twér A” o réwnaniu

Ao+ Z Az‘,j'(x?_ci'wZ)‘(m;_cj'm;):O:
£, =1
ktére ze wzgledu na (17) nie rézni sie od réwnania (19). Stad i z uwagi
na ostatnie twierdzenie wynika nastgpujacy

Whniosek 2. Uklad pierwiastkéw pseudocharakterystycenych réwnanic
tworw w ukladzie prostokainym, ktérego poczqtkiem jest Srodek wiladciwy
tworu, mie zalezy od tego, ktéry ze srodkéw wilasciwych tworw zostal obrany
2 poczatek wkladu spolrzednych.

Ulktac pierwiastkéw pseudocharakterystycznych réwnania w ukladzie
prostokatnym, ktérego poczatkiem jest $rodek wiadciwy tworu, jest
przez twor wyznaczony z dokladnoscia do proporcjonalnogei; nazywaé go
bedziemy wukladem pierwiastkéw pseudocharakterystycznych tworu (maja-
cego frodek wladciwy).

CWICZENTA. 1. Pokazaé na przykladzie, 7o uklad pierwiastkéw pseudocha-
rakterystycznych nie jest niezmiennikiem przesunieé.

2. Obliczyé pierwiastki pseudocharakterystyczne dla paraboloidy hiperbolicznej,
ktérej wierzcholek (w sensie z Nr 78) lezy w poczatku ukiadu spéirzednych.

151. Postaé kanoniczna réwnania drugiego stopnia (twierdzenie o
n
redukeji). Jezeli w réwnaniu kwadratowym Z 4, ;-2;-2,=0 (odniesionym
4,5=0 )
do pewnego prosto- lub ukog¢nokatnego ukladu spélrzednych) wszystkie
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spélezynniki 4,; dla i=j znikaja, to méwimy, ze réwnanie ma postaé
kanonicang plerwszego rodzaju.

Poniewaz role zmiennych y, 2o, ..., %, sa jednakowe, wige nie zmniej-
szajac ogblnodci, przyjaé mozemy, ze spélezynniki A;=4,;; przy zmien-
nych z?,23,...,} sa nie rosnace co do bezwzglednej wartosei. Istnieje
zatem liezba catkowita & taka, 7e O0=k=n i ze A;==0 dla 1=i=f,
natomiast 4,=0 dla i>k. Postaé kanoniczna pierwszego rodzaju daje

sie wiec napisaé jak nastepuje:

k
(20) > A;-2?=0, gdzie 4,40 dla i=1,2,..., L.

i=u

Taks, postaé mialty réwnania elipsy z Nr 66, hiperboli z Nr 67, eli-
psoidy z Nt 74, obu hiperboloid z Nr 75 i 76, jak réwniez walca elipty-
cznego i hiperbolicznego oraz stozka z Nr 73.

Natomiast o réwnaniu Z A ;-2 2,=0 méwimy, ze ma postaé kanoni-
czng drugiego rodzaju, je%lio dla pewnego 4,%0 spélezynnik 4, , =4, ,
jest rézny od zera, natomiast znikaja spétezynniki A4y, 4y
wszystkie spélezynniki 4, ;, gdzie i==j, w ktérych para (i,j) r6zni si¢ od
par (0, 35) i (iy, 0). Zmieniajac ewentualnie numeracje spétrzednych, przy-
jaé mozemy, ze i,=n, dzielac za§ réwnanie przez liczbe Ao’io, mozemy
zalozyé, ze jest ona réwna 1. Wynika stad, ze istnieje liczba catkowita
0=k<n taka, 7e postaé kanoniczna drugiego rodzaju wyraza sie wzorem:

oraz

k
(21) DA i 2wy 2, =0, gdzie A, 40 dla i=12,....k

=1

Taks postaé miaty réwnania paraboli z Nr 65, walca parabolicznego
z Nr 73 oraz obu paraboloid z Nr 771 78.

Zajmiemy sie teraz tzw. twierdzeniem o redukcji réwnania kwadrato-
wego, ktére stanowi podstawe klasyfikacji tworéw drugiego stopnia.

Twierdzenie o redukeji. Dia kazdego tworw w przestrzeni W, okreslonego
n

przez réwnanie postaci Z A, jou;-2=0, istnieje przeksztatcenie afiniczne f,
1, j=0

preeksztalcajace go na twor okreslony przez réunanie, majace postaé kanoni-

cang, przy czym postad to jest pierwszego rodzaju, jezeli twér ma co najmnie]

jeden $rodek wilasciwy, drugiego za$ rodzaju, jesli twér srodkéw wladciwych

nie posiada.

icm
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Jeieli twor jest rzeczywisty (tj. jezeli wszystkie spélezynniki A, ; 58
liczbami rzeczywistymi), fo za przekszialcenie f moina 2awsze wzial pewng
1zometrie rzeczywisty.

Interpretujac przeksztatcenie afiniczne jako zmiane ukladu spélrzed-
nych na inny uklad spétrzednych (na ogél ukognokatnych), a izometrig
jako zmiane ukiadu spélrzednych prostokatnych na inny uklad spétrzed-
nych prostokatnych, mozemy twierdzenie to sformutowaé w nastepujacy
sposéb:

Dla katdego tworw okreslonego w B, przez réwnanie Z A; 2 2=0

. v 4 ihi:ﬂ
istnieje (na ogdl ukodnokainy) uklad spélrzednych U, w ktérym réumanie

+ tworw ma postad kanoniczng: pierwszego rodzaju, jezeli twor ma przynajmmnie;

jeden drodel wlasciwy, drugiego za$ — w preypadlew przeciwnym.

Jeieli twor jest rzeczywisty, to uklad U znaleziony byé moze zawsze
wdréd wkladdw prostokatnych rzeczywistych.

Dowéd tego twierdzenia podany bedzie w Nr 152.

Uwaga 1. Jasne jest, Zze twor okrvelony (w dowolnym ukoénokstnym
ukladzie spélrzednych) przez réwnanie (20) ma §rodek w {1,0, ..., 0},

okreélony za$ przez réwnanie (21) — érodka wlasciwego nie ma, gdyz pierw-
n

sze z réwnan ZA“-czzo okreflajacych §rodek (podanych w Nr 139)
i=0

przybiera postaé¢ z,=0. A wigec oba przypadki wyréznione w tezie

twierdzenia nawzajem sie wylaczajg,.

Uuwage 2. Jezeli w drugie] czedci twierdzenia o redukeji (dotyczacej
istnienia izometrii f) pominiemy zalozenie rzeczywistosei spélezynnikéw
4, to przestanie ona by¢ prawdziwa nawet gdy nie bedzie si¢ zadaé
raeczywistoscs izometrii f. Istotnie, wezmy pod uwage w plaszezyznie T,
twér okreslony przez réwnanie

@3 (1) 22 -2y 2+ (14-4) - 23=0.

Twér ten jest rozmaitoscia majace jedyny §rodek w punkeie {1, 0, 0}.
ddyby izometria f(x, zy, 2,)={2), ¥, z,} przeksztalcala ten twér na
twér o réwnaniu postaci (20), to przy niej punkt {1, 0, 0} przej$é by
musial na siebie, a wige izometria f wyrazalaby sie przez wzory postaci

t i ! ' 1
==X, Xy==Cy 1% 0o Ty; To=0y 1%, Tl 0%y,

11 Qe
(oy Qo2

gdzie macierz
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jest ortogonalna. Wynika stad, e @y1=¢-yp 1 Ggp=—¢04,, gdzie ¢
oznacza 1 lub —1. Twér przeksztalcony ma wigc réwnanie ‘

x:ﬁ—%(l—i) : (“1,1'“5'1 +atq 0 '95;)2‘|‘2 e (@1 x'l +ay, x;) (e x1;a1,1 : x’z)+
A (144) - (ay, g —011,1-,)*=0.

. . S b
Aby réwnanie to mialo posta¢ kanoniczng, spélezynnik przy w, -z,
powinien znikaé, czyli

(I—)-ay @y ote- (0, 03, ) —(1+1)@1,1°0,,,=0,
skad —2i-e-ay;-ayp+a] ,—0f =0,

czyli (ayo—i-£-a;)?=0. Wige ayo—i-2-0;,=0, skad a} ,+a} =0,
whrew ortogonalnosci macierzy (a, ;) (2, 7=1, 2).

Przypuszezenie, ze twér jest izometryczny z tworem okreslonym przez
réwnanie o postaci kanonicznej, prowadzi wiee do sprzecznosci.

GWICZENIA. 1. Znalesé kierunki gléwne dla tworu okreslonego przez réw-
nanie, majace postaé kanoniczng pierwszego, jako tez drugiego rodzaju.

2. Jakie warunki musza spehiaé¢ spélezynniki réwnania o postaci kanonicznej
(pierwszego, jako tez drugiego rodzaju), aby twoér okreSlony przez to réwnanie
byt rozmaitoseia,?

152. Sprowadzenie réwnania kwadratowego do postaci kanenicznej
(dowdd twierdzenia o redukeji). Zalézmy najpierw, ze twér A okreslony
n

w przestrzeni 8, przez réwnanie Z 4,;;%;-%;=0, ma przynajmniej
7,j=0 ~

jeden $rodek wladciwy c={cy, ¢y, ..., ¢,}. W mydl twierdzenia z Nr 139
jest wéwezas

n .
(22) D A;e=0 da j=12,..., %

i={

W przypadku, gdy spélezynniki sa rzeczywiste, §rodek ¢ moze byé
znaleziony wdréd punktéw rzeczywistych, poniewaz uklad réwnan
liniowych charakteryzujacych $rodek jest z zalozenia niesprzeczny,
a spolezynniki jego sa rzeczywiste. Przenoszac do ¢ poczatek ukladu
spélrzednych (przez przesuniecie), sprowadzamy przypadek ogélny do
przypadku, gdy ¢={1, 0, ..., 0}. Z réwnan (22) wynika wéwezas ré6wnosé
Ay ;=4;,=0 dla j=1,2,...,n. A wiec réwnanie tworu ma postaé
Aggw2+ D A, -z,2,=0, co w przypadku n=1 jest zadana postacia

i,j=1
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kanoniczng. W dalszym ciggu bedziemy wige zakladaé, ze n>>1 oraz ze

twierdzenie o redukeji jest prawdziwe w przestrzeniach o wymiarze<<n.
Jezeli wszystkie spélezynniki 4, sa rzeczywiste, to w mysl wniosku

z Nr 147 istnieje dla I kierunek gléwny rzeczywisty b={0,by,...,b,}.

W tym przypfbdku obierzmy uklad spéhzednych U’ rzeczywisty

i prostokatny z, %), ..., ®, o niezmienionym poczatku e, taki, by of

#, miala kierunek b. Niech réwnanie tworu 9 ma w tym uktadzie postaé
N

> A w; 2, =0. Wowezas

1,j=0

'

Ao,u‘=A‘lf,0=O dla j=1,2,...,n,

gdyz frodek tworu pozostal w poczatku ukladu spéhrzednych. Biorge
dalej pod uwage, ze kierunek {0,0,...,0, 1} jest gltéwny, manmy

4, =4;,=0 dlaj=0,1,..., n—1

bl
a wige réwnanie tworu ma postaé:
n—1

(23) A:;.u a"oz + Z Az,Jx: '%"‘"A’ ‘7,2 =0.

n,n n

T N =

Jezeli nie wszystkie spélezynniki sg rzeczywiste, to obieramy dowolny
kierunek rzeczywisty b nie asymptotyczny, tj. taki, by >0 A, yob-b0;

) ‘ ij=1
w mysl lematu 1 z Nr 128, kierunek taki zawsze istnieje. Hiper-

plaszezyzna drednicowa §) sprzezona z kierunkiem b przechodzi przez
srodek ¢, lecz nie przechodzi przez b, a wiec mozemy znalesé taki
uklad U’ spélrzednych z, ., ..., %, o niezmienionym poczatku ¢, by
o z, miala kierunek b, a pozostale osie lezaty w hiperplaszezyznie .

n
. 2 . ' N , ' ' U
Niech réwnanie tworu A ma w tym ukladzie postad 2 AL g a=0.
0,J=0
Wobec zalozenia co do §rodka, jest whedy 4, ;=A', )=0 dla j=1,2, ..., 2.
Poza tym, hiperplaszczyzna $rednicowa sprzezona z kierunkiem osi Z,
ma réwnanie

P PR

J=0 \i=0

czyli > A4, ;-a;=0, a poniewaz jest ona identyczna z hiperplaszezyzna,
=0

oréwnaniu z,=0, zatem A, ;=4 ,=0 dla j=1, 2, ..., (n—1). I w tym

wige przypadku réwnanie tworu % ma w ukladzie U’ réwnanie postaci

(23).

!
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Jezeli réwnanie
n—1 , , ,

(24 4,008+ 3 Ay =0

. 4,7=1
jest tozsamodciy, to réwnanie (23) ma postaé kanoniczng. Jezeli zad
(24) nie jest toisamoscia, to okreéla w przestrzeni §,—; pewien twér A
majacy $rodek w punkcie ¢={1,0, ..., 0}, przy czym jesli spétczynniki
A,; byly rzeczywiste, to rzeczywiste sa réwniez i spélezynniki A .
Wobec zalozenia indukeyjnego mozemy w przestrzeni 8, znalezd taki
uklad spélrzednych ukoénokatny (ktéry w przypadku rzeczywistych
tworéw przyjaé mozemy za rzeczywisty prostokatny) o poczatku c, ze po
przejéciu do tego ukladu twér A’ bedzie miat réwnanie postaci kanoni-
cznej pierwszego rodzaju. Niech przejécie do tych nowych spélrzednych
w przestrzeni §,_; wyznaczajg wzory:

1 = #* # .
Ty=0 0Ty F 1B A ey T,y dlai=1,2, ... n—1.

A wiec podstawienie tych wzoréw do rc’)wnania (24) nadaje mu postad
kanoniczng pierwszego rodzaju. Biorac z,=z,, otrzymamy lacznie ze
wzorami (25) wzory na zmiane spélrzednych w przestrzeni I, (na ogé! na
ukoénokatne, za gdy twér byl rzeczywisty —na prostokatne rzeczywiste),
po ktérej réwnanie (23) przyjmie postaé kanoniczng pierwszego rodzaju.
W ten sposéb dowéd twierdzenia, w przaypadku gdy twér ma co najmniej
jeden grodek wlasciwy, zostal zakonezony.

Przejdzmy teraz do przypadku, gdy twér A &rodka wlasciwego nie

ma. Réwnanie tworu mozemy wéwezas napisaé¢ w postaci

n
x,)+ Z A; s x=0.

7,j=1

(26)  xo-(doo 2o t+2410-214...+24,

Jezeli nie wszystkie 4,;, gdzie ¢,7=1,2, ..
20 Aye=0 okredla w T, pewien twér ¥, o drodku {1, 0, ..., 0.
fj=1
A wige, w myél zatatwionego juz przypadku twierdzenia o redukeji,
przez odpowiednis zmiang uktadu spéhrzednych (na ukognokatny w przy-
padku ogélnym, zas na prostokatny rzeczywisty w przypadku, gdy twér

.m, znikaja, to réwnanie

jest rzeczywisty) mozemy osiagnaé, ze wyrazenie Z A -2, x; preyjmie
n fy=1
, t
postaé >’ 4.z
=1

numeracje spéirzednych), ze dla pewnego wskaznika %', gdzie 0 <k’ =n,

przy czym mozemy zalozyé (zmieniajac ewentualnie

icm
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jest 4,=0dla 1=k, zag 4,0 dla i >k". Przy omawianej zmianie spélrzed-
nych wyrazenie

%y (AO,0 -x0+2A1}0-931—|-. . .,—]~2An’0 )

przejdzie na wyrazenie postaci

x’(] ' ('BO'Z;)+B1'x11+‘ +B,-z),

tak Ze w rezultacie réwnanie (26) przybierze ksztalt:

gy B BesBusito 4Bd) £ D) dpsii,
=k'+1
gdzie 4,50 dla i=k'+1,...,n

W przypadku, gdy wszystkie 4, ; dla 4, j=1, 2, ..., n znikaja, réwnanie
(26) ma od razu postaé (27) (przy k'=n), tak 7e w kazdym razie mozemy
réwnaniu tworu U nadaé postaé (27).

Przez podstawienie

z,=x; dlai=0,1,..., ¥, @, =] —— m'o'
Z

bedace przesunieciem uktadu spélrzednych, a wiec izometrig (rzeczywi-

sta, jezeli spélezynniki A, ;, a wiee i 4; i B, sg rzeczywiste), nadamy

réwnaniu (27) postaéd

dla i=%k'+1,...,n

24y, T 24

n
-+ Z Ai'x’ilz—xg'(Bk:.;.l'x'i, A4 an:l’)_f_x’o'z(

=k'41

)+B ’+...+Bn-w:]+

B, B2 )
4A}L1_1_1 ’

co daje sie réwniez napisaé w postaci
n
(28) @ -(B,-a)+B, a4 ... B a)+ > A=
i=k'+1

Poniewaz twér I nie ma érodka whasciwego,
spélezynniki By, B,, ...

B;) ‘mg*i'le,I’—{— . .+Bkr'w’}:r:0

wiec nie wszystkie
, B, znikaja; zatem jest wige &'>0. Réwnanie:

okreéla wiee w P, pewns (k—I1)-wymiarows hiperplaszczyzne; @0.
w praestrzem 9, mozemy znaleié taki ukiad spéhrzednych =, «;, ..., z;,
gdzie w, _x (na ogdt ukosnokaﬁny, lecz prostokatny i rzeczymsty
w przypadku, gdy spélezynniki By, By, ..., B, sa rzeczywiste), ze
po przejéciu do niego réwnanie hiperplaszezyzny 9, przyjmie postaé

25 K. Borsuk. Geometria analityczna
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2B-x;=0, gdzie B=0. Biorac dale] a;=a] dla i>¥, otrzymamy uklad
spéhrzednych w przestrzeni P, (ukosnokatny w przypadku ogélgym,
prostokatny rzeczywisty w przypadku, gdy twor .b)fl rzeczywisty),
w ktérym réwnanie (28), po podzieleniu przez B, przyjmie postaé:

n
R R
i=k+1
czyli postaé kanoniczng drugiego rodzaju. Kladac k=n—k’ i odpo-
wiednio zmieniajac numeracje spolrzednych mozemy nadaé mu postaé
réwnania (21).

CWICZENIA. 1. Sprowadzié do postaci kanonieznej réwnanie (w $,):
3 -+ 2wy - 1y — 4y Wy (14-4) - 2§ + 2y @+ (1 —1i)-23=0.
2. Sprowadzié do postaci kanonicznej réwnanie (w Ps):
4203 4 9y 1y — 2y Ty TS — 8ty @y 03 H-af=0.

153. Wnioski z twierdzenia o redukeji. Dla obu postaci kanonicznych
rzad macierzy malego wyréznika, czyli pierwszy wskaZnik afiniczny,
wprowadzony w Nr 136, jest réwny liczbie réZnych od zera sposréd
spélezynnikéw przy 22, 22, ..., ¢2, zas spélezynniki te sa identyczne z pier-
wiastkami wielomianu charakterystycznego V(A). Jezeli twér U jest
rzeczywisty, to w mysl twierdzenia o redukeji, istnieje izometria (rzeczy-
wista) przeksztatcajaea ¥ na twor, ktérego réwnanie ma postaé kanoni-
czng. Poniewaz przy izometrii wielomian ¥ (1) nie ulega zmianie (z uwagi
na Nr 148), wigc w tym przypadku liczba £(2) jego pierwiastkéw
réinych od zera (wedlug oznaczenia z Nr 148) jest réwna pierwszemu
wskaznikowi afinicznemu tworu 2. Mamy wiec

Wniosek 1. Dla tworu rzeczywistego U o réwnaniu Z Aoz 2=0
4,j=0
pierwszy wskainik afiniczny jest réwny liczbie k(N) pierwiastkéw wie-
lomianu charakterystycenego V(1) réénych od zera.
Wobec niezmienniczodei afinicznej pierwszego wskaZnika afinicznego

(Nr 136) wynika stad

Wniosek 2. Dla tworu rzeczywistego o réwnaniu Y. A, ;-,-5,=0 liczba
7,j=0
k(N jest niezmiennikiem przekszialcer afinicanych réeczywistych.
Zauwazmy dalej, ze dla réwnania o postaci kanonicznej pierwszego
rodzaju rzad macierzy wielkiego wyréznika, czyli pierwszy wskaznik
rzutowy K () tworu A (okrveslony w Nr 134), jest réwny liczbie
réinych od zera spétezynnikéw przy 2,22, ..., z2. Stad wynika
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Whiosek 3. Dia tworu ¥ o réwnaniu 1A, wpom=0, majgcego co
. - - 3 3 - i’j=0
naymmey‘yeden ém?ek wlasciwy, pierwszy wskatnik rzutowy jest réwny
wbol ?uz@kszy od pierwszego wskatnika afinicznego. Pierwsza ewentualnodd
zachodzi, gdy Srodek ley ma tworze, druga zas, gdy lezy on poza tworem.

Natomiast dla réwnania o postaci kanoniczne; drugiego rodzaju rzad
macierzy wielkiego wyréznika jest zawsze o 2 wigkszy od rzedu macierzy
matego wyréznika. Stad wynika

n
Wniosek 4. Dlo tworu o réwnaniu 204, 5w 2=0, nie majacego
. . . 1:_,].=0
drodka wlasciwego, pierwszy wskatnik reutowy jest zawsze o 2 wiekszy od
pierwszego wskainika afinicznego.

Zauwazmy, ze przeksztalcenie rzutowe rzeczywiste, okreslone przez
WZOry
' t r U ! »
To=,+2, ¥y=r—2, w=v, dai=23,...,n,

przeksztalea twér o réwnaniu kanonicznym drugiego rodzaju

n
2z 2+ > A;-x2=0
=9

na twér o réwnaniu kanonicznym pierwszego rodzaju
n
. ! 2 t 2 . U 2—
2,7 —2a 2 > A, x;2=0.
=3

Wynika stad na mocy twierdzenia o redukeji nastepujacy
Whiosek 5. Dia kaidego tworu A, okreslonego w P, preez réwnanie

n

DA, mp =0, istnieje takie przeksataloenie rautowe @, ze p(A) ma
5,4=0
réwnanie kanoniczne pierwszego rodeaju. Jeieli przy tym twér A jest
reeczywisty, to preekszialcenie @ o tej wlasnosci istnieje wiréd preeksztalcen
rzeczywistych.

Wynika stad, ze kazdy twor stopnia =<2 daje si¢ rzutowo przeksztaleié
k
na twér A’ o réwnaniu ' A, x?=0, gdzie 4,40 dla i=0,1, ..., k.

1=0

Oznaczajae dla 4==0, 1, ...,k przez a; liczbe (na ogét zespolona) taks,

o, 1 N , .
Ze af=-r 1 przyjmujae a;=1 dla >k, stwierdzamy natychmiast, ze
2
przeksztalcenie rzutowe, okreslone przez wzory #; =a, -2, dlai=0,1, ..., n,
k
przeksztatea twér A’ na twér o réwnaniu ) 22=0. Stad nastepujacy

Z=0


pem


388 ROZDZIAL XVIIL. Podstawy klasyfikacji tworéw drugiego stopnia

Whniosek 6. Kasdy twér U stopnia =2 w przestrzens P, daje sie prze-
Fksztalcié rzutowo ma twér okreslony przez réwnanie

k
> #?=0, gdeie k=K (%)—
W plaszezyznie 3, réwnanie kanoniczne pierwszego rodzaju ma postaé:
Ao-xg-}-Al-zuf—}—Az-wg:O.

Jezeli twor jest rozmaitoscia, to spélezynniki A, 4, 4, sa wszystkie

rézne od zera. Jeli sg one liczhami rzeczywistymi, to zaleznie od tego
4 ‘ . .o

czy liczby ‘—4—1i %3 sg obie ujemne, czy sa réinych znakéw, czy tei obie

0 0
dodatnie, réwnanie okreéla elipse, hiperbole lub krzyws bez punktéw

rzeczywistych. Mamy wiec nastepujacy
Wniosek 7. Kozda krzywae rzeczywiste drugiego stopmia w Py, majaca
drodek i bedgea rozmaitosciq, jest badé elipsq, bad? hiperbolg, badé nie ma
punktdw rzeczywistych.
Natomiast réwnanie kanoniczne drugiego rodzaju w %, ma postaé
Ay 23422 2,=0.

Jezeli twor jest rozmaitodcia rzeczywista, to spélezynnik A; jest
liczbg, rzeczywists réing od zera, a wéwezas réwnanie okresla parabole.
Mamy wigc nastepujacy

Wniosek 8. Kaida krzywa rzeczywista dmgzego stopnia w Py, bedaca
rozmaitosciq bez $rodka wilasciwego, jest paraboly.

Wnioski 71 8 lqcznié daja nastepujacy

Wniosek 9. Jedynymi rozmaitosciami rzeczywistymi diugiego stopmic
w Py, majacyms punkty rzeczywiste, sq stozkowe.

W przestrzeni P, réwnanie kanoniczne pierwszego rodzaju ma postaé

A3 +A; 23+ Ayl +Ay-27=0.

Jezeli twor jest rozmaitoéceia, to spblezynniki 4., 4,, 4,, 45 sa wszyst-
kie rézne od zera i réwnanie mozemy napisaé w postaci

m2—|—£1‘x2—|—‘—€1—2-m2—|—é~m3=0
0 -AD 1 AO 2 A() 3 '

4, A 4,
Przedstawia ono elipsoide, jezeli wszystkie ulamki —2 3
ujemne, hiperboloide ]ednopowlokowad, jezeli jeden z nich jest dodatm

a dwa ujemne, hiperboloide dwupowlokows, jezeli dwa sg dodatnie, a

icm
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jeden ujemny, wreszcie zbiér bez punktéw rzeczywistych, jezeli wszystlkie
one sa dodatnie. Wynika stad nastepujacy
Wniosek 10. Kazda powierzchnia rzeczywista drugiego stopmia w Ps,
majgca $rodel wlasciwy i bedqca rozmaitodciq, jest badi elipsoidg, badé
hiperboloidg, jedmo- lub dwupowlokowy, badz nie ma punlktéw rzeczywistych.
Réwnanie kanoniczne drugiego rodzaju w P; ma postaé

Ay a2 4-A,y- 22422y 2,=0.

Jezeli okresla ono rozmaitodé rzeczywista, to spétezynniki 4, i 4, sa
rzeczywiste i rézne od zera. Zaleznie od tego czy sa one jednego znaku,
czy znak6éw przeciwnych, twér jest paraboloids eliptyezng Iub hiper-
boliczng. A wiee mamy

Wniosek 11. Kazda rozmaitosé rzeczywista drugiego stopmia w P,
nie majaca Srodka wlasciwego, jest paraboloidy eliptyczng lub hiperboliceng.

Wnrioski 10 i 11 lacanie dajg nastepujacy

Wniosek 12. Jedynymi rozmaitosciams rzeczywistymi drugiego stopnic
w Py, majgcymi punkty rzeczywiste, sq kwadryks.

Jezeli pierwszy wskaznik rzutowy (ezyli rzad macierzy wielkiego wy-
r6znika) jest =2, to réwnanie kanoniczne pierwszego rodzaju ma postaé
Ag-axl4-A,-22=0, gdzie A4,=0, Iub postaé 4,-22+4,-22=0. W pierw-
8ZyI przypadku twér jest ukladem dwdéch roznych lnperplaszczyzn
réwnoleglych lub tez redukuje sie (gdy wskaznik rzutowy jest jedynka)
do hiperplaszezyzny niewlasciwej, w drugim zas§ przypadku twér jest
ukladem dwoéch przecinajacych sie hiperplaszezyzn wihdciwych, ktére
sie pokrywaja (gdy wskaznik rzutowy jest jedynka).

Natomiast réwnanie kanoniczne drugiego rodzaju ma postaé 2z,-2, =0,
a wiee twor sklada sie z hiperplaszezyzny wiasciwej i niewladciwej.
Stad i z uwagi na wnioski 6 i 7 z Nr 134 otrzymujemy

‘Whniosek 13. Aby réwnanie Z A, ;-x-2,=0 przedstawialo uklad dwéch
1,j=0
hiperplaszczyzn, potrzeba + wystarcza, by pierwszy wskaimik rzutowy
byl =2. Hiperplaszczyzny te pokrywajq sie wiedy i tylko wiedy, gdy pierwszy
wskagnik rzutowy jest jedynkq.

Wniosek 14. Aby twér A o réwnaniv Z A, ;-2;-2,==0 byl hiperplasz-
1,7=0
czyang, potrzeba ¢ wystarcza, by K (A)=1.
W myél twierdzenia o redukeji, kazda rozmaito$é rzeczywista drugiego
stopnia w przestrzeni P,, majaca Srodek wladciwy, jest izometryczna
z tworem rzeczywistym 2, o réwnaniu
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DA k=0, gdzie 4,40 dlai=0,1,2,...,n.
=0
0§ #; (dla i=1,2,...,n) czyli prosta wyznaczona przez punkty
{83, 0%,..., 89} i {8],06:,..., 6} przecina ¥, w punktach wiagciwych

se={a, 80, 60, ..., 8} i &,={—a, 65,0, ..., 8}, gdzie ?:—%,

t

Hiperplaszezyzna érednicowa, sprzezona z kierunkiem éred::)u'cy
(s;;8;), jest hiperplaszczyzng o réwnaniu z,=0. Jest ona prostopadia do
$rednicy (s;s;) i zawiera wszystkie $rednice (s;; s;) dla j==0. A wiec
$rednice (s;; s;), gdzie i=1, 2, ... n, tworzg, uktad gtéwny (w mysl definicji
z Nr 144). Poniewaz istnienie ukladu gléwnego jest niezmiennikiem
izometrii, wiec mozemy wypowiedzieé nastepujacy

Wniosek 15. Dla kaidej rozmaitodci rzeczywistej drugiego stopmia
majgcej Srodek wlasciwy istnieje co najmniej jeden uklad gléwny Sredmic
0 kierunkach rzeczywistych.

GWICZENTA. 1. Dobraé parametr 2 tak, by réwnanie
(A7) 25416y 2, — 824" T, — 8, * 7, + 822 22 =0
okretlalo w B, dwie przecinajace sie proste.
2. Jaka krzywa okresla réwnanie z§-+ 2wy 2, — 4wy 2+ 402 — 122, - 7, — 923 =07
3. Czy istnieje taka warto$¢ parametru 4, by réwnanie
%+ 2y 2y + 4y @yt 622 22 2, 20, ~ 8w1~}zx+x§ — 2y 205+ 323 =
okreflato w P, paraboloide eliptyczna?

154. Wierzcholki paraboliczne. Jezeli twér I okreSlony jest przez
réwnanie kanoniczne pierwszego rodzaju, to poczatkiem ukladu spéhrzed-
nych jest jeden ze srodkéw whasciwych tworu (uwaga 1 z Nr 151). Ponie-
?Vai, jak okazaliémy w koricu Nr 150, réwnanie tworu nie ulegnie zmianie,
Jles’]i poczatek ukladu spéirzednych przesuniemy do dowolnego innego
Srodka tworu, wige punkty, ktére mozna wzigé za poczatek ukladu
§p6h‘zgdnych, gdy réwnanie tworu jest kanoniczne pierwszego rodzaju, sg
identyczne ze $rodkami whagciwymi tworu. By omawiane punkty scharak-
teryzowaé geometrycznie, wprowadzimy pojecie tzw. wierzcholkéw
parabolicznych.

Mianowicie, punkt p nazywamy wierzcholkiem parabolicanym tworu A

0 réwnaniu ‘ Zo 4, ;-3;-2;=0, jezeli jest on punktem wlasciwym zwyczaj-
2,]=

nym tworu ¥, a normalna w p do ¥ (tj. w mysl okredlenia z Nr 135

prosta przech(?dzazca, przez p i prostopadia do biperplaszezyzny stycznej

do ¥ w punkcie p) ma kierunek wyjatkowy.
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Jasne jest, ze dla tworu ¥, okre§lonego przez réwnanie (21), poczatek
ukladu jest wierzcholkiem parabolicznym. Istotnie, hiperplaszezyzna
styczna do ¥ w punkeie {1, 0, ..., 0} ma réwnanie 2,=0, a kierunek do
niej prostopadty {0,0,...,0,1} jest wyjatkowy. Pojecie wierzcholka
parabolicznego ma oczywifcie charakter metryczny. Zachodzi nastgpujace

Twierdzenie. Niech U bedzie tworem rzeczywistym, okreslonym w prze-

strzent P, preez réwnanie Z A, 5, 2;=0, @ niech jego pierwszy wskainik
4,7=0

afiniczny bedzie réwny m.j Jedli A ma drodek wiasciwy, to wierzchotki
parabolicene mie istniejq, jesli zas U jest tworem bez Srodka wlasciwego,
(@ wiec w szczegblnodei m<<n), to 2bibr wierachotkéw parabolicanych jest
identyczny ze zbiorem punktéw wlasciwych pewnej hiperplaszczyzny
(n—m—1)-wymiarowej wlasciwe] rzeczywiste].

Dowéd. Nadajac postaé analityczna definicji wierzehotka parabolicz-

nego {dy, dy, ..., d,}, widzimy, ze daje sig on scharakteryzowaé przez
zespll zaleznogei:
(29) Z A"L’,j.di.dj=01
#,7=0
(30) do=+0,
(31) ZAM"d,zb,- dla i=1,2,..., 7,
j=0

gdzie b={0, by, by, ..., b,} jest kierunkiem:wﬂadtkowym, czyli

k13
(32) DA;;0b=0 dai=12,.., %
J=1

 Réwnania (31) stanowia mianowicie warunek réwnowainy prostopad-
logci kierunku wyjatkowego b do hiperplaszczyznyl'étycznej w punkocie

(dos dyy ..., Ay}, & majacej réwnanie D (Z’Ail,--d, c2=0.
i=0 Vj=0

Jedli twér U ma drodek whadciwy, to w mysl twierdzenia o redukeji
mozemy zatozyé, ze réwnanie tworu ma postaé kanoniczng pierwszego
rodzaju (20), gdzie k=m. Réwnania (32) przybierajs wéwezas postac
A,-b,=0, skad b,=0 dla i=1, 2, ..., k. Poniewaz z réwnan (31) wynika,
ze b;=0 dla >k, wigc przypuszezenie, ze warunki (29)-(32) sa spelnione,
doprowadza do wniosku, ze wszystkie b; znikaja, co dla kierunku
b={0, by, ..., b,} jest niemozliwe. A wigc twér majacy Srodek wiasciwy
nie posiada wierzcholkéw parabolicznych.
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Jedli twér U nie ma érodka wladeiwego, to w mydl twierdzenia
o redukeji mozemy zalozyé, ze réwnanie jego ma postaé kanoniczng
drugiego rodzaju (21), gdzie A=m<n. Réwnania (32) okreslajace kierunki
wyjatkowe majs wéwezas postaé A;-b,=0 dla 1=1,2,..., k, skad
by=by=...=b,=0. Kierunki wyjatkowe sg wiec identyczne z kierunkami
postaci :

{0,0, .., 0, B4, ..., b},

Réwnania (31) przybieraja postaé:

4;d=0 dlai=1,2,...,k, b;=0 dla i=k+1,...,2—1, dy=b,.

A wige punkty d={dy, d,, ..., d,}, spelniajace réwnania (31), s3 identycz-
ne z punktami postaci

(Ao 0, ey 0, dgysy oy By ).

Réwnanie (29) przyhiera postaé 2d,-d,=0, co wobec (30) daje d,=0.
Zatem zbiér wierzchotkéw parabolicznych jest identyczny ze zbiorem
punktéw postaci

{@0, 0, .00, 0,dyyy onn s dy g, O},

bedacym czedcia wspdlng k-1 hiperplaszezyzn (n—1)-wymiarowych
przestrzeni €, okredlonych przez réwnania

z;=0dlai=1,2,...,k ,=0,

czyli — w myél twierdzenia z Nr 91 — biperplaszezyzng (n—k—1)-wy
miarows. W ten sposéb dowéd twierdzenia zostal zakonhczony.

Poczatek uktadu spétrzednych {1, 0, ..., 0} jest jednym z wierzcholkéw
parabolicznych tworu % o réwnaniu (21). Jesli

d={dy, dy, ..., d,}={1,0, ..., 0, dypy, ..., dyy, O}

jest jakimkolwiek innym wierzcholkiem parabolicznym tegoz tworu,
to zmiana ukladu spéhrzednych, okreslona przez Wzory:
Ty=1,, xizx}{—di-x; dla ¢=1,2, ..., n,
czyli przesunigeie poczatku ukladu do punktu d, nie wplynie na postaé
réwnania (21). Wynika stad nastepujacy
Wniosek 1. Jezeli U jest tworem rzeczywistym drugiego stopnia nie majacym
srodka wladciwego, to mozemy ofrzymad jego réwnanie w postaci kanoni-
cznej, przesuwajac poczgtek ukladu spblraednych do kidregokolwiek z jego

wierzcholkéw parabolicznych, a nastepnie dokonujgc pewnego obrotu tego
ukladu dokola poczatku spdlrzednych.
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Stad i wobec twierdzenia z Nr 150 wynika nastepujacy

Wniosek 2. Uklad pierwiasthéw pseudocharakterystycznych réwnania
tworu rzeczywistego drugiego stopnia bez $rodka wladciwego w wkladzie
prostokatnym, kibrego pocagikiem jest wierzcholek paraboliczny  twory,
nie 2aledy od tego, ktbry wierzcholel paraboliczny zostal weiety za pocagiek
uktadw spdlrzednych.

Uklad tych pierwiastkéw jest przez twoér wyznaczony z dokladnoscis,
do proporcjonalnodei; nazywaé go bedziemy wkiadem pierwiastkéw
pseudocharalterystycznych dlo tworw bez srodka wlasciwego.

Uwaga. Znalezienie wierzchotka parabolicznego sprowadza si¢ do
rozwigzania ukladu, ziozonego z réwnan liniowych (31), (32) i réwnania
kwadratowego (29), przy uwzglednieniu nieréwnoci (30). Z ostatniego
twierdzenia wiemy, ze dla tworu rzeczywistego drugiego stopnia bez
érodka wiadciwego uklad ten ma rozwiazania rzeczywiste. Znalezienie
takiego rozwigzania nie sprawia zadnych trudnosci algebraicznych. Tym
samym zadnych trudnosci algebraicznych nie sprawia znalezienie wielo-
mianu pseudocharakterystycznego réwnania danego tworu w ukladzie
spélrzednych, ktérego poczatkiem jest wierzcholek paraboliczny.

CWICZENIA. 1. Znale#6 wierzcholek paraboliczny krzywej, okreflonej w pla-
szezyinie P, przez réwnanie
4 By @y + 2wy 0y — d? — 4y 3, —22=0.
2. Znelefé wierzcholek paraboliczny tworu, okreflonego w przestrzeni B,
przez réwnanie ‘
bag—dag: 2y 62y 2y +F — 52y - 3, — 23+ 4y - 0y — 4w+ 422 =0.
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Klasyfikacja tworéw drugiego stopnia

155. Zupelny uklad niezmiennikéw metryeznych dla tworéw rzeezy-
wistych drugiego stopnia, majacych Srodki wlaseiwe. Niech 7' bedzie
pewng klasg figur geometrycznych, za§ U pewnym ukiadem niezmienni-
kéw izometrii, okreslonych dla figur nalezgcych do klasy 7'

Méwimy, ze U jest ukladem 2upelnym niezmiennikéw metrycznych dla
figur klasy T, jezeli dwie figury klagy 7', dla ktérych wszystkie niezmien-
niki nalezgee do U sa odpowiednio identyczne, s zawsze przystajace.

Mozna by krétko powiedzieé, ze uklad U jest zupelny woéwezas, gdy
catkowicie charakteryzuje pod wzgledem metrycznym kazda z figur
klasy T (wéréd figur tej klasy). Kazdy inny niezmiennik izometrii figury
klasy T musi wiec wyrazaé sie przez niezmienniki ukladu 'U (i przez
przynaleinosé figury do klasy 7).

Za zasadnicze zagadnienie geometrii analityczne] tworéw drugiego
stopnia uwazaé mozna podanie dla klasy tych tworéw takiego uktadu
zupelnego U niezmiennikéw metrycznych, by niezmienniki tego uktadu
dawaly si¢ wyznaczyé na drodze elementarnej (pod wzgledem alge-
braicznym) z danego réwnania tworu. Rozwiazanie tego zagadnienia
pozwala w szezegélnosei zawsze odpowiedzieé na pytanie, czy twory
okreélone przez dowolnie dane réwnania kwadratowe sg przystajace
czy nie.

Obecnie zajmiemy sie rozwigzaniem tego zagadnienia w zakresie
tworéw rzeczywistych stopnia =2, majacych przynajmniej jeden $rodek
wiadeiwy.

Niech réwnanie D' A4, -x,-2,=0 okreéla w przestrzeni 5, twér rze-

1,5=0
czywisty, posiadajacy co najmniej jeden érodek wladciwy. Mozemy wiec
zatozyé, ze wszystkie spélezynniki A, ; 83 rzeczywiste i ze istnieje punkt
(rzeczywisty) c={c,, ¢y, ..., ¢,}, gdzie ¢o=1, speiajacy réwnania

(1) ZA,.,j-cizo dla j=1,2,..., n.

=0

iom
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Znalezienie spéhrzgdnych takiego punktu ¢ nie nastrecza zadnych
trudnofci. Po przesunieciu

o=y} x,=%;+c; -z, dlai=1,2,...,n

réwnanie tworu przybierze postad

Ao,0'923+22 'A'i,O' (@ 4-c;- o) - 2+ Z Au' (B4 %) - (%55 %) =0,

1=1 4,J=1

co po uwzglednieniu zaleznodci (1) daje

(2) gl DA ok D AT 7=0.
=0 %, j=1
Z Nr 152 wynika, Ze istnieje obrét dokola poczatku ukladu e, po
ktérym réwnanie tworu przybierze postad kanoniczng pierwszego rodzaju

k
(3) VA 22=0, gdze 4,40 dla i=1,2,..., k.
7=

Wiemy jednak, ze przy takim obrocie nie tylko wielomian charaktery-
styczny V(1) réwnania (2), ale réwniez wielomian pseudocharaktery-
styczny W (2) tego réwnania, nie ulega zmianie. A wigc oba te wielomiany,
obliczone dla réwnania (2), nie réznig sie od tychze wielomianéw dla
réwnania (3), czyli:

V () =(Ay—t) - (Ag—A)- .. (A1) (— )",
W (3)=(Ag—2)- (Ay—A)- ... (A—A)- (—A)" .

Wiynika stad, ze pierwiastkami pierwszego z tych wielomianéw sg liczby
Ay, Ay, ..., A, in—F zer, drugiego zaé — liezby 4y, 4,4, ..., 4, i n—k zer.

Wielomiany V(1) i W (4) otrzymane z jednego i tego samego réwnania
tworu w ukladzie, ktérego poczgtkiem jest érodek tworu, nazywamy
odpowiednima.

Mozemy wiec wypowiedzieé nastepujace

Twierdzenie. Pierwiastki wielomianu charakterystycznego V(1) two-
ru stopnia =2, majgcego Srodek, sq spolczynnikami przy 2, xl, ..., x2
réwnania kanonicznego tego tworw.

Spblozynnik pray x2 jest tym, kidry pozostaje z pierwiastkéw odpowied-
niego wielomianu pseudocharakterystycznego W (1) po usunieciu pierwiast-
kéw wielomianu V (A). '

Widzimy zatem, ze znajomoéé (z dokladnodcia do proporcjonalnodei)
pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego V(A) i odpowiedniego
wielomianu pseudocharakterystycznego W (1) wyznacza jednoznacznie


pem


396 ROZDZIAL XIX. Klasyfikacja tworéw drugiego stopnia

réwnanie kanoniczne tworu, a wiec i sam twér (z dokladnoscia do izo-
metrii). A wiec oba uklady tych pierwiastkéw stanowia lacznie uklad
zupelny niezmiennikéw metrycznych w zakresie klasy tworéw rzeczy-
wistych stopnia =2, majacych érodek wiasciwy. Nie mozna jednak
ukladéw tych uwazaé ze rozwigzanie postawionego wyze] zasadniczego
zagadnienia w zakresie tych tworéw, poniewaz obliczenie tych pierwiast-
kéw nastreczaé moze istotne trudnosei algebraiczne. Mozemy trudnogei
tych unikngé, biorac pod uwage zamiast pierwiastkéw same wielomiany
odpowiednie V(1) 1 W (A), ktérych obliczenie nie sprawia juz zadnych
trudnoéei — z tym, Ze pare wielomianéw [V (1), W (1)] uwazaé bedziemy

1 1
za identyczna z kazdg para wielomianéw postaci [7 Vie-4), - W(o- /'{)] s
e o

gdzie g jest dowolng staly r6zna od zera, albowiem uklady pierwiastkéw
tych wielomianéw sa proporcjonalne (z tym samym spélezynnikiem
proporcjonalnoei 1/p) do ukladéw pierwiastkéw wielomianéw V (1),
W (1), uklady za$§ proporcjonalne pierwiastkéw charakterystycznych i
pseudocharakterystycznych uwazamy za identyczne.

PRZYKEAD. Okazemy, ze krzywe o réwnaniach
2y Lg— g: 0, 25.’253——12&:%—73;1 Ty ]_2333 =0

sg przystajace. Oba te réwnania odnosza sie do ukladu, ktérego poczat-
kiem jest §rodek tworu. Dla pierwszego réwnania odpowiednie wielomiany
V(%) 1 W (4) maja postaé:

—1-2 0 0
—2 _1 1
i e L
2 ’ 0 —= —2
2

dla drugiego zas$ réwnania sg one postaci:

I 25—4 0 0
—12—1 — 7
. 26 0 —12—1 —— 252 25°
. = —7 2 |=—234+ 2502 A——,
— 12— 7 £
2 0 — 123
2
Biorge g=—25, stwierdzamy identycznosé tych wielomianéw w oma-

wianym sensie.

&
M oo
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Uwaga. Z punktu widzenia metrycznej charakteryzacji rzeczywistego
tworu stopnia =2, majacego co najmniej jeden §rodek wladeiwy, wielomian
pseudocharakterystyczny gra jedynie role narzedzia przy wyznaczaniu
spélezynnika przy 2 w réwnaniu kanonicznym.

Warto zauwazyé, ze w przypadku, gdy twér ma dokladnie jeden
¢érodek, maly wyréinik m réwnania (2) jest réwny A;-A,-...-A,==0
(w my§l wniosku 2 z Nr 139), za$ wielki wyréznik M tegoz réwnania (2)

it
jest réwny 4,-4;-...-4,. A wiee Aj==—. W tym wiec przypadku wyzna-
m

czenie postaci kanonicznej réwnania sprowadza sie do rozwigzania
réwnania ¥V (A)=0 (co nam daje spélezynniki 4., 4,,...,4,) oraz do
obliczenia wyréznikéw m i M.

CWICZENTA. 1. Okazaé, 7o réwnania: (0, 2, ~+ay: )2+ (by @y + by 2y)2 — - 2 =0
i (@ @yDy o) 2 (@ @y by 25)2 — c2- 23 =0, okreslajg krzywe przystajace.
2. Zbhadaé, czy przystajace sa powierzchnie o réwnaniach:
@3+ 2, Ty iy g+ 67, 2, =0,
47723 - 2403 2 + 24 - T — 36 25+ 3623 -+
+ 12, - 0,4 62, - 23— 1203 - 182, 2, — 2425 =0.
3. Powierzchnie o réwnaniu:
28 — 2% — 2 - @yt 4wy @y — 23 — 203 =0
przecigto plaszezyznami o réwnaniach:
@y 22+ 225 ==0 1 22,+25—2,=0.
Zbadad, czy przekroje sa przystajace.
4. Przez $rodek powierzehni o réwnaniu:
B — 8y - @y -+ 8y Wy - 55 — 4wy * By — 20y - Ty — 4%y 2y 9§ — 4y - 25+ 5uf=0
przeprowadzono plaszezyzne prostopadis do kierunku {0,1,1,1 }. Okazaé, ze
przecina ona te powierzchnie wzdluz elipsy. Znalezé ogniska tej elipsy.

156. Uklad zupelny niezmiennikéw metryeznych dla tworéw rzeczy-
wistych drugiego stopnia nie majacyeh §rodkéw wiaseiwych. Niech réw-
nanie Z 4, ;% x;=0 okrefla w przestrzeni P, twoér rzeczywisty U,

i’j=0 P .
nie majacy $rodka. Mozemy zalozyé, ze spélezynniki 4, ; sa rzeczyv?lste.
W mys$l twierdzenia z Nr 154 (lacznie z podang tam uwaga) mozemy
znalezé (w sposéb elementarny) punkt rzeczywisty d:{ldo., Ay vees Ay}
bedacy wierzcholkiem parabolicznym. tworu 9. Po przesunieciu poczatku
ukladu spéhrzednych danym przez wzory

"170:.%0 i wz::a—cb—l—cl,-io dla 7:=1: 2: veny Ty
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réwnanie tworn przyjmie postaé
(4) Ay =0

Wobec wniosku 1 z Nr 154, mozna przez obrét dokola poczatku ukladu
spéhrzednych doprowadzié réwnanie tworu do postaci, rézniacej sie od
kanonicznej jedynie pewnym spélezynnikiem B==0, czyli do postaci

. .
(5) .B;- [Z A, -x§+2x0 -xn] =0, gdzie 4,50 dla ¢=1,2,..., %, k<n.

=1 e

Wobec twierdzed z Nr 148 oraz Nr 150, wielomian charakterystyczny
V() i pseudocharakterystyczny W (A) sa dla réwnania (4) takie jak
i dla réwnania (5), & wige majs, postaé

(6) V()=(B-4,—2)-(B-Ay—2)+...-(B-A,—A)- (—A)"~F,

—A 0 0 .. B

0 B-4,—4 0 ... 0
W)= 0 0 B-dy—24 ... 0

B 0 0 B-4,—

gdzie 4;=0 dla i>k. Przestawiajac w ostatnim wyznaczniku drugi
wiersz z ostatnim, a nastepnie drugg kolumng z ostatnia, nadaé mozemy
wielomianowi W (1) postaé

—1 B 0 .. 0 0
B —i 0 e 0 0
0 0 B-4,—2 ... 0 0
(7) W= ~ 2 =
0 0 0 B4, ,—4 0
0 0 0 0 B-A4;—2

=(l2~_B2).(B-A1—_A).(B.Az_.__l).___.(B.Ak__l).(_l)n_k_l.

Z (6) wynika, e spélezynniki B-4,, B-A,, ..., B-4, réwnania (5) sg
identyczne z pierwiastkami 4, 4, ..., Ay wielomianu charakterystycznego
V(%) réznymi od zera. Z wzoréw (6) 1 (7) wynika dalej, ze B*—12 jest
ilorazem wielomianu 1. W (4) przez wielomian V (1), co wyznacza jedno-
znacznie B% a wige i B z dokladnogeia do znaku. Majae B, znajdujemy

spélezynniki 4, 4,, A

..., Ay réwnania kanonicznego z wzoru A,:::—é

icm
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Znak B nie ma przy tym znaczenia geometrycznego, gdyz twory okreglone
przez réwnania

k I
DA a2 cw,=0 i — D A a2z, 2, =0

=1 i=]1

s izometryczne, pierwszy bowiem przechodzi w drugi przy izometrii
e=x; dla i=0,1,...,n—1, z,=—a,. W ten sposéh okazaliémy, ze
uklady pierwiastkéw wielomianéw V(1) i W () (wzgledem ukladu

“spélrzednych, ktérego poczathkiem jest pewien wierzcholek paraboliczny

tworu) wyznaczajg twér % jednoznacznie.
Otrzymany rezultat pozwala nam wypowiedzieé nastepujace
Twicerdzenie. Réine od zera spblezynniki 4y, 4,, ..., 4, réwnania
kanonicznego drugiego rodzaju tworu rzeczywistego A drugiego stopmia,
nie majaeego Srodka wlasciwego, sq postaci

Wy 2
BJB?"') B!

gdzie Ay, Aoy ..., Ay, Stamowiq wklad réinych od zera pierwiasthéw wie-
lomianu charakterystycznego V (1), za$ spdlceynnik B okreslony jest przez
réwnante ,

AW
Bi=];
s V()

gdzie W (1) jest wielomianem pseudocharakterystycanym réwnamia
tworw A w ukladzie spdlrzednych, ktbrego poceatel ledy w ktérymkolwiek
z wierzchotkéw parabolicenych tworu .

Wynika stad w szezegblnogei, ze uklady pierwiastkéw wielomianéw
V(4) i W(3) w ukladzie spélrzednych, ktérego poczatkiem jest kté-
rykolwiek z wierzchotkéw parabolicznych tworu, wyznaczaja twér 9% pod
wzgledem metryeznym.

Oba zatem uklady tych pierwiastkéw stanowia lacznie uklad zupemy
niezmiennikéw metryczanych w zakresie klasy tworéw rzeczywistych
drugiego stopnia, nie majacych érodka wiladciwego. Poniewaz jednak
obliczenie pierwiastkéw wielomianéw V(A) i W(1) moze nastreczaé
istotne trudnodci algebraiczne, wigec zamiast ukladéw . pierwiastkéw
mozemy wziaé same wielomiany V(1) i W(A) z tym, ze (podobnie jak
w Nr 155) pare wielomianéw [V (1), W (4)] uwazaé bedziemy za identycz-

1 ‘ 1 . .
ng z parg wielomianéw [—;- Vie-4), 7 W(g%)], gdzie p jest dowolng,
L0

stalg rézny od zera.
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PRZYKZEAD. Okazemy, ze walec paraboliczny o réwnaniu
22g- 2, +3=0
jest izometryczny z tworem o réwnaniu

4V 33y m+4V 33y w4V 3y st 3226, 2,4 322 =0.

Stwierdzamy od razu, ze kazdy z tych tworéw ma w poczatku ukladu
spohrzednych swéj wierzcholek paraboliczny. Pozostaje wige zbadanie ich
wielomianéw charakterystycznych i pseudocharakterystycznych. Ozna-
czajace je dla pierwszego tworu przez ¥, (1) i W4 (4), znajdujemy

Vo()y=—A3422, W, (A)=M—i—I2+ 1.

Odpowiednie wielomiany V,(A) i W,(4) dla drugiego tworu majs
postaé

Va(d)=—234-612, W,(1)=2*—64%—361242164.
Widzimy stad, ze:

1 1
§-V2(6-1)=V1(2), @-W2(2)=W1(2),

co dowodzi, ze para wielomianéw [V, (1), W(4)] jest w przyjetym tu
sensie identyczna z parg wielomianéw [V, (4), Wo(4)].

CWICZENTA. 1. Zbadaé, czy krzywe o réwnaniach
1752 + 20y 22, — 50y - 2, — 1623 + 24w, - 7, — 923 =0,

) 4423 4202y - 5, — 100, 2, - 2525 =0
s§ 1zometryczne.

2. Zbadaé, ezy twory okreslone w przestrzeni §, przez réwnanias

2053 — 40z, 2, — 20wy 2y — 302y 2, — 922 + 242, - 2, + 502 — 1622 =0,
5012 + 110, 1, — 202 - 25 -+ 302 -, + 402 - 2, -+
+ 1627 — 24, -, + 92f — 1823 — 24y, — 3222 =0

sq izometryczne.

157. Klasyfikacja tworéw rzeczywistych drugiego stopnia wedlug
podobiefistwa. Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie. Aby dwa twory rzeczywiste drugiego stopmia w przestrzent
L, bg{ly podobne, potrzeba © wystarcza, by ich pierwsze wskatniki rzutowe
byly jednakowe 1 pierwiastli wielomiandw charakterystycznych proporcjo-
nalne.

[Nr 157] Klasyfikacja tworéw drugiego stopnia wedlug podobierstwa 401

Dowéd. Jezeli twory A i A’ okredlone w P, przez réwnania

K n
2 Agreem=0 i > Alz2=0
1,5==0 =0
sg podobne, przy czym x oznacza okreflony w Nr 56 spélezynnik
podobieistwa, to przeksztalcenie

r .
z,=x-x, dlai=1,2,...,n

(8) By=x,, ; ;

przeksztalca A na twér A’ izometryczny z U’'. Réwnanie tworn %'
ma postad:

n )
> AL ww;=0, gdzie A=A, da ij=12,...,n

7,J=0
Wiynika stad, ze wielomiany charakterystyczne dla 9 i %’ majg postaé
|4 =281, j=1,2, ...,m) i |w2d,~4-8]|(i, =12, ..., m),

a wige ich pierwiastki sa proporcjonalne (ze spélezynnikiem proporejo-
nalnofei »2). Poniewaz w mysl wniosku 1 z Nr 134 wskasniki rzutowe dla
A 1A sa jednakowe, wige warunki podane w twierdzeniu sg dla podobieri-
stwa tworéw konieczne.

Zalézmy teraz, ze twory U i 3’ maja jednakowe pierwsze wskazniki
rzutowe oraz proporcjonalne pierwiastki wielomianéw charakterystycz-
nych. Z wnioskéw 1, 3 i 4 z Nr 153 wynika, ze twory I i3’ badz oba
majg frodki wlasciwe, badz oba sg ich pozbawione. '

W pierwszym przypadku ich réwnania kanoniczne majg postaé

(9) Aga2+A; 234+ 4,-27=0, gdzie 4,540 dlai=1,2,..., k,A
(10) A'O -m'u—l—A'l e A -al=0, gdzie 4’40 dla i=1,2,..., F,

pizy czym uklady liczb 4, 4,,...,4, i 4, 4,,..., A}, s propor-
cjonalne. Stad k=k'. Po odpowiednim uporzadkowaniu wskaznikéw i
pomnozeniu réwnan przez staty spétezynnik mozemy zalozyé, ze A=A
dla 1=1,2,..., k. Wynika stad, ze jezeli pierwsze wskainiki rzutowe
s réwne k, czyli gdy A,=0=A, twory % i A’ sa przystajace. Jezeli zas
wskagniki rzutowe sa wieksze od k&, to A0=§=O-+—A'o i twory sa podobne,

A
a spélezynnikiem podobienstwa jest x:V —A—”-

0
W drugim przypadku, tj. gdy twory % i A’ s pozbawione srodkéw
wlaéciwych, ich réwnania kanoniczne majg postaé

26 K. Borsuk. Geometria analityczna
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k
(1) DA, %342 2,=0, gdzie 4,40 dla i=12,..., L oraz k<,

i=1

k’ ' 1
(12) X A;-22+22-2,=0, gdzie A0 dla i=1,2,..., k oraz k'<n,

=1

przy czym spétezynniki 4,, 4,, ..., 4, (po odpowiednim uporzadkowaniu)
sa proporcjonalne do spélezymnikéw A, 4, ..., Ay. Stad k=k". Jegli x
oznacza spétezynnik proporcjonalnodei, ezyli Ai=x-A, dai=1,2,..., 0,
to przy podobietistwie (8) twér U przejdzie na twér A'. W ten sposéb
dowéd twierdzenia zostal zakoriczony.

Wniosek 1. Aby dwie rozmaitosct rzeczywiste drugiego stopnia, leigce
w preestrzeni P, byly podobne, potrzeba i wystarcza, by pierwiastki ich
wielomiandw charakierystycenych byly proporcjonalne.

Istotnie, pierwsze wskazniki rzutowe rozmaitodei sa w my$l wniosku
2 z Nr 134 réwne n+1, a wiec jednakowe.

n
Wniosek 2. Przeciecia rozmaitodci A o réwnaniu Z 4, ;% 2;=0
1,j=0
w przesirzent P, dwiema rouwnoleglymr hiperplaszczyznamsi (anl)*wymiaro-
wymi rzeceywistymi 19, z ktdrych Zadna nie jest styczna do U, sg podobne.
Mozemy zalozyé, ze hiperplaszezyzny majs réwnania z,—c-%, oraz
x,=C,-%,. A wigc przekroje sg przystajace do tworéw okreslonych w 3, _,
przez réwnania:
n—1 n—1
DAy a 20, Y Ay x wmptel A, 2i=0,  gdzie v=1,2.
7,j=0 =0
Ich wielomiany charakterystyczne sg jednakowe, mianowicie réwne
wyznacznikowi

|4;,—2-61(i, =1, 2, ..., (n—1)).

Poniewaz w mys$l wniosku z Nr 135 przekroje te sg rozmaitosciami,
wiee z uwagi na poprzedni wniosek, sg one podobne.

CWICZENIA. 1. Dla jakiej wartosei parametru a krzywa o réwnaniu
322+ @+ 3y — 2 + 20af =
jest podobna do krzywej o réwnaniu
1123 -+ Ty % + 520 * @5+ 223 + 6azy - 2, — 223 =07
2. Czy podobne sg twory okreslone w P, przez réwnania:
2]+ 2yt 2y By — 2] — 2y 2y — 2y, + 23 —22 =0,
6] - Ty 2y — 250~ @y + By 26+ 200y 1y + 202 — B, - 2,
2y 220y g — 2wE — 2,y — Ay, 2@3—1—3953-:1:4»—290:1’ =0?

icm

[Nr 158] Wekagniki rautowe i wskagniki afiniczne 403

3. W przestrzeni 8, dana jest rozmaitoéé rzeczywista 9 drugiego stopnia
oraz dwie réwnolegle hiperplaszezyzny k-wymiarowe rzeczywiste §, i 9., z ktérych
zadna nie lezy w hiperplaszezy#nie (n— 1)-wymiarowej stycznej do %. Czy przekroje
11 Ha 2 A, 88 podobne?

158. Wskazniki rzutowe i wskazniki afiniezne. Klasyfikacje rzutows i
afiniczng, tworéw rzeczywistych drugiego stopnia oprzemy na nie-
zmiennikach callkowitoliczbowych, zwanych pierwszym i drugim wskazni-
kiem rzutowym oraz pierwszym i drugim wskaZnikiem afinicznym;
z nich pierwszy wskaznik rzutowy poznalidémy w Nr 134, pierwszy za$
afiniczny w Nr 136.

Zaczniemy od dowodu nastepujacego lematu:

Lemat (tzw. prawo bezwladnosci Sylvestera). Niech przy praeksztal-
cendach rautowych rzeczywistych:

@ @y Tyy s B)={@, @5 w1 @ (g, 2y, e, @) ={a, T, L, 2]

okreslonych odpowiednio przez wzory:

"o
' /
Ty= D 0,3,

»=()

n
iom= Dl a;,w, dlai=12,...,n
=()
n
wielomian Z A; w0z 0 spblozynmikach rzeczywistych przybiera odpo-
£,j=0
n n
wiednio postaé 3 A, -x,2 i Y A,-2,% Wowezas wéréd liczb (rzeceywistych)
»=(} r=0
A, jest tylez dodatnich, wjemmych i zer, co wéréd liczb A, .
Dowéd. Przeksztaleenie ¢(x), @), ..., ©,)={x,, , ..., ¥,} rzULOWS
rzeczywiste, bedace superpozycja przeksztatcenia ¢'_;, odwrotnego wzgle-
dem ¢’ oraz przeksztalcenia ¢/, niech bedzie okre§lone przez wzér

n
t "
z,= E @ B

=0
Przeksztalca ono twér rzeczywisty ', okreslony w P, przez réwnanie

n
2 A, -x,2=0 na twor rzeczywisty %", okreslony w §, przez réwnanie
p=()

n
DA, -%,2=0. Stad na mocy wniosku 1 z Nr 134 wynika, Ze pierwsze
=0

wikazniki rzutowe tworéw A’ i A"’ sy jednakowe, czyli Ze wérdd liczb
A 1lo§6 liczb r6znych od zera jest taka sama jak wéréd liczb 4. Mozemy
spéhzedne tak ponumerowaé, by A, A}, ..., -y byly wszystkimi
liczbami dodatnimi sposréd liczb A, zaé A;, A, ..., Ay wszystlkimi
dodatnimi spogréd liczb A,. Lemat bedzie udowodniony, gdy okazemy,
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ze m'=m’’ lub — co na jedno wychodzi — Ze nieré6wnosé m'<<m'’ pro-
wadzi do sprzecznosei. Mamy ‘

m'—1
> 4 (Sans ) -
y=0

=0

m'—1 n n 2
"o 1g - ', ey
D Wl I
p=0 p=0

r=m'

Z _A” 112

y=m''

(13)

Jesli m'<m”, to uklad zlozony z m —I—(n —m/ -+1)<n+1 réwnan
liniowych ]ednorodnych wagledem ), ,, ,

2

" "
a,, =0 da »=12,...,(m'=1), =0 dla y=m", m"+1,...,n

[

u=0

ma rozwigzanie rzeczywiste niezerowe (), ], ..., 2,}. Wéwezas co
najmniej jedna z liczb x cees m,,,,,_l jest rézna od zera, a wiec prawa
strona réwnodei (13) ]est (Wobec Al>0 dla »=0,1, ..., m"—1 oraz
A, =0 dla y=m', m’'+1, ..., n) dodatnia, whrew zmkamu strony lewej.
Dowéd lematu zostal tym samym zakorczony.
Twierdzenie. Niech ¥ bedzie tworem rzeczywistym okreslonym w prze-
strzeni P, przez réwnanie:

n

DA, 2=0.
1, =0
Liczba réénych od zera pierwiasthéw wielomianu pseudocharalterystyce-
nego
W(h)=|4;;—2 6 |(i,j=0,1,...,7n)

jest réwna pierwszemu wskainikowi rzutowemu K (U) tworu A, a wiee
jest miezmiennikiem przeksztalcen rzeczywistych rzutowych.

Réumies niezmiennikiem preeksztalcers rzeczywistych rzutowych jest
wartodé bezwzgledna L(N) réinicy miedzy liczbg pierwiastkéw dodatnich
i wjemnych wielomianu pseudocharakierystycznego W (4).

Liczbe L(¥) nazywaé bedziemy drugim wskainikiem rzufowym two-
ru ¥,

Dowéd. Identyfikujac kazdy punkt {z, 2y, ..., z,} ¢ T8, z punktem nie-
wiadciwym {0, zy, @y, ..., %, przestrzeni ?13,, 1 (ktérej punkty sg postaci

Z,})s mozemy réwnanie Z 4, ;-2 2;=0 uwazaé za T6W-
1,j=0

nanie pewnego tworu rzeczywistego U * drugiego stopnia w ¥3,, ., 0 §rodku

{1,0,...,0}; twér ten jest pewnym stozkiem (z uwagi na wniosek 5

{2—y 29, 21, ...,

icm
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z Nr 134). Stosujac twierdzenie o redukeji z Nr 151, wnioskujemy, ze

istnieje obrét rzeczywisty przestrzeni L, +1 dokola poczgtku ukladu
okreglony przez wzory:

- ! — ! U ' .
By =8~y  B=0uo T F+0;1- .., 02, dlai=0,1,...,n,

gdzie macierz (a;;)(4, j=0, 1, ..., n) jest ortogonalna, ktéry przeksztatca
réwnanie tworu w réwnanie postaci

(14) ALy @ (A w4 =0,

przy czym A =0, gdyz érodek {1,0,...,0} ¢ P,,, lezy na tworze.
W myél twierdzenia z Nr 148 wielomian charakterystyczny dla tworu % *
nie ulegnie zmianie przy tym obrocie, czyli

(18) [ Ay—he 8] 1l =0, 1, ..., m)=(A}—A)- (A} —2) ... (4} —).

n

Lewa strona jest jednak wielomianem pseudocharakterystycznym
réwnania

(16) Z Ai,j'xz X,=

4,40

A wiec spélezymniki 4, 4!, ..., 4, stanowis uklad pierwiastkéw wielo-
mianu pseudocharakterystycznego réwnania (16).

Niech teraz v (zg, @y, ..., %,)={¥ Y1, - > Yn} bedzie dowolnym prze-
ksztalceniem rzutowym rzeczywistym przestrzeni §,, na siebie okreslonym
przez wzory:

@;=by0 Yotbs 1 Y1t b0 Yn

Po tym przeksztaleceniu réwnanie (16) przybierze posta¢ réwnania

n

(17) 2 Buyyity=0,

' 4.5=0
okredlajacego w przestrzeni L, twor rzeczywisty B =1y (). Podobnie
jak poprzednio stwierdzamy, ze istnieje przeksztalcenie rzeczywiste
rzutowe

yi=b'i"o-xg+b'i’1-x'l+...—I—bi',_n-x;l'

o macierzy ortogonalnej (b, (i, j=0,1, ..., n), W ktérego wyniku
réwnanie (17) przyjmie postaé

n
(18) Ay x2=0,
=0
gdzie spélezynniki 4, 4, ..., A, stanowis uldad pierwiastkéw wielo-

mianu pseudocharakterystycznego réwnania (17). Biorae jednak pod
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uwage, Ze zaréwno lewa strona réwnania (14), jak i lewa strona réwnania
(18) powstaly z lewe]j strony réwnania (16) droga pewnego przeksztalcenia
rzutowego rzeczywistego, wnioskujemy z lematu, Ze liczba dodatnich
i liczba, ujemnych pierwiastkéw wielomianu pseudocharakterystycznego

I‘zli,i_)" 6{ {(7“) 7=0> 1,..., n)>

réwnania tworu ¥, sg takie same jak odpowiednie liczby pierwiastkéw
wielomianu
IBZ',J'“}‘" 6: | (/"7 7'=0: 1) LERY] n):

pseudocharakterystycznego dla réwnania twora B =1y (2).

Ale jak stwierdziliémy w Nr 150 — uklad pierwiastkéw wielomianu
pseudocharakterystycznego jest przez twér ¥ wyznaczony jedynie z do-
kladnos$cig do proporcjonalnosci. Wynika stad, ze zaréwno liczba pier-
wiastkéw réznych od zera, jak i warto§é bezwzgledna réinicy miedzy
liczbg dodatnich a liczbg ujemnych pierwiastkéw, sa jednakowe dla
wielomianéw pseudocharakterystycznych dowolnych réwnan tworu A
i 8. Dowéd twierdzenia jest wiec zakoriczony.

Wniosek 1. Dia tworu rzeczywistego A o réwnaniu (16) liczba & ()
réénych od zere pierwiastkéw wielomianu charakierystycanego, jak réwnies
liczba T(A) bedgea wartosciq bezwzgledna réinicy miedzy liczbg dodatnich
a liczbg wjemnych pierwiastkéw, sq niezmiennikami przeksziokces afinicz-
nych rzeczywistych.

Istotnie, przy przeksztalceniu afinicznym rzeczywistym przestrzeni
P, jej (n—1)-wymiarowa hiperplaszczyzna niewladciwa, czyli zbiér
punkt6éw postaci {0, zy, ..., #,} ¢ B, ktére identyfikowaé mozemy z punk-
tami postaci {x,z,,...,%,} ¢ P,—;, ulega przeksztalceniu rzutowemu

rzeczywistemu. Réwnanie )| 4, ;-z, 2,=0 okredla w $,—, twor %, przy
. . . ’l',j-———l

czym jego wielomian pseudocharakterystyczny jest identyczny z wielo-

mianem charakterystycznym réwnania (16). Niezmienniczoéé liczb % (%)

i I(A) otrzymamy wiec, stosujac ostatnie twierdzenie do tworu A,

Niezmienniczo$é afiniczng liczby % (¥) stwierdziliémy juz na innej
drodze, w Nr 153 (wniosek 2). Tam tez okazaliémy, ze liczba & ()
jest identyczna z tak zwanym pierwseym wskatnikiem afinicanym tworw
A, ezyli z rzedem macierzy |4;;1(,7=1,2,...,n).

Liczbe 1(X) nazywaé bedziemy drugim wskasnikiem afinicznym tworu .

icm
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Liczby K, k, L, I nie sa od siebie niezalezne. Z uwagi na wniosek
3 i 4 z Nr 153 réznica K (W) — k(). przybieraé¢ moze jedynie wartosei
0,112,

W przypadku pierwszym, réwnanie kanoniczne tworu ma postaé:

Ayt Ayadt. 4, 5=0,
skad wynika, ze L (3)=I().

W przypadku drugim réwnanie kanoniczne ma postaé
Ag-22 Ay -23 4. A, 22=0, gdzie 4,+0,

skad wynika, ze |L(A)—(A)|=L
réwnanie kanoniczne ma postaé

2ay &+ Ay wy+. .+ Ay 20=0,
sk@d wynika, ze L ()= (A).

Mamy wige nastepujacy

Whniosek 2. Miedzy wshatnikami rzutowyms a afinicznymi zachodzq
nastepujace zalednoser:

0.1 () <k (W) =K (W) <k (2A)+2, 0=LA)=K ().

Wreszcie w przypadku trzecim

Jeseli K (A)—k(X) jest zerem lub dwdjkg, to L()=l), jeéli‘zas'
K ()—k@)=1, to |LAO—UA)|=1.

GWICZENTA. 1. Obliczyé wskasniki rzutowe i afiniczne dla stozkowych i

kwadrylk. o )
2. Okazaé na praykladzie, ze zaden ze wskafnikéw afinicznych nie jest nie-
zmiennikiem przeksztalcen rzutowych rzeczywistych. ]
3. Okazaé, ze dowolnie dany twér kwadratowy rzeczywisty mozna przeksztaleié
rzutowo, ale nie przy pomocy przeksztalcenia rzeczywistego, na m.uy twor TzZeczy- .
wisty, majacy drugi wskaznik rzutowy réiny od drugiego wskasnika rzutowego
tworu danego.

159. Klasytikacja rzutowa tworéw drugiego stopnia. Okazemy, ze
z punktu widzenia ogdlnej geometrii rzutowe] przestrzeni E]Sn,’ tﬂwér Dt
stopnia =<2 jest scharakteryzowany przez swoj pierwszy Wékazmk rzu-
towy, za z punktu widzenia geometrii rzutowe]j rzeczywiste] przest{'z«—:;n%
P, twor rzeczywisty A jest scharakteryzowa,nx przez oba swe wskazniki
rzutowe. Inaczej méwiace, udowodnimy nastepujace

Twicrdzenie. Niech 9 i 3’ bedq tworami stopnia =2 w preestrzent P,
Aby istnialo przekszlalcenie rzutowe (M=, potrzeba i wystarcaa, by

KQ)=E ).
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Jesli zad twory A 1 A’ sq rzecaywiste, fo na o, by istnialo przeksztalcente
reutowe rzeceywiste o (A)==A', potrzeba © wystarcza, by

K)=K ") i LA)=LQ).

Dowéd. Koniecznosé warunkéw wynika natychmiast z wniosku 1
z Nr 134 oraz z twierdzenia z Nr 158. Pozostaje do okazania, ze warunki
sg dostateczne.

Zalézmy wiee najpierw, ze
(19) E@)=K@)=m+1.

‘Wobec wniosku 5 z Nr 153 mozemy przyjaé, ze twoér U okreflony jest
przez réwnanie

m

(20) D A4, -x2=0, gdzie 4,40 dla i=0,1,...,m
i=0 .

a twér A’ — przez réwnanie
‘m

(21) D4 22=0, gdzie 4;4=0 dla =0,1,...,m
=0 )

4
Niech teraz a; bedzie taks liczba (na ogél zespolong), ze a%:j dla
1=0, 1, ..., m, oraz a,=1 dla 4>>m. Jasne jest, ze przeksztalcenie rzutowe
okredlone przez wzory:

(22) z=a;z; dlai=0,1,...,7n

przeksztatca twér U na twér A’
Zalézmy nastepnie, ze twory U i A’ sa rzeczywiste i ze préez (19)
zachodzi zaleznosé

LE)=L(Y").

Wobec wniosku 5 z Nr 153 mozemy przyjaé, ze twory % i U’ sg okredlone
przez réwnania (20) i (21) o spétezynnikach rzeczywistych, przy czym
w obu tych réwnaniach ilosé spétezynnikéw dodatnich jest jednakowa
i podobnie ilo§é spétezynnikéw ujemnych. Po ewentualnej zmianie
porzadku wskaznikéw mozemy wiec przyjaé, ze:

A;
~—>0 dla =0, 1,

‘L

Biorac wiec a-—l/ dla 1=0, 1,

»m, a8 a,=1 dla i>m, mamy

icm
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okreglone przez wzory (22) przeksztalcenie rzutowe 3 na A'. W ten
sposéb dowéd twierdzenia zostal zakoticzony.
Wniosek 1. Zadne dwie rozmaitodei drugiego stopnia w przesirzens P,
nie réinig sie miedzy sobq z punkiv widzenia geometrii rautowe] zespolone;.
Wniosek 2. Istnieje w 8, dokladnie n typbw tworéw drugiego stopnia
rééniqeych si¢ miedzy soba z punktu widzenia geometrii rzutowe; zespolonej.
Istotnie, typy te otrzymamy, przyjmujac dla pierwszego wskaznika
rzutowego K () kolejne wartosei 2,3,...,n-+1, gdyz dla K()=1
twor jest stopnia pierwszego.
Wniosek 3. Z punktu widzenia geometrii rzutowe; rzeczywistej w prze-
1
strzeni ., istnieje wiréd rozmaitodei rzeczywistych drugiego stopnia o 3

r 6:&17,3/07» typbw,

‘ 2

28  wérdd twordw rzecaywistych drugiego stopmia

Istotme, wszystkie rézne typy rozmaitodei rzeczywistych drugiego
stopnia otrzymamy, zakladajac, ze wéréd n-+1 spélezynnikéw rzeczy-

n n 1
wistych Ay, A4y, ..., A, réwnania > 4,-22=0 jest 0,1, E-j——
=0
ujemnych. Natomiast wszystkie typy tworéw rzeczywistych druglego
stopnia otrzymamy, przyjmujac K (U)=v-+1, gdzie » przybiera kolejno

wartodei 1, 2, ..., n, i zakladajac kolejno, ze wéréd »+1 spélezynnikéw

1
rzeczywistych réwnania (20) jest 0,1, ..., E’%l ujemnych.

n-+3
W szezegélnosei dla n=2 otrzymujemy E%:Z

A wieec na plaszczyéinie rzutowe] mamy dwa réine typy rozmaitosci
rzeczywistych: typ stozkowych, scharakteryzowany przez warunki:

KEW=3 i LA)=1,
oraz typ rozmaitoci bez punktéw rzeczywistych, scharakteryzowany
przez warunki:

E@)=3 i LY)=

1 Dla kazdej liczby rzeczywistej x symbol Ex oznacza najwigksza caloéé
(po francusku rentiers) zawartq w z, t. liczbe cafkowita % spelniajacq nieréwnosé
kSw<k--1.

2 Fatwo okazaé, ze suma ta (dla kazdego naturalnego ) daje sig wyrazié wzorem:

ZD” +8_1 (n2+7n-—2]: )

=]
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Natomiast wszystkich typéw krzywych rzeczywistych drugiego
14-3 2

stopnia jest E———:——+E _:;)-3

typ dwéch réinych prostych rzeczywistych, gdy

K@)=2 i L@0)=0,

=4: mianowicie dochodzi do poprzednich

oraz dwéch réznych prostych, majacych jeden tylko (wspllny) punkt
rzeczywisty, gdy
KE@W)=2 i L{¥A)=2.

3
Dla n=3 otrzymujemy En——;———=3.

A wiec w przestrzeni rzutowej L, mamy trzy rééne typy rozmaitosci
rzeczywistych: typ, do ktérego nalezy hiperboloida jednopowlokowa i
paraboloida hiperboliczna, scharakteryzowany przez warunki

K)=4 1 LA)=0,
dalej typ, do ktérego nalezg pozostale trzy kwadryki, scharakteryzo-
wany przez warunki:

KEW)=4 i LA)=2,

wreszcie typ, do ktérego nalezy rozmaito$é bez punktéw rzeczywistych,
scharakteryzowany przez warunki

KEM)=4 i LA)=4
Wszystkich rzeczywistych typ6w powierzchni w przestrzeni L3 mamy:

143 243 343
E =
o HE— B =T,

CWICZENIA. 1. Czy powierzchnie okreslone przez réwnania:
302 — 4y oy + 42y Ly + 2200 - g+ B + 20y - 0y — 8y - L5+ 53— 4wy vy 25 =0,
9

N 523 — dmy- 0y — 4wy 2y — 22y 23— 25 — 62 - 2+ 82y - 23— 3§ + 4wy 2y —2F =0
r6znig sig z punktu widzenia geometrii rzutowej rzeczywistej?

2. Znalezé przeksztalcenie rzutowe rzeczywiste, ktére krzywa o réwnaniu

223+ 62y 2 — 302 + 32, -0, =0
przeksztalca na krzywa o réwnaniu
3122 2, — 1275 0, — 1623 — 5w, -w,— 2723 =0.

3. Okazad, ze jesli U jest rzeczywistg rozmaitoseia drugiego stopnia w przestrzeni
Py przy czym L(¥)=l, i jesi A jest zbiorem punktéw rzeczywistych tworu 9,
to w przestrzeni P, istnieje hiperplaszcezyzna o wymiarze 91;1—_;_«_1’ rozlaczna z A4,

natomiast kazda hiperplaszezyzna o wymiarze wyzszym, lezaca w P, przecina 4.

icm
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160. Klasyfikacja afiniczna tworéw drugiego stopnia. Okazemy, Ze z
punktu widzenia ogélnej geometrii afinicznej przestrzeni P, twoér A
stopnia =2 jest scharakteryzowany przez oba swe pierwsze wekazniki:
rzutowy i afiniczny, zaé z punktu widzenia geometrii afinicznej rzeczy-
wiste] przestrzeni §, twér rzeczywisty U stopnia=2 jest scharalktery-
zowany przez swe oba.wskazniki rzutowe i oba wekazniki afiniczne.
Inaczej méwiae udowodnimy nastepujace

Twicrdzenie. Niech 9 ¢ ' bedg dwoma tworami stopnia =2 przestrzent
PB,. Aby istnialo preeksitalcenie afiniczne @, prey Ttérym A przechodzi na
', potrzeba © wystarcza, by:

K=K i kE)=kQ).

Jeieli zad twory U ¢ A’ sq rzecaywiste, to na to, by istnmiato przeksztatcenie

afimicene rzeczywiste p, przy kidrym 9 przechodzi na W', potrzeba © wystarcza,

by: :
EQ)=K "), LE)=LA), BQO)=E@), 1(A)=1A).

Dowdd. Koniecznoéé warunkéw wynika z wniosku 1z Nr 134, Nr 136
i twierdzenia z Nr 158, Pozostaje do okazania, ze warunki sg dostatecz-
ne.

Zalézmy wige, ze pierwsze wekasniki, rzutowy 1 afiniczny, sg dla
tworéw U i U’ odpowiednio jednakowe. Wobee wnioskéw 3 i4z Nr 153
réamica K ()—k() jest réwna 0, 1 lub 2. Rozpatrzymy kolejno te trzy
mozliwosei.

W przypadku, gdy K (U)=Fk), to kazdy z tworéw Ui A’ zawiera
¢rodek wladciwy i mozemy zatozyé, e réwnania ich maja postaé

Alxg—}—Ang“i‘ e '+-A'm'xl%1=0’ A'l .'Z’,’%—}—A;%g:'{‘ . '+A’I”'m’%'=0’

., m réine od zera. Ozna-

1

gdzie spolezynniki A, i 4; s3 da i=1,2,..

czajac przez a; lezbe (zespolona) taks, Ze a%=zi dla t=1,2,...,m

2
oraz a,=1 dla 1=0 i dla i>m, stwierdzamy natychmiast, ze przeksztal-
cenie afiniczne okre§lone przez wzory

(23) w=a, &, gdziei=0,1,...,7,

przeksztalca oA na A'. N
W przypadku, gdy K (%)—k (@)=1, twory A1 A’ maja Srodek Wlasmwy-
nie lezacy na tworze i mozemy galozy6, 7e réwnania ich sg postacl

A0-$3+A1'$%+- . .+Am'96,?z_—‘0, A’o 'm%+A'1 x{)‘i‘ - _—}-A_m-ﬂ:,%=0,
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gdzie spélezynniki A4; i A4; sa dla i=0, 1,..., m réine od zera. Ozna-

czajac przez a; liczbe zespolong taks, Ze a%:Ai: A'O dla i=1,2,...,m
i 0
oraz a;=1 dla 1=0 i dla i>m, stwierdzamy, ze przeksztalcenie afiniczne
(23) przeksztalea U na A’.
Wreszcie w przypadku, gdy K (U)—k(U)=2, twory A i A’ nie majs

$rodkéw wladciwych i mozemy zalozyé, Ze réwnania ich majg postad

m mn

2m0-w1+ZAi-va=O, 2900':61—}—2;4;-:3?:0,
r=2

r=2
gdzie spélezynniki 4,1 4} s dla$=2, 3, ..., m rézne od zera. Oznaczajac
'

przez a; liczbe zespolong taka, ze a?:j dla i=2, 3, ...,m oraz ;=1

dla =0, 1i dla ¢>m, stwierdzamy, 7e przeksztalcenie afiniczne okreslone
przez wzory (23) przeksztalca U na A’.

W ten sposéb okazaliémy, ze w przypadku zespolonym réwnodé
pierwszego wskaznika rzutowego i pierwszego wskaznika afinicznego
twordw U i A’ wystarcza na to, by istniato przeksztalcenie afiniczne
A na A’

Pozostaje do okazania, ze w przypadku rzeczywistym réwnogé
wszystkich czterech wskainikéw dla tworéw U i 9’ pociaga za sobg
istnienie rzeczywistego przeksztalcenia afinicznego tworu 9 mna 9.

Jezeli K(A)=k(A)=m, to mozemy zaloiyé, ze réwnania tworéw sa
postaci

Arxf—}-Az-xg—l—...—{-Ad-xﬁ—AdeE,H——...—Am-xz——:(),

Ay 2ty Ay Ty Alpy Ty —. . — 4, 22=0,
gdzie liczby 4, i 4 sg dla i=1, 2, ..., m dodatnie, przy czym mozemy
m
zaloiyt, 2o d=2 i d'sg. Poniewaz 1(2)=I(A"), wiec |d— (m—d)|=

=|d'—(m—d)|, skad (2d—m)2=(2d'—m)? czyli (d—d')-(@d+d'—m)=0,
. 4,
skad wobec d, d’ é?, wynika d=d’. A wiec iloraz Z—' jestdlat=1,2,..., m

. N I/A'- .
dodatni. Przyjmujac a,= :44 dla i=1,2,...,m oraz a,=1 dla

4=0 i dla i>m, stwierdzamy, ze przeksztalcenie (23) jest afiniczne i
rzeczywiste, przy czym przeksztatca ono o na U’.

Jezeli K (A)—k(@A)=1, to mozemy zalozyé, ze réwnania tworéw sg
postaci

icm
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Ag- it Ayait. A wd— A 2l —. . — Ay, -02=0,

Alo'xg'i"A'l"’”%"'“"'+A:1"x:%'_A:l'+1'w121’+1“---“‘A:'n'mz?z=0,
gdzie liczby A4, i 4) sa dla i=0,1,...,m dodatnie. Wobec 1(2)=/(2")
mamy |d—(m—d)|=|d'—(m—d')|, skad (d—d')-(d+-d'—m)=0, a wo-
bec L(A)=L(') jest |d+1—(m-+1—d—1)|=|d'-+1—(m+1—d'—1)],

A.
skad (d—d')-(d+d" —m+1)=0. Stad d=d'. A wiec iloraz Z’—

: - A A,

jest dla i=0, 1, ..., m dodatni. Biorgc aizl/A‘ A'O dla i==0,1, ..., m,

it 0

zag a,=1 dla ¢=0 oraz i>m, stwierdzamy, ze przeksztalcenie (23) jest
afiniczne i rzeczywiste, przy czym przeksztalca ono N na U'.

Jeseli K (A)—7k(A)=2, to mozemy zalozyé, ze réwnania tworéw ss
postaci '

2zt Ay 24 A A0 —  —A 220,
! ! 1 1
2xg 2+ A, 2l Ay ai—A g2 — . —4, 22=0,
gdzie liczby 4; i A sa dla i=2,3,...,m dodatnie. Poniewaz zmiana

znaku przy wszystkich spélezynnikach 4, jest réwnowazna przeksztalce-
niu izometrycznemu

* * .
z=—w, oraz z,=z; dlai=l,
a wiec na postaé tworu nie wplywa, przeto mozemy zalozyé, ze wiréd
. , . 2 .. o7 7 . ’ 1 .
spolezynnikéw 4, jak réwniez wéréd spélezynnikéw A; dodatnich

m—1
oraz d'—I1=

m__
jest nie mniej niz ujemnych, czyli ze d—1=

Wobee 1(@)=I(%') mamy |d—1—(m—d)|=|d'—1—(@m—d’)],

1 1 .
skad (d—d')-(d-+d'—m—1)=0. Wobec a=rtl d'éql—zl:— wynika

p]
!

A, P
stad, ze d=d'. A wigc iloraz Zi jest dla =2, 3, ..., m dodatni. Biorac

ai=l/j;-i dlai=2, 3, ..., m oraz a;=1 dla+=0, 1 idla ¢>m, stwierdzamy,

ze przeksztalcenie afiniczne, okredlone przez wzory (23), przeksztatca
A na A,

W ten sposéb dowéd twierdzenia zostal zakoriczony.
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Jezeli A jest rozmaitodcis drugiego stopnia w P, to K ()=n--1,
za$, wobec 0=K (M)—k (M) =2 i k& () =n jest
albo kE(Wy=n, albo k(U)=n—I.

Pierwszg mozliwo§é mamy np. w przypadku n-wymiarowej sfery o réw-
naniu

wital4. . Fal—a=0,

druga w przypadku tworu o réwnaniu

2y 224 . Au2=0.
Wynika stad

Wniosek 1. Z punktu widzenia geometrii afinicznej zespolonej istniejg
w P, dokladnie dwa réine typy rozmaitosci stopnia drugiego.

Jezeli K (A)=m<n-+1 oraz K(A)=2, to mamy dokladnie trzy typy,
rézne pod wzgledem afinicznym, reprezentowane przez twory o réwnaniach:
zy i+ Felo=0, zidfalt..422=0,
2zy- 224 Fxl =0

Biorge m=2,3,...,n, otrzymamy Iacznie 3(n—1) typéw tworéw
drugiego stopnia nie bedacych rozmaitosciami, skad wynika

Wniosek 2. Z punkiu widzenia geometrii afinicznej zespolonej istnieje
w P, dokladnie 3n—1 typdw twordw drugiego stopnia.
Zauwazmy, ze wiréd rozmaitodci rzeczywistych o réwnaniu postaci

zit-Ay a4 44, 2=

istnieje n--1 typéw réznych z punktu widzenia geometrii afinicznej
rzeczywistej, natomiast wéréd rozmaitosei o réwnaniu

2zg- 2+ Ay it A, 22=0

1
istnieje EZ réznych typéw. Wynika stad

‘Wniosek 3. Z punkiu widzenio geometrii afinicznej rzeczywistej w prze-
strzeni B, istnieje n—I—E—;———I— 1 réznych rozmaitosci rzeczywistych drugiego

stopnia.

Jezeli U jest tworem rzeczywistym drugiego stopnia w przestrzeni
¥, nie bedacym rozmaitoicia (a wiee jezeli K ()2, przy czym
K (U)=m<n+1), to jego réwnanie kanoniczne ma jednsg z trzech postaci
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$3+A1m%+ . '+Am——1'x31—»1=0
Ay Ay it A, vh=
23:0 'm1+A2 wg‘l‘ . '+Am——1 111~1*0

Jasne jest, ze z punktu widzenia geometrii afiniczne] rzeczywiste]
iqtnieje m réznych tworéw majacych réwnanie pierwszej z tych postaci,

E— —|—1 réznych tworéw majacych réwnanie drugiej postaci, wreszcie

D_"ZL_? +1~—E-— réznych tworéw majacych réwnanie trzeciej postaci.
2

Fgcznie wige tworéw nie bedgeych rozmaitosciami jest

<n+4) Dy Z( )

He=9

n

Z[erl‘ +14+B— ]

M=

A wiec wraz z rozmaitodciami otrzymujemy

n2+5n 2+"i( m)+En+l

m=3

réznych tworéw stopnia drugiego. Jesli n jest liczba nieparzysta, to

r m n—1\ n?f—I1 n+l  n+l
Z(E§)=2(1+2+"'+ 5 )= 1 , E s = g

m=g9

a wige roznych tworédw mamy

ng+-5n—2  mi—1 n n+1

:n2+ 3%—“‘1 -
2 2 2

Jefli za§ n jest liczba parzysta, to |
"Hom (n—]—l) —1 n n? nt+l n

—— = = B——=-,

Z B ( ) ;Z B L 2 4 2 2

a wiec réznych tworéw mamy

n2+5n—2 n* m_

P S — —_—— = 3n—1.
2 2 - 2 T

Stad otrzymujemy

Whniosek 4. Z punktu widzenia geomeirit afinicznej rzeczywiste] w prae-
straeni P, istnieje n?+3n—1 réimych tworbw rzeczywistych drugiego

stopnia.
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416 ROZDZIAL XIX. Klasyfikacja tworéw drugiego stopnia

OWICZENTIA. 1. Czy w przestrzeni % twory o réwnaniach
Ty By By - Tyt Ty Ty Xg 2y Ty 25 =0, Ty Ty + Ty Byt To Ty Ty F2E=0
r6znig sie pod wzgledem afinicznym?

2. Okazaé, ze w przestrzeni O, jedynymi tworami ograniczonymi drugiego
stopnia sa obrazy afiniczne (rzeczywiste) sfer (n—1)-wymiarowych zdegenerowa-
nych lub nie (w sensie przyjetym w Nr 111).

3. Okazaé, ze jezeli U jest rozmaitodcia rzeczywista drugiego stopnia w prze-
strzeni R, i jezeli zbiér 4=%-P, zawiera co najmniej] dwa punkty, to zbiér
P, —4 rozpada sie (i to dokladnie w jeden sposéb) na dwa zhiory rozlaczne, nie-
puste, ktérych wspélnym brzegiem jest 4.

161. Klasyfikacja afiniezna krzywyeh drugiego stopnia. Niech bedzie

dane réwnanie Z 4;;%;-2,=0 o spélezynnikach rzeczywistych tworu
4,j=0
A w przestrzeni ,. Droga elementarnych rachunkéw, opartych na

tzw. twierdzeniu Sturma (zob. Nr 148, str. 375), mozna wyzna-
czy¢ liczbe dodatnich oraz ujemnych pierwiastk6w wielomianéw charak-
terystycznego i pseudocharakterystycznego, a wiec obliczyé oba wskaz-
niki afiniczne i oba wskazniki rzutowe i tym samym calkowicie okre§lié
typ afiniczny tworu 9.

W przypadkach n=2 i #=3 do wyznaczenia tego typu doprowadzi
nas jednak droga bardziej elementarna, oparts na Nr 149. Z udo-
wodnionego tam twierdzenia wynika mianowicie, ze jesli

W (3)=—743+ By 22—B,- A B,

jest wielomianem pseudocharakterystycznym réwnania 2 4,

1,j=0
gdzie B,y==0, to K (A)—L (A) jest zerem wtedy i tylko Wtegly, gdy liczby B,
1 By- B, sy obie dodatnie; w pozostalych zas przypadkach K (2)—L (%)
jest dodatnie. Wynika stad, ze wyznaczenie znaku réimicy K (0)—L ()
(bedacego niezmiennikiem przeksztalceri rzutowych rzeczywistych) nie
nastrecza w przypadku n=2 zadnych trudnofci natury algebraiczne;j.
Réwniez wyznaczenie wartosei K () (czyli rzedu macierzy wielkiego
wyréinika), podobnie jak i wartodei k(%) (czyli rzedu macierzy matego
wyréznika) oraz znaku malego wyréznika m (bedacego z uwagi na wniosek
2 z Nr 146 niezmiennikiem przeksztalceri afinicznych rzeczywistych)
nie nastreeza trudnodei algebraicznych.

Okazemy obecnie, ze w przypadku n=2 te cztery niezmienniki,
mianowicie liczby K(¥), k(¥) oraz znaki przy K(A)—L(Y) i m,
catkowicie wyznaczajg twér U z punktu widzenia geometrii afinicznej
rzeczywiste]. W tym celu zestawimy wartogci tych niezmiennikéw,
jak réwniez wartosei L () i 1(), w nastepujacej tablicy:

5% =0,

R e | -
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I 11 IIr | 1v A% VI VII| VIIL
Nr .
KA) | L) | B(A) | UA) | Postaé kanoniczna Nazwa tworu m | KQO)—L{YW)
3 9 9 5 A g | ROZMaitosé bez punk-
1 it Ay aitdy ol t6w rzeczywistych + 0
2| 3 2 2 —A;2i—4, 23=0 | Elipsa +
3 1 2 0 | @i+-4;23—A4, 23=0 | Hiperbola —
4 1 1 2wy -+ Ao =0 Parabola, 0
Para prostych urojo-
9 e A g nych przecinajacych
5 2 Ayt dyeg=0 sig¢ w punkeie rzeczy- + 0
9 wistym wlagciwym
’ oA e Para prostych urojo-
6 1 L @i+ A ei=0 nych réwnoleglych 0 0
. Para prostych rzZeczy-
7 2 2 0 Ayai—A,23=0 wistych przecinaja- — +
cyeh sie
8 0 1 1 2t A gm0 Para prostych rzeczy- 0
o Lt wistych réwnoleglych -
Para prostych: wlasciwa
9 0 0 22, 2,=0 rzeczywista i nie- 0 -+
wlasciwa
o Prosta wladciwa rze-
10 1 1 2=0 czywista 0 0
1 1
11 0 0 zi=0 Prosta niewlasciwa 0 0

Kolumna T okresla twér, w my$l twierdzenia z Nr 159, z punktu wi-
dzenia geometrii rzutowej zespolonej, za$ lacznie z kolumng IT — 7 punktu
widzenia geometrii rzutowej rzeczywistej. Kolumny I i ITI wyznaczaja
twér, w myél twierdzenia z Nr 160, z punktu widzenia geometrii afiniczne;j
zespolonej, zaé I, I, ITT i IV wyznaczaja twér z punktu widzenia geo-
metrii afinicznej rzeczywiste;.

Kolumny VII i VIII zawieraja mezmlenmkl pomocnicze, a mianowicie
znaki przy m i przy K (¥)—L(¥), ktérych wyznaczenie ]est algebraicz-
nie latwicjsze niz obliczenie I(X) i L().

Jak widaé z tablicy, znajomosé ich, lacznie z wartodciami K(U) i k()
wyznacza calkowicie twér z punktu widzenia geometrii afinicznej
rzeczywiste;.

27 K. Borsuk. Geometrin analityezna
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GWICZENTA. 1. Zbadaé, jakie twory okreslone sa (z punktu widzenia geometrii
afiniczne]j rzeczywistej) przez réwnania:
1028 — 128, 2+ 182, 2+ 200 — 52y - 2+ 34x2=0,
93 — 12y~ 2, + 80wy 2, + 202 ] — 92, - 25+ 10622=0,
68 — 4y @y + 62 1+ 1627 — 40z, x,+ 2523 =0,
82 — 12, - @, + 182, — dad — 122,25+ 92%=0.
2. Dobraé parametr a w taki sposéb, by réwnanie
8ax]+2(6—5a) 2o 2+ 6 (da—3) -2y 23+
+(8a—4)-22 —2(2+0a) z, 2,—(1+8a) 3 =0
przedstawiato dwie proste rzeczywiste réwnolegle. Czym jest krzywa dla pozosta-
lych wartosci parametru a?

162. Klasytikacja afiniczna powierzehni drugiego stopnia. W przypadku
n=3 niezmiennikiem przeksztalcen rzutowych rzeczywistych jest znak
wielkiego wyréznika Dt (na mocy wniosku 2 z Nr 145). Wielomian charak-

3
terystyczny réwnania z 4;;-%;-2;=0 ma postad
5j=0 )

V (2)=—13+B,-A2—By- 1+ By,

Jezeli By==0, to (wobec Nr 149) réinica & (U)—1I () znika wtedy i tylko
wtedy, gdy obie liczby B, i B;- By sa dodatnie. W pozostatych przypad-
kach k(A)—I(X) jest dodatnie. A wiec wyznaczenie znaku réinicy
k() —1(X), bedacej niezmiennikiem przeksztatcen afinicznych rzeczywi-
stych nie nastrecza trudnosci natury algebraicznej. To samo dotyczy
wartodei wskaznikéw K () i k().

Okazemy, e dla rozmaitosci, czyli w przypadku K (U)=4, niezmienniki
K@), k(X), znak réinicy k(X)—I(A) i znak wielkiego wyréinika
M wyznaczaja catkowicie twér z punktu widzenia geometrii afinicznej
rzeczywistej. Tym samym okazemy, Ze ustalenie, czym jest rozmaitosé
drugiego stopnia w przestrzeni J; (z punktu widzenia geometrii afinicz-
nej rzeczywistej), nie nastrecza trudnodci algebraicznych. W tym
celu zestawmy wartodei tych niezmiennikéw, jak réwniez wartodci
L) i 1(A), w tablicy na str. 419.

Wartosé K (A)=4, podana w kolumnie I, znaczy, ze twoér jest rozmai-
toécia, a tacznie z wartoseig L (%), podang w kolumnie II, charakteryzuje
twoér z punktu widzenia geometrii rzutowe]j rzeczywistej.

Kolumny I i IIT charakteryzujg twér z punktu widzenia geometrii
afinicznej zespolonej, za$ kolumny I, II, IIT i IV — 2z punktu widzenia
geometrii afinicznej rzeczywistej.

Kolumny VII i VIII zawierajs niezmienniki pomocnicze, ktérych
wyznaczenie jest algebraicznie prostsze niz bezposrednie obliczanie

icm
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L) i 3(A), co sprawiaé moze pewien klopot, gdyz wymaga wyzna-
czenia znakéw pierwiastkéw réwnania czwartego i trzeciego stopnia.

Jak widaé z tablicy, znajomodé znakéw M i k(A)—I(XA) lacznie z
wartosclami K (U) i k(A) wyznacza calkowicie rozmaitosé A z punktu
widzenia geometrii afinicznej rzeczywistej.

e e Tel -

I | IT | TIX | IV v VI VII| VIII
K () [ LAY | B(A) | LAY Postaé kanoniczna Nazwa tworu P | R(A)—T()
Rozmaitosé
4 3 3 |xj+Ay 2t Ayai+ Ay 2i=0| bez punktéw rze- -+
czywistych
3 3 |wf—A,xl— A, 23— A4, x3=0| Elipsoida -
94 .. ol a_ ol Hiperboloida
PA 3 Vel —drait Ay e+ A, ai=0 dwupowlokowa -
4
. - ol Paraboloida
2 2 |2xyw,+AyaitAdyai=0 eliptyczna -
o 4 0 A ...a__n| Hiperboloida
o 3 1 |af— A, ai— Ay o4 Ay 2i=0 jednopowlokowa +
2 | 0 | 2wymtA,uioAdpai—0 Ef‘;;]%ﬂﬁ;‘iia +

Zauwazmy, ze niezmienniki te nie charakteryzuja juz tworéw nie be-
dacych rozmaitofciami, gdyz np. dla obu réwnan x2+4a?4al==0 i
2}—xi—x;=0 mamy:

K(()=3, k)=2,

M=0, kQ)—I1(A)=0,

mimo ze pierwsze z tych réwnar okresla twoér, ktérego jedynym punk-
tem rzeczywistym jest punkt niewlasciwy {0, 0, 0, 1}, natomiast drugie
okreéla walec obrotowy.

Z tego wzgledu, dla tworéw nie bedacych rozmaitosciami weimiemy,
précz znaku réinicy k(A)—I(A), za pomocniczy niezmiennik znak
réznicy K (W)—L(A). Zauwazmy przede wszystkim, ze w przypadku
K(A)<4 znak tej réznicy daje sie wyznaczyé bez trudnosei algebrai-
cznych. Istotnie, K (q)—L(A)=0, przy czym réwnosé zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie rézne od zera pierwiastki wielomianu
pseudocharakterystycznego

W (4)=A*—B, 43+ B,-A>—B;- 1+ B,
majg znaki jednakowe. Jezeli jednak K (¥)<4, to B,=0 i pierwiastki
te sy identyczne z pierwiastkami wielomianu 213—B,-A*+ B,-1—B;,
ktérego wszystkie pierwiastki sg rzeczywiste. Jezeli B,==0, to w mysl
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twierdzenia z Nr 149 znaki tych pierwiastkéw sg jednakowe wtedy
i tylko wtedy, gdy obie liczby B, i B,-B, sa dodatnie.

Dla tworéw nie bedacych rozmaitosciami rozpoznanie postaci tworu
opieramy wiec na niezmiennikach K () i k(X) oraz na znakach réinic
EQD)—L () i kQ)—I(X). Natomiast pomingé mozemy znak wielkiego

wyréinika i, ktéry dla tworéw tych jest stale zerem. A wige tablica
przybierze postaé:

I (I 1v A% VI VII V.
Nr
K| LW kA3 (A)| Postadé kanoniczna Nazwa tworu K(QU)—L)| &)
Twoér zawierajacy
7 3| 3 |4dyait 4,03+ A, 23=0 | tylko 1 punkt rzeczy- 0
wisty wilasciwy
— 3
Twér zawierajacy
8 212 2,4+ A4, 22+ Ay23=0 | tylko 1 punkt rzeczy- 0
wisty niewlaciwy
—1 3
9 3| 1 |4, 23 —Aya3—Ay23=0 | Stozek -+
10 272 xi— A, xi—Ay23=0 | Walec eliptyczny +
— 1
11 210 22+ A, 2l—A,23=0 | Walec hiperboliczny -+
12 111 2y 2, -+ A, 23=0 Walec paraboliczny +
Para plaszezyzn uro-
9 . o jonych, przecinajg-
13 212 Ay zi+ Ay si=0 cych si’e wzdluz prostej 0
2 rzeczywiste] wlasciwe]
i Para plaszezyzn uro-
14 1t zj+Ay2i=0 jonych réwnoleglych 0 {
Para plaszezyzn rze-
czywistych wlasciwych
15) 2 210 Apai—Ay23=0 przecinajacych sie ’ 4+ 4
wzdluz prostej wias-
ciwej
| 0 Para plaszezyzn rzeczy-
16 1|1 2i— A, x3=0 wistych wlaseiwych + (
réwnolegtych
—
Para plaszczyzn: jedna
17 040 2z 2,=0 wlasciwa, druga + [
niewlaéciwa
18 1111 =0 Plaszezyzna rzeczy- 0 |
wista wlasciwa
— 1
19 100 #=0 Plaszozyzna 0
niewlasciwa

icm
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Kolumna I okreéla twér z punktu widzenia geometrii rzutowej zespolo-
nej, zaé lacznie z kolumng II — z punktu widzenia geometrii rzutowej
rzeczywistej. Kolumny I i IIT okredlajg twor z punktu widzenia geometrii
afiniczne] zespolonej, lacznie za$ z kolumnami ITi IV —z punktu widzenia
geometrii afiniczne] rzeczywistej. Znajomosé kolumn VII i VIIL,
przy znanych wartodciach K () i k(), zastepuje znajomosdé wartosei
L) i 1(AN), dzieki czemu wyznaczenie tworu z punktu widzenia geometrii
afinicznej rzeczywistej nie natrafia na trudnodei algebraiczne.

(WICZENIA. 1. Czym sa z punktu widzenia geometrii afiniczne]j rzeczywiste]
twory, okreélone w J3; przez réwnania:
302 4 dy - 2+ 2% — 4, - @y - 22 - @y +- 503 — 102, w3+ 1025 =0,
B3 -+ dig- 2y 4y 2y 2003 — 6, -+ 2y - 2+ 623 — 107, - 2+ 10z2=0,
davy 0y — 2 -+ 200y @y + 6y - 2y — 2§ — 625 @y — 1825 =0,
2uE — 4wy 2y — 23 4 2, - 25+ 62, g F-u§ — 62y - 2y + 50§ =0,
83 - dity - 2oy 102, - @ty — By g — B2 — 82, -yt 1123 +4x3=0?
2. (zym jest z punktu widzenia geometrii afinicznej rzeczywiste] przecigcie
tworu okreslonego w , przez réwnanie
w2 — 2wy 2y + 2% — By - 2y — Bu] —dwg — 2y 2, +23i=0,

hiperplaszezyzng o réwnaniu 2%y + 2, -+ 23 +2,= 02

163. Tworzace prostoliniowe tworu P (por. Nr 134) sg to proste
polozone catkowicie na tym tworze. Z pojeciem tym w dziedzinie
rzeczywistej spotkaliémy sie juz w Nr 73 (przy walcach i stozkach)
oraz w Nr 76 i Nr 104, gdzie stwierdziliémy istnienie tworzacych prosto-
liniowych dla hiperboloidy jednopowlokowej i dla paraboloidy hiper-
bolicznej.

Obecnie zajmiemy sie kwestia istnienia tworzacych prostoliniowych
dla dowolnych tworéw drugiego stopnia w dziedzinie zesp olonej.

Uklad % prostych, przechodzacych przez dany punkt g, nazywamy
liniowo zalesnym, jezeli istnieje hiperplaszezyzna o wymiarze mniejszym
od k, zawierajaca wszystkie te proste.

Jegdli hiperplaszezyzna taka nie istnieje, to uklad prostych nazywa sig
lintowo niezaleznym.

Sa to oczywidcie pojecia rzutowe. Jasne jest, ze W przypadku, gdy dany
punkt a jest wlasciwy, liniowa, niezaleznoéé ukiadu & prostych, przecho-
dzacych przez ten punkt, jest réwnowazna liniowej niezaleznosci ukladu
ich punktéw niewlaéciwych. '

Dla kaizdego punktu p tworu A drugiego stopnia w przestrzeni I,
oznaczmy przez Ty (p) maksymalng ilodé liniowo niezaleznych tworzacych,
przechodzacych przez punkt p. Zachodzi wéwezas
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Twierdzenie. Jezeli p jest punktem osobliwym tworn A drugiego stopmia
w przestrzent P, to
T(p)="n,
jeteli zad p jest punktem zwyczajnym tworu A, to
w(p)=n—1, gdy K (A)=3, a ry(p)=n—2, gdy K(U)=3.
Dowéd. Poniewaz twierdzenie dotyezy wlasnosci bedacej niezmienni-

kiem ogélnych przeksztalcen rzutowych, wige wobec wniosku 6 z Nr 153
mozemy zalozyé, ze réwnanie tworu U ma postaé

(28) it i =0, gdzie k=K (A)>1.

Punkty osobliwe scharakteryzowane sg przez réwnania x,=0 dla
=0, 1, ..., k—I1. Jedli wigc p={a,, ay, ..., a,} jest punktem zwyczaj-
nym tworu I, to co najmniej jedna ze spéhrzednych ag, ay, ..., a,_;
nie znika; wobec symetrii zalozenl, mozemy przyjaé, ze np. a,=1. Mamy
wiec
(29) 14a2+...4az_ =0

Jezeli prosta przechodzaca przez punkt p ma kierunek {0, ay, ..., a,),
to jej punkty wlaciwe majg postaé:

{Loaytayt, ..., ap_sFog_s-t aytat, ..., a,+a,-t)

By byta ona tworzaca, potrzeba i wystarcza, by réwnoczéénie:

k-1
(30) z &, a;=0
§ =1
oraz
k—1
7=1

Jezeli k=2, to réwnanie (29) ma postaé 14-a}=0, skad a;=-1, za$
réwnanie (30) redukuje si¢ do @;-a;=0, skad @,=0. Zalezno$é (31)
jest wéwezas spelniona. Zatem réwnania (30) i (31) spelnione sa wéwczas
przez. wszystkie kierunki postaci {0, 0, ay, ..., a,}, Wéréd nich za$ jest
n—1 liniowo niezaleznych. A wiec 7y (p)=n—1.

Jezeli k=3, to réwnania (29) i (30) maja postaé

14-a24-a2=0 1 a;-a;}a, a=0.

Obie liczby a; i a, nie znikaja, mozemy wigc zalozyé, ze np. a,==0.
. Ly _ 2
Wéwezas @=-—-=+ay, €O PO podstawieniu do (31) daje “—j-a;+ag=0,

1 as

icm
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czyli ap=0. Wynika stad, ze kierunki tworzacych sg, identyczne z kierun-
kami postaci {0, 0, 0, as, ..., a,}, skad wynika 7y (p)=n—2.

Jezeli wreszcie k>3, to wobec (29) mozemy zalozyé, ze np. a,=<0.
Réwnanie (30) okresla w przestrzeni P,-,, ktérej punkty sa postaci
{01, a9, ..., @}, pewng (n—2)-wymiarows hiperplaszezyzne. Wynika
stad, ze kierunkéw liniowo niezaleznych tworzacych jest co najwyzej
(n—2)+1=n—1. Z (30) otrzymujemy

Ay Gr—1
o= 0p+...+— 0y
1 (a 2 a k 1)’

1 1

co po podstawieniu do (31) daje réwnanie

k=1
(@g- gt Ay Ap—g) 402 - z aj=0,

=2

czyli kierunki tworzacych tworu % przechodzgcych przez p scharakte-
ryzowane sg§ przez réwnanie

=1 k—1

(32) (a2+a?) - al+2 > a,-a;- ;- a;=0.
= ,j=2
1 g

i
I8

Réwnanie to okresla w przestrzeni 3, _,, ktérej punkty sa postaci
{as, ag, ..., a,}, pewien twér stopnia =<2. Gdyby stopieri ten byt <2, to
wobec wniosku 7 z Nr 134, wszystkie podwyznaczniki stopnia 2 macierzy

2 2 . .
attal o, @y Oy
21 g2 .
a,a, atal ... Gyt
2 2
Oy Oy Oy @, ai+ai_,

bylyby réwne zeru. W szezegélnosei byloby

2 2 .
aital  a,a;

2 2
a; o, al+a3

czyli a?-(at+al+a?)=0, skad, wobec a;=0, wynika, ze af+aj+ai=0

dlai=3, 4, ..., (k—1). A wiec a2=a?=...=a}_,. Poza tym mamy
a3+a;  a,a, =0,
G, Gy "0,

czyli a? a,-a3=0, skad a,-a,=0. Zatem Qy=0y=... =, =0, co jednak

wobec a?-+-al-al=0 sprzeczne jest z zaleznoécig (29). A wiec réwn‘a,nie
(32) okredla w przestrzeni P, twor kwadratowy. Stad i z uwagi na
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lemat 1 z Nr 132 wnioskujemy, ze istnieje n—1 liniowo niezaleznych
punktéw postaci {ay, ag, ..., az— ), spelniajacych réwnanie (32), czyli
ze 9 (p ) n—1.

Przejdzmy teraz do przypadku, gdy p jest punktem osobliwym.
Wéwezas p jest postaci {0,0,...,0, a4 ..., a,}. Biorae dowolny punkt

q:{l)u, bls ey bn}
tworu A rézny od p, mamy b24-b34-...4-b7 =0, skad wynika, ze
kaidy punkt prostej faczacej p z ¢, czyli kazdy punkt postaci

{i-bg: -0y, ooy robygy Aaytp-by, oo, A-aptu-b,}

lezy na tworze . Wobec lematu 1 z Nr 132 istnieja na tworze 2 punkty
Q1 Qo> --+» ¢, takie, ze uklad p, gy, gy ..., q, jest liniowo niezalezny.
Proste taczace p z punktami g, stanovnai woéwezas uklad n tworzacych
liniowo niezaleznych.

W ten sposéb dowéd twierdzenia zostat zakodczony.

CWICZENTA. 1. Znale#é réwnania tworzacych prostoliniowych elipsoidy

2
i+

|5
© Iﬁw

R 0,

0

14
przechodzacych przez punkt {1, 7 5’ 2}.
2. Czy na hiperboloidzie dwupowlokowej o réwnaniu
23 —x3—2r}—x3=

istnieje punkt, przez ktéry przechodza dwie tworzace prostopadle?

164. Jednorodno§é rzutowa tworéw drugiego stopnia. ‘W Nr 134
okazaliémy, ze wiréd punktéw tworu drugiego stopnia pewne punkty,
zwane osobliwymi, réznig sie z punktu widzenia geometrii rzutowej od
pozostatych, zwanych zwyczajnymi. Obecnie okazemy, ze w dziedzinie
rzeczywiste] Zadnej innej réznicy rzutowej miedzy punktami tworu
drugiego stopnia juz nie ma. Zachodzi bowiem nastepujace

Twierdzenie. Jezeli punkty rzeczywiste a i b sq bad# obydwa zwyczajnymi,
badz obydwa osobliwymi punktami tworu rzeczywistego I drugiego stopnia
w przestrzens R, to istnieje przekszialcenie rzutowe rzeczywiste @()=A
takie, e (a)=b.

[Nr 164] Jednorodnosé tworéw drugiego stopnia 425
Dowéd. Wobec rzutowego charakteru twierdzenia oraz wobec wniosku
5 z Nr 153, mozemy za&oiyé, ze twor jest dany przez réwnanie

zw?—— x2;=0, gdzie a>0, =0, atp=<n.

i=0 j:l
Niech

a={ag, ay, ...,

.

a,} i b={bg, by ..., D,}.

Jezeli a i b sa punktami zwyczajnymi tworu ¥, to nie wszystkie spol-

rzedne ag, dy, ... ,aa_H; oraz nie Wszystkle spolrzedne by, by, ..., byry

znikaja. Mamy wige Za >0 i podobnie S‘ b?>0. Poniewaz mamy do

7=} = ()
czynienia ze spélrzednymi jednorodnymi, wige mozemy zalozyé, ze

zw -—ZIr:l, a wiec réwniez ze Zua+j~_2ba+]—-l

7=0) g=={) J=1 J=1

W myél twierdzenia z Nr 9 istnieje obrét rzeczywisty @ przestrzeni
O, dokola poczatku ukladu, w ktérego wyniku punkt {(ay, a4, ..., a,)
przejdzie na punkt (1, 0, ..., 0) & C,,,. Podobnie istnieje obrét rzeczywi-
sty v przestrzeni C; dokola poczgtku ukladu, w ktérego wyniku punkt
(@op1s -+ » Qoyp) Przejdzie na punkt (1,0,...,0) eCp Oba te obroty
wyrazajg sie analityoznie jak nastepuje:

i 1

r " ! r
Py Ty ey B)==(T s Tys ooy Bo)s P (Logts oo v Lo f)=(Zap1s -+ Loy p)s
gdzie
(33) By =00 Tyt Byt A0y, w, dlai=0,1,.
! .
(34) %, =0y 041 Tap1HCpata Tagot T Cigip Tagp dla i=1,2, ..., 8,

przy czym macierze

(35) (@) (3, 7=0,1, .., a) 1 (@yaps)(E7=1,2, ..., f)

s rzeczywiste ortogonalne. Wiemy dalej, ze wéréd wskainikéw
0,1, ..., a istnieje taki wskainik 4, Ze 3,0 Niech

(36) m’,.=~——— wyta; dlai>atp.

Gy

Wazory (33), (84), (356) okredlaja lacznie przekszbalcenie rzutowe f
praestizeni Y8, na siebie, pray czym wobec ortogonalnosei macierzy (35)
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a
niezmiennikiem tego przeksztalcenia bedzie zaréwno sumaz x}, jak
=0
I

suma » 22,
i=1
Wynika stad, ze f praeksztalca twoér ¥ na siebie, przy czym — jak
latwo zauwaiyé — punkt

a={ay, a, ...,

Qs a’a-]—l: cer aa-}-ﬂ: aa+ﬂ+1, ciey an}

przejdzie na punkt
¢={1,0,...,0,1,0, ..., 0}.

Podobnie istnieje przeksztalcenie rzutowe rzeczywiste ¢, przy ktérym
twér A przechodzi na siebie, a punkt b na ten sam co poprzednio punks c.
Przeksztalcenie g_,-f, gdzie g, oznacza odwrdcenie g, jest przeksztal-
ceniem rzutowym rzeczywistym przestrzeni %3, na siebie, przy ktérym
twér A przechodzi na siebie, za§ punkt @ na punkt b.

Zalézmy teraz, ze oba punkty @ i b sg osobliwe dla tworu . Wéw-
czas a;=b,=0 dla i=0,1,...,a+8, a wiec a+pf<n, przy czym nie
wszystkie liczby a; dla i>a-f, jak réwniez nie wszystkie liczby b dla
1>a-+f znikajg. W przestrzeni P, 41y ktérej punkty sa postaci
{Zarpyo 2o 4pras o> Lo}, istnieje wowczas przeksztalcenie rzutowe rze-
czywiste, okredlone przez wzory

(37) =00y g1 Cappr1F oot pbe Tatppat 00 T
gdzie i=a-+§-+1, ..., n, przy ktérym punkt

@' ={Gatpi1s Tatpros o> O}
przejdzie na punkt

b'={bor i1 Darpras s Oy}
Uzupemiajgc wzory (37) przez wzory
c=x,; dla 1=0,1,..., (a+8),
otrzymamy takie przeksztalcenie rzutowe przestrzeni {8, na siebie, ze
twér A przechodzi sam na siebie, a punkt @ na punkt b.
W ten sposéb dowéd twierdzenia zostal zakoriczony.

Ca - . xz ma
CWICZENTIA. 1. Elipse o réwnaniu Zl—l——gg—mg:O przekszialcié na siebie

L 6 . ,— 6 o — '
rzutowo w taki sposéb, by punkt (1, T -V13, Ty V13) przeszed} na punkt {1, 2, 0}.

icm
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2. Niech a=={ay, a1, a5, a5} 1 b={by, by, by, b;} beda punktami rzeczywistymi
22 x? ?

elipsoidy c—%~|« ;§+c—‘§ﬂx(’,=0. Znalesé przeksztalcenie rzutowe rzeczywiste, przy

ktérym ta elipsoida przechodzi na siebie w taki sposéb, ze punkt a przechodzi na

punkt b. Czy przeksztalcenie to musi byé afiniczne?

165. Tworzace prostoliniowe rzeczywiste. W Nr 163 udowodnili§émy
twierdzenie o istnieniu tworzgcych na tworach drugiego stopnia, nalezace
do geometrii rzutowej zespolonej w przestrzeni §5,. Obecnie zajmiemy
si¢ zbadaniem, jak podobne zagadnienie rozwigzuje sie w dziedzinie
rzeczywiste]. Zaczniemy od dowodu lematu nastepujacego:

Lemat. Aby twir raeczywisty W drugiego stopnia w przestrzent P, zawieral
wklad n-+1 punktéw rzeczywistych liniowo niezaleinych, potrzeba 1 wystarcza,
by L (A)< K ().

Dowdéd. Poniewaz wlasnosé, ktéra nalezy udowodnié, jest niezmien-
nikiem przeksztalcen rzutowych rzeczywistych, wiee z uwagi na wniosek
5 z Nr 153 mozemy zalozyé, ze I ma réwnanie postaci

(38) B2t Al —al g —. . — g =0, gdzie a+1=4.
Wéwezas: ,
KW=a+p+1, LA)=a+1—4 i aotp=n.

Jezeli L(A)=K (%), to réwnanie (38) ma postaé z2+4wx2-+t...4+25=0,
czyli f=0, a wige punkty rzeczywiste tworu U sa identyczne z punktami
przestrzeni P, postaci {0, 0, ..., 0, Zoqq; - -+, x,}. Jasne jest, Ze punkty te
tworza w P, pewny hiperplaszczyzne rzutows (n—o—1)-wymiarows,
a wiec zbiér ich nie zawiera ukladu zlozonego z n+-1 punktéw liniowo
niezaleznych. :

By okazaé, ze w przypadku L()<K(¥) twoér zawiera uklad n+1
punktéw rzeczywistych liniowo niezaleznych, postuzymy sig metoda
indukeji wzgledem liczby m=a-p. Jeieli m=1, to réwnanie ma postaé
x—az?=0. Punkty:
po={1,—1,0,...,0}, p={1,1,0,...,0} i p,={1,1,6;, 5, <00}

dla 1=2,3,...,n
stanowia, wéwezas uktad n-1 punktéw tworu liniowo niezaleznych. Zaléz-
my wiec, ze m=a-+p>11 ze dla mniejszych wartogei liczby m lemat jest
prawdziwy (bez wzgledu na warto§é n). W mysl tego zalozenia, W prze-
strzeni §8,,, istnieje uklad n punkt6éw rzeczywistych liniowo niezaleznych
postaci {@y, @,, ..., ¢,} speliajacych réwnanie

m%—*"mg""‘ . .+x2_$2+1‘- .:—-mﬁ_{_ﬁ:O.
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Dopisujac do spéhzednych kazdego z tych punktéw spoirzedns,
2,=0, otrzymamy uklad liniowo niezalezny zlozony z punktéw rzeczy-
wistych niewladciwych przestrzeni 9, speiniajacych réwnanie (38).
Wraz z punktem {1, 8211, 62+1, .., 6571} punkty te tworzg uktad n+1
punktéw rzeczywistych przestrzeni ., ktérego istnienie bylo do okazania.

Oznaczmy przez ty (p) maksymalng liczbe liniowo niezaleznych two-
rzacych rzeczywistych tworu U, przechodzacych przez punkt p. Udo-
wodnimy nastepujace

Twierdzenie. Niech U bedzie tworem rzeczywistym drugiego stopnia
w przestrzens L, dla ktdrego

K (A)—L () >4,

Wéwcezas ty (p)=n, jezeli p jest rzeczywistym punktem osobliwym tworu
U, 20 ty (p)=n—1, jezels p jest rzeczywistym punktem zwyczajnym tworw A.

Dowéd. Mozemy przyjaé, ze réwnanie tworu ma postaé (38), gdzie
a+14+pf—(a+1—pf)=4, czyli f=2. Zalézmy najpierw, ze na U istnieja
punkty rzeczywiste osobliwe i niech p bedzie jednym z nich. W mysl
lematu istnieja na U punkty rzeczywiste py, P, ..., P, ktére lacznie
z p stanowig uklad liniowo niezalezny. Poniewaz p jest punktem oso-
bliwym, wiec w mysl definicji punktéw osobliwych (ob. Nr 134) kazda
z prostych laczacych p z p;, gdzie i=1, 2, ..., n, jest tworzaca tworu .
W ten sposéb otrzymujemy ukiad 7 liniowo niezaleznych tworzacych
rzeczywistych, przechodzacych przez p.

Zatézmy teraz, ze p jest punktem rzeczywistym zwyczajnym tworu .
Mamy okazad, ze ty(p)=n — 1. Wobec twierdzenia z Nr 164, wystarczy
tego dowiesé w przypadku, gdy

p={1, &1, 6371, ..., 6i 1} & A

Dla kazdego punktu niewlagciwego ¢={0, ¢, Cs, ..., ¢,} przestrzeni

B, punkty prostej laczace] p i ¢ sa postaci
{2, 2054 p-ey, 205 pu ey, ooy A8 T piec, )

gdzie 1 i u nie znikajg jednoczeénie. Aby prosta ta byla tworzaca
tworu U, potrzeba i wystarcza, by tozsamodciowo spelmions byla
zalezno$é

22pt(ed el i =i — G p) =2 A e Gy — 2=0,
czyli by bylo ¢, ;=0 oraz

(39) ‘ ci4cit. . Fei—cli—. . ¢l =0.

[
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Z udowodnionego lematu wynika, wobec 82, ze w przestrzeni 3, _,,
ktérej punkty sa postaci {c;, ¢y, ..., Cos Carps +-e» Cotpy o3 Co}, Istnieje
uklad liniowo niezalezny zloiony z n—1 punktéw rzeczywistych, spel-
niajacych réwnanie (39). Wéwezas odpowiadajace im punkty

{0,615 €30 ey Cay 0, Gy ooy €}

przestrzeni P8, sg réwniez liniowo niezaleine. Sg to kierunki tworzacych
rzeczywistych przechodzacych przez punkt p. A wige przez p przechodzi
n—1 tworzacych rzeczywistych liniowo niezaleznych. Poniewaz w mysl
twierdzenia z Nr 163 przez p nie przechodzi wiecej niz n—1 liniowo
niezaleinych tworzacych, wiec dowdd twierdzenia zostal zakonczony.

Twierdzenie to obejmuje jako szczegblny przypadek twierdzenie
z Nr 105, dotyczgce tworzacych prostoliniowych hiperboloidy jednopo-
wlokowej i paraboloidy hiperboliczne;j.

CWICZENIA. 1. Znalezé trzy tworzace rzeczywiste liniowo niezalezne, prze-

1
chodzace przez punkt {1, 1,1, > 1} tworu okre§lonego w §, przez réwnanie

@3-+ 208 4 3w —dad — 525 =0.

Zbadaé, czy twér ten zawiera plaszczyzne.

2. Okazaé, ze przez kazdy punkt rzeczywisty zwyczajny tworu rzeczywistego
2 drugiego stopnia, spelniajacego warunek K (A)—L(A)<4, przechodzi jedynie
n—I(A)+1 tworzacych rzeczywistych liniowo niezaleznych.
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