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1. Przedmiot i metoda geometrii analityeznej. W swych poczatkach
geometria byla zbiorem przepiséw praktycznych, dotyczacych wykony-
wania pomiaréw rozmaitych przedmiotéw materialnych. Juz jednak w
starozytnodei odbiega od tych poczatkéw, a okolo 300 r. przed Nar.
Chr. otrzymuje w dziele matematyka greckiego Buklidosa, w tzw.
Elementach (ovouyeie) postaé nauki abstrakeyjnej, w ktérej niejasne
pojecie przedmiotu materialnego zastapione zostalo przez pojecie figury
geometrycznej, bedacej jakby jego idealizacja. Polega ona na tym, #e
ze wszystkich ‘wlasnofci przedmiotéw materialnych bierze sie pod
uwage jedynie te, ktére dotycza wielkosei i ksztattu, a wiee ktére dla
danego przedmiotu zalezg jedynie od wzajemnych odleglodci miedzy
jego punktami. W szczegélnogei natura samych punktéw jest dla geo-
metry obojetna, wlasnoéei zaé figur nie réznigeych sie ani wielkodcia,
ani ksztaltem, czyli tzw. figur praystajacych, sy identyczne. Sprecyzujmy
nieco to ostatnie pojecie.

Figury P iQ sa preystajqce, jezeli istnieje prayporzadkowanie kazdemu
punktowi figury P takiego punktu figury Q, e odleglodé dwu jakich-
kolwiek punktéw p, i p, figury P jest stale réwna odleglogei przyporzad-
kowanych im punktéw ¢, i g, figury @, pray czym kazdy punkt figury
Q jest przyporzadkowany pewnemu punktowi figury P. Przyporzad-
kowanie takie nazywa sie przeksztatceniem 1zometrycanym figury P na
tigurg @ lub krétko izometrig.

Geometria jest wiec nauks o takich whasnogciach figur, ktére wraz z
dang figurg przystuguja wszystkim figurom do niej przystajacym, czyli
nauky o tzw. wlasnodciach metrycenych czyli niezmiennikach izometrii.

Przez figury -rozumiemy przy tym zbiory punktéw nalezgeych do
pewnego stalego zbioru punktéw zwanego praestrzenia,.

By pojecie izometrii mialo sens, musi byé dla’ kazdych dwéch
punktéw p, ¢ rozpatrywanej przestrzeni okreglona liczba nieujemna
o(p,q), zwana odleglodcig. O odlegloéei tej zaklada sie przy tym, ze
spelnia ona trzy nastepujace warunki:
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1oy, 0)=e(q, p),
2. 0(p,q)==0 wtedy i tylko wtedy, gdy p=q,
3. dla kazdych trzech punktéw p,q,7 jest o (p,r)<0(p,q) +o(g,7).

Ostatni z tych warunkéw nazywa sie zwykle nierdwnodeig tréjkata.

Zbiér punktéw, dla ktérych par okreslona jest odleglosé o spemiajaca
te warunki, czyli zbidr 2metryzowany przez funkeje o, nazywa sie pree-
straeniq melrycang.

Qeometria danej przestrzeni metryeznej jest to teoria niezmiennikéw
izomelris figur w niej lezgeych.

Badania geometryczne nie ograniczajs sie bynajmniej do zakresu
przestrzeni metrycznych: w czedel drugiej i trzeciej tej ksiazki spotkamy
sio z rozwazaniami, ktére w sposéb naturalny doprowadza nas do roz-
wagzanis przestrzend o zupelnie innym charakterze.

Najbardziej znanymi praykladami przestrzeni metrycznych sa prosta
eullidesowa My, plaszezyena eullidesowa E, oraz przestrzen euklidesowa
tréjuymiarowa My Kazdy podzbiér jakiejkolwiek przestrzeni metry-
cznej réwniez moze byé uwazany za przestrzen metryczng. '

Galgs geometrii, ktérs tutaj bedziemy sie zajmowaé, nazywa sie
analityceng ze wzgledu na uzyta w niej metode. Metoda ta polega fxa
tym, %e polozenie punktéw wyznacza sig przy pomocy pewnych u.kl&dow
liczb, zwanych spélrzednymi i przy pomocy rachunkéw na tych liczbach
bada sie wlasnodci geometryczne figur. . ' .

Nalezy wyraznie zaznaczy6, ze spoirzedne graja role ]edy?ue na,rzgdz%a.,
a naprawde interesuje nas tylko treé¢ geometryczna, za ich posrednic-
twem. wyrazona. Bedziemy wige przywiazywaé wage do tego, l?y wpro-
wadzane pojecia (nie bedace tylko skrétami rachunk'owyml)' gla}y
c]mmkterlnicamlo?,ny od spélrzednych, to znaczy, by w wh. defuu(?]ach
nie méwilo sie (bezpogrednio czy posrednio) o spéh*zgdnych', lecz ]e(,iy—
nie o wlasno$ciach wynikajacych z wzajemnego rozmieszezenia punktéw.

" To bedziemy mieli na mysli, méwiac o geometrycznym charakterze pojeé.

Jedli w szezeg6lnogei przestrzen jest metryczna, to poddanie jej
przeksztatceniu izometrycznemu, na ogdt zmieniajacemu spélrzedne, nie
Wplywa na zmiane wzajemnego rozmieszczenia punktéw. Z tego Wzgl?du
wszelkie pojecia geometryczne zachowuja przy przgkszt’ah?emu izo-
metrycznym swéj sens. To bedziemy mieli na my§$li, méwige o nie-
amienmiczym charaklerze tych pojed. ‘ |

UWAGT HISTORYCZNE. Jak juz bylo wspomniane, analityczna Ifletoda, vg)ro—
wadzona zostala do geometrii przez filozofa i matematyka francuskiego %11‘3{;::
cartos’s (1596-1660), w duiele pt. La Gdometrie wydanym w roku 1637.

i t
pozostawionych prezez wipolezesnego mu matematyka francusﬁngo ];{.ef‘ozgm; :
%vya:miku, 7o doszedl on pare lat wezednie] do podobnych wynikéw. :
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lityezna przyczynila sie nie tylko do odkrycia szerogu nowych faktow goornatyy-
cznych, ale pozwolila réwniez na bardziej ogélne i systematyczne ujecie faktow
znanych juz dawniej, w szczegélnosel teorii stozkowych powstalej w koren I11
wieku przed Nar. Chr., dzigki pracom materatyka okresu hellenistycznogo
Apoloniusza z Pergi.

Analityczna metoda pozwolila ogromnie rozszerzyé zakres bada goeomaotry-
cznych, a w szezegélnodel dzieki powstalemu (okolo roku 1665) rachunkowi rdzni-
czkowemu (odkrytemu niezaleznie przez matematyksa i fizyke angiolskiego I,
Newtona oraz filozofa niemieckiego G. W. Leibniza) doprowadzita do pow-
stania geometrii rézniczkowej.

Dalszy istotny krok naprzéd uczynila metoda analityczna w geometrii z chwily,
wprowadzenia, spélrzednych jednorodnych (okolo roku 1828), dzigki pracom
matematykow niemieckich A. F. Mébiusa i J. Pliickera. Pozwolily one spro-
wadzié na grunt baden analitycznych wyniki rozwijajace] sie w tym czasie (przede
wszystkim dzigki badaniom matematyks francuskiego J. V. Ponceleta) goo-
metrii rzutowe], obejmujacej w szezegbnodei szereg dawniej juz znanych twierdzer
geometrycznych. Nalezg do nich niektére twierdzenin zaliczano zazwyczaj do
geometrii elementarnej, jak twierdzenia geometréw aleksandryjskich Pappuse
(wiek IV po Nar. Chr.) i Menelausa (wiek I po Nar. Chr.) oraz twiordzonie
o tzw. tréjkatach perspektywicznych, odkryte przez G Desargues’n, mato-
matyka francuskiego z XVII wieku. Nalezy do nich réwnies glodne twierdzenie
o szeSciokgeie wpisanym w stozkows, odkryte w roku 1640 przez znakomitego
myéliciela francuskiego B. Pascala, jak réwnies dwoisty odpowiednik tego twier-
dzenia, odkryty w roku 1806 przez matematyka francuskiego Ch.J. Brianchona.
Badania Ponceleta rzucily §wiatlo na zaleznodé migdzy tymi dwoma ostatnimi
twierdzeniami, doprowadzajac do odkrycia tzw. zasady dwoistodei. Drzieki
wynikom Pliickera, zasada ta znalazla swéj wyraz réwniez na gruncie geometrii
analitycznej.

Odkrycie geometrii nieeuklidesowe] przez matematyka rosyjskiego N. FEo-
baczewskiego (w roku 1829) oraz matematyke wegierskiego J. Bolyai de
Bolya (w roku 1832) zwrécilo zainteresowania geometrédw w kierunku bardziej
ogblnych przestrzeni. W szezegblnodei przedmiotem badan matematyka niemio-
ckiego H. Grassmanna staly sie (ckolo roku 1844) przestrzenie n-wymiarowe,
& tzw. urojone twory geometryczne, Ltére wystepuja juz w badaniach Pon-
celeta, stajg sie (od polowy XIX wieku) polem obszernych badai wielu mate-
matykéw, wiréd ktérych nalezy wymienié matematyke niemieckiego Ch. von
Staudta oraz matematykéw francuskich M. Chasles’a, B. Laguerre’a i G.
Darboux.

Jednoczeénie pojawiajg sie dasenia do oparcia caloksztaltu badai geometry-
cznych na jednolitej podstawie analitycznej. Staje sie nig teoria niezmiennikéw
przeksztalcert liniowych rozwinieta Przez matematykéw angielskich A. Cayleya,
J. J. Sylvestera i G. Salmona. Do dalszego ustalenia zwigzku migdzy teorig
przeksztalcenn a geometrig przyczynis sie tzw. program z Erlangen, sformutowany
W roku 1872 przez matematyka niemieckiego F. Kleina.

) QWICZENIA. 1. Czy punkty okregu beda tworzyly. przestrzed metryczng,
jesli za odleglogé dwéeh punktéw uwazad bedziemy dlugogé muniejszego z tukéw

wyznaczonych. przez te punkty (w razie identycznodei punktéw, luk ten zredukuje
sig do punktu)?
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2. Tlo istnicjo izometrii przeksztaleajacych kwadrat na siebie?

8. W zhiorze zlozonym z czterech elementéw ey s, €3, €4 Okredlona jest funkeja
oep )2 i |39 |37 |24 18 i —7 | dla 4, j=1, 2, 3, 4. Czy moze ona byé
uwazans za odleglodé, a jesli tak, to czy otrzymena w ten sposéb przestrzer me-
tryezna jost izometryezne z jakimkolwiek podzbiorem przestrzeni euklidesowej
1

2. Przesirzen kartezjanska jednowymiarowa®. Na prostej euklidesowej
B, obierzmy dowolny punkt o za tzw. pocaqtek.

Drzieli on Ky na dwie pélproste. Przyjmujac ktérakolwiek z nich za -
dodatniq, a pozostaly za wjemnq, otrzymamy tzw. prostq zorientowang,
ezyli 0.

Wowezas  kaidemu punktowi pe B, przyporzadkujmy jako jego
tow. spdlraedng kartezjarske liczbe réwng odleglosei g (o, p), jesli punkt
lezy na polprostej dodatniej, zag liczbe —o(o, p), jedli lezy on na pél-
progtej wjemnej.

W ten sposéb kazdemu punktowi prostej odpowiada pewna liczba
rrecrywista, zad kazdej liczbie rzeczywistej — punkt.

Prosta, dla ktérej punktéw ustalono w taki sposéb'spélrzedne, nazywa
si¢ sty KHezbouaq.

Punlty jej mozemy uwaza¢ (w my$l zasady, ze natura punktu jest
zasadniczo dla geometry obojetna) za liczby rzeczywiste lub tez za
uklady zlozone z poszezegélnych lieczb (x). Odlegloéé punktéw (x') i (z”
wyrazi sie wéwozas wzorem

o(@), (@) =lo'—a"|=V (w—a").

Otrzymana w ten sposéb przestrzed metryczng oznaczaé bedziemy
przez Cy i nazywaé przestrzenie jednowymiarowog kartezjartska Tub prostq
kartezjarisha.

Réini sie ona od euklidesowej prostej F, jedynie tym, ze sprecyzowans
zostala natura jej punktéw (jako ukladéw jednoliczbowych), co — j?,k
juz zaznaczyliémy — z punktu widzenia geometrii jest bez znaczenia.

By daé przyklad stosowania spélrzednych do zaga,dJ'aie'ﬁ geometry-
cznych w przestrzeni Oy, okazmy, ze odcinek ma dokladnie jeden érodel_{.
Istotnie, érodkiem odeinka o (réznych) koricach (') i (") na.zy:va, sie
taki punkt (z), ze of(e), (@'))=0(@®), (#")) czyli (z—a')*=(z—=")% co

wobec a’==x" réwnowaine jest réwnosei g=73 (' +2").

GWICZENTIA. 1. W przestrzeni Oy dane sa dwa rézne p.unkty p’:l(w') i p”=(:76::).
Dia danej liczby dodatniej A znalefd punkt p=(x) taki, by o(p, p')=24.e(p, p").
Tlo takich punktéw istnieje?

1 Nazwa to pochodzi od nazwiske matematyke i filozofa francuskiego R.
Doscartes’a, » laciiska zwanego Kartezjuszem (1596—1850).

) #ir')] Apia
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2. Majac dane w przestrzeni O, tray rézne punkby py= (), Py==(®y), Py-=(iy),

maleté punkt p=(z) tali, by @@y ps) * 0 (P P2)=0 (D2 23) * ¢ (0> 11). Ilo takich
punktéw istnieje?

3. Przestrzen kartezjanska dwuwymiarowa. Na plaszezyinie euklideso-

wej H, wetmy pod uwage dwie przecinajace si¢ proste i na kazdej z nich
ustalmy spélrzedne kartezjanskie, ktérych wspdlnym poczatkicm o jest
punkt przecigeia obu prostych (rys. 1),
Ustalmy dalej kolejnogé obu otrzymanych
w ten sposéb osi liezbowych, nazywajac
spélrzedne na pierwszej z nich odeigtyms,
na drugiej zad reednyma.

Tak uporzadkowane osie tworzg na pla-
szezyinie I, kartezjastsls wlkiad spdlrzed-
‘nych.

Kazdemu punktowi p plaszezyzny K,
odpowiadaja wéwezas dwie liczby: od-
cieta ', bedaca na pierwszej osi spéirzedng punktu przeciecia tej osi
z prosty przez p réwnolegly do drugiej osi, oraz rzedna a2, bedgcea
spélrzedng na drugiej osi jej punktu przecigcia z prosta przez p, réwno-
leghy do osi pierwszej*. Na odwrét, kazdej parze liczb (2%, 22), z uwzgled-
nieniem ich porzgdku, odpowiada na [, dokladnie jeden punkt p,
majacy #' za swg odcigta, zad 2? za swg rzedna. Liczby at i 22 nazywajg,
sig spblrzednymi kartezjoriskimi punktu p. ‘

W ten sposéb punktom plaszezyzny B, odpowiadajs uporzadkowane
pary liczb rzeczywistych i na odwrét. Punkt p plaszezyzny E, o odoigte]
@' i rzgdnej 2? identyfikowaé mozemy z pars uporzadkowans (at, x?)
piszac p==(z, z?). :

Jezeli w szczegdlnodei osie sg prostopadle, to spélrzedne kartezjari-
skie nazywaja sie prostokainyms.

Dla zaznaczenia, ze chodzi o spélrzedne prostokatne, wskazniki
bedziemy pisaé u dolu, oznaczajac odciets, przez x;, zas rzedng przez Ty,

Przy spéhrzednych prostokatnych odleglosé dwéch punktéw p=
=(x1', %) 1 p"=(z,", %,") wyraza sie tzw. weorem Pitagorasa®:

(1) o(p’, 29”)=Q((x1': zy'), (21", xz”))=V (21 —,")2 4 (%' —w,")2
Zbiér par uporzadkowanych (z,,z,) liczb rzeczywistych, zmetry-

zowany przez ten wzér, jest przystajacy do H,. Jest on tzw. pree-
tsrzemiq dwuwymiarowq (czyli plaszczyzng) kartezjarisky O,

H

* Oczywibcie z' i 2® nie oznaczaja tutaj pierwszej i ie] potogl li
7 ' : j 1 drugiej potegi liczby w.
Cyfry .1 i 2 graja tu role jedynie wskagnikéw. ¢ Y
* Pitagoras, matematyk i filozof grecki z VI wisku przed Nar. Chr.
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By zilustrowaé zastosowanie spélrzednyeh do geometrii plaszezyzny,
zbadajmy, czym jest zbiér punktéw jednakowo oddalonych od dwéch
danych. réznych punktéw plaszezyzny. W tym celu obierzmy spél-
rzgdne prostokatne tak, by danymi punktami byly punkty (—a,0) i
(@,0), gdzie a=:0. Punkt (2, #,) ma od nich jednakowe odlegtosci wtedy
i tylko wtedy, gdy (#,+4-a)?+a)=(2,—a)2+}, co réwnoznaczne jest
z warunkiom z,=0, charakteryzujacym oczywidcie punkty lezace na
osi rzednych. A wiee badany zbiér punktéw jest prosts.

Dodatnie pélproste ukladu osi spélrzednych wyznaczaja w plaszezys-
nie dwa dopelniajace sie obszary katowe. Niech « oznacza wielkosé
kata mniejszego z nich; a wige 0<a<m. Przez obrét pierwszej osi o
kat o mozemy wige doprowadzié ja do przyjecia polozenia osi drugiej.
Zmieniajac porzgdek osi, nie zmienimy wprawdzie kata a, Jecz zmienimy
kierunok obrotn, przeprowadzajacego pierwszg o§ w druga, na przeciwny.
‘W ten sposéb, z punktu widzenia intuicyjnego, ustalenie porzadku osi
spolrzednych jest réwnoznaczne z ustaleniem pewnego kierunku obrotéw
na plaszezysnie,

7 tego wrgledu plaszezyzne, na ktérej ustalony zostal kartezjariski
uklad osi, nazywamy zorientowandg.

Przestrzen O, jest wiece zorientowana.

Zajmiemy sig nieco blizej kwestia liczenia katéw na plaszezyznie C,.
Przez frodek ¢ dowolnego okregu S lezacego w O, przeprowadimy dwie
pélproste o wspélnym poczatku ¢, przy czym pierwsza z nich L; niech
przejdzie przez punkt a, okregu S, majacy najwieksza odcigta, druga
za Ly przez punkt a, tegoz okregu o naj-
wielsszej rzednej (rys. 2). Ograniczajg one
w plaszozyinie C, prostokatny obszar
katowy, zwany pierwszq éwiartkq (o wierz-
chotku c¢). Jest to wiec zbiér punktéw,
ktérych odcieta jest wigksza od odcigtej. .
punktu ¢, rzedna zad — od rzednej. ° X
Lesgog w niej czeéé okregu S nazwijmy Rys. 2 °
pierwszq  ¢wiartkq tego okregu. Niech
teraz I oznacza dowolng polprosta w O, o poczatku w c. Punkt
a, w ktérym L przecina S, dzieli wraz z punktem a, okrag na dway
tuki (z ktérych jeden moze redukowaé sie do punktu, a wowezas dl:ugl
wypelnia caly okrag). Przez - o, o oznaczmy ten z nich, ktéry badz zawiera
pierwszg, éwiartke okregu, badZ sig w niej mieéci.

Stosunek dtugosei tego tuku do diugoéei promienia okregu S nazywa
sie kqtem o poczatkowym ramieniu Ly, & koteowym L.
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Kat ten oznaczmy przez <(Ly, L), przy czym umawiamy sie, ze dany
jest on jedynie z dokladnogeis do skladnika bedgcego wielokrotnodeiy 2o,
czyli ze za katy o poczatkowym ramieniu L, i kodcowym L uwaza-
my wszystkie liezby postaci <((Ly, L)-42km, gdzie k=-0, -1, 4-2, ...
Jesli teraz L' jest jakimkolwiek innym promieniem wychodzgcym z
punktu ¢, to za kat o poczatkowym ramieniu L, & koncowym L’ uwazamy
liezbe (L, L')= (L, L')—<(Ly, L), jak réwniez kazda, liezbe rézmiaces
sie od (L, L') o calkowity wielokrotnogé liczby 2.

Przez amplitude punktu p plaszezyzny C, réinego od o rozumieé bedzie-
my kat, ktéry pélprosta o poczatku o, przechodzaca przez p, tworzy
z dodatnig poélprosts osi odcigtych; amplituda punktu p=0 jest wiec
liczbg, okredlong z dokladnoseig do skladnika 2km. Za amplitude punktu
o uwazamy kazda liczbe rzeczywista.

Odlegto$é r=¢ (0, p) nazywa sie promieniem wodzqcym.

Dla p=o0 amplituda nie jest okreslona, za§ promieri wodzacy jost
zerem.

Promien wodzacy r oraz amplitude 6 nazywamy spélrzednymi biegu-
nowymi punktu p; punkt p=(z;,2,) o spéhrzednych biegunowych
i 0 oznaczaé bedziemy przez b(r, 6). Miedzy spélrzednymi biegunowymi
a prostokatnymi zachodza, jak latwo zauwazyé, zaleznogei:

(2) x,=r - cos 0, Ty==r + 8in 0

Czasem wygodnie jest zakres zmiennogci promienia wodzgoego »
rozeiagnad i na liczby ujemne. Zmianie znaku r towarzyszy jednoczesne
zastapienie amplitudy 0 przez 0+x. Wzory (2) nie ulegaja wowezag
zmianie.

Skorzystajmy z wzoréw (2), aby wyrazié funkcje trygonometryczne
‘ kata o o wierzchotku o (rys. 8), ktérego
e ramie poczatkowe przechodzi przez punkt

a=(ay, as)==0, za$§ ramie korcowe przez

punkt b=(b;, b,)=F0. Wéwezas w=pF—a,

gdzie o oznacza amplitude punktu a, zas

p amplitude punktu b. Promienie wodzace

tych punktéw sy odpowiednio réwne

Vata i V bi4-b2. Stad ize wzoréw
< (2) otrzymujemy:

Riys. 3 ‘ay a
Ccos az—"‘;“—"_g, sin VE=F MLE_____»_,
_ Vai+as V ad+ al
co8s ﬂ: bl bz

-, Sinﬂz‘ —
V bi+-b3 Voib2
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Wynika stad, ze
008 m==008 (ff—a)= cos f * cos a-+sin f - sin o=

(3) — @y by4-ay by
Vaita: VRTey

8in w==gin (f—oa)==sin § - cos & — cos f - sin a=
o Oytby—ay by
- IS p e
V@i +a3- Vit b3

CWICZENIA: 1. W plaszesyinie B, dany jest uklad spéhrzednych kartezjan-
skich, kbtdrogo osie tworzg kat 0, gdzie 0<f<n. Okazaé, ze kwadrat odleglosei
punktow (wg,a) 1 (0", 0) rowny jost

( 4)

(g om0y ") (g =09 )2 -+ 2 a0y — @y ) * (03— 1y) - cOs 6.
2, Majae dano tray rdzme punkty przestrzeni Cy:

==y, ), b=(by, by), ¢==(C15Ca)s

vmaloé punkt jednakowo od nich oddalony. Z otrzymanego rozwigzania wy-
wnioskowné, #e warunkiem koniecznym i dostatecznym spéHiniowosel ezyli
lezenia punktéw a, b i ¢ na jedne] proste] jest znikanie wyznacznika'

1 ap a
1 b, b,
1 ¢ ¢

8. Okazat, 7z odloglogé punktéw b(r, 0) i b(r’, 0') xéwna sie

']/'r“—{-r’z-—er’ - cos (H—07).

4. Przestrzen kartezjanska tréjwymiarowa. W euklidesowe] przestrzeni
tréjwymiarowej Hy weimy trzy proste Ly, L,, L, nie lezace w je@ej
plaszezyznie i przechodzgce przez jeden punkt o. Ustalmy na nich
spolrzedne kartezjanskie o wspélnym poczatku o. Osie @e w porz‘ekdkut
ustalonym przez ich wskafniki tworza w przestrzeni By kartezjartski
wullad spdlrzednych. . _

Kazdemu punktowi p przestrzeni Hy przyporzadkujmy trzy hczl?y
at, a2, a®, gdzie x* dlai=1, 2, 3 oznacza sp6lrzedng na L; punktu przecie-
ciav I, 7 plaszozyzny IT, przechodzacs przez p iréwnolegls do obu pozosta-

1 Zngady teorli wyznacznikéw i réwnan liniowych, ktféz:ych znajz?moéc.i zak?adaué
'b‘qs(ilziemy w delezym ciggu, znalezé moina np. W ksiazce W. Slerplﬁsklzgo,
Zasady  Algebry Wyzszej, Monografie Matematyczne, tom XTI, Warszawa, 1946.
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Liczby te nazywajy si¢ kartezjost-
skimi spdlrzednymi punktu p w ukladzie
o osiach Ly, Ly, Ly,

W ten sposdb kazdemu punktowi P
przestrzeni K, odpowiada uporzgd-
kowana trojka liczb raeczywistych
(#, 2% 2%). Na odwrét, majac dane try, y
liezby #, 2, 2®, przeprowadzmy przoz
punkt () osi L, plaszezyzng IT, réwno-
legla do obu osi pozostalych. Plasz-
czyzny II, i IT, przetng sig wzdtuz pro-
stej L' réwnoleglej do L, i przecinaj 4,06j
plaszezyzne I, w punkeie p o spol-
rzgdnych a1, @2 a®. W ten sposéb kazdej tréjce uporzadkowanoj liczb

Rys. 4

rzeczywistych (2, 22, a®) odpowiada punkt p przestrzeni Ky, dla

ktérego liczby te sa kolejnymi spélrzednymi. Punkt ten bedziomy
identyfikowaé z tréjka, uporzadkowang (2%, %, &%), piszac p=(al, a2, ),

Jezeli w szezegblnosei kazda z osi Ly, Ly, Ly jest prostopadia do obu
pozostatych, to ukiad nazywa sie prostokgtnym,.

Uwydatnimy to w znakowaniu, piszac wskazniki przy spéirzednych
u dolu.

Oznaczajac dla punktéw p' i p” przez p’ i p” ich rzuty prostopadle
na plaszezyzne I7 osi L, i L, (rys. 5), wnosimy, ze:

Jesli p'=(2/, 2, %), a D= (2", @y, ")
to p'=(2;, 2y, 0) i p"=(,", %", 0).

Wynika stad, ze z,’i %, uwazaé mozemy za
spéirzedne prostokatne punktu p’ w plaszezydnie
II, 288 ©" i w," za takiez spélrzedne punktu
p". Stad wobec wzoru (1) wnioskujemy, ze

—n

4 (2—5,:17 )2=(331"“%1”)2"]—(392’—%'2”)2.
Oznaczajac dalej przez ¢ rzut punktu p’ na
plaszezyzne réwnoleglty do I7 i przechodzgcy

przez p, z tréjkata prostokatnego A (p’, »",q)
Rys. 5 znajdujemy:

s (v, ")’=0(q, p")+0(g, p'Yi=
=e(p’s p")+(s "‘x3”)2=(%/*—mlu)z‘l‘(mz’_mzﬂ)z‘{‘(xs”‘xsﬂ)z
skad ostatecznie otrzymujemy:

H

(5) i o(p, 27")29( (xll: lea xa’)’ (xlﬂx mz”: -‘113”))““

=V o "t oy, P oy

icm
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Przostrzet By jest wiee izometryczna ze zbiorem wszystkich upo-
ragdkowanych trojek liozb rzeczywistych (my, %, ) zmetryzowanym
preen. wror (B) (bzw. wzér Pitagorasa); zbiér ten nazywa sie tréj-
wymiarows praestrzeniq kartezjanske Cs,.

By daé przyklad zastosowania spétrzednych do geometrii przestrzeni
tréjwymiarowe]j, okazemy, ze przez cztery punkty nie lezace w jednej
plaszezyZznie mozna przeprowadzié dokladnie jedna dwuwymiarows -
sfere. czyli powierzchnie tréjwymiarowej kuli. , :

W tym celu przeprowadimy o x, przez dwa z tych punktéw, a of
2y, przey trzeci. Dzieki temu punkty beds postaci:

29:1;“((); 0, a); p2=(0, 0, b); p;=(0, ¢, 0); ps=(dy, dy, dy),

pray czym a==b oraz c==0=kd;. Aby punkt p=/(x;, 2,, ,) byl érodkiel.n
sfery preochodzgeej przez te punkty, potrzeba i wystarcza, by wszystkie
liczby o (p, p,), gdzie i==1, 2, 3, 4, byly jednakowg, czyli by

0}~ |- (g ) Rem - (D) P=a - (2—0)*+-2ff= .
| | = (20—, )2+ (Xg—dp)?+ (25—d5)*

Zaleznobé ta jest réwnowazna nastepujacemu uktadowi trzech réw-
nan:
2 (0—D) - my=0a’—b?,
2 @22 ¢ B=ai—c?,
Qo dy w2 dy 2y 2 (dy—a) - Ty=di+di+di—a®.

7 pierwszego réwnania wyznaczamy jednoznacznie z, z drugiego
bopnie Xy, % trzeciego wreszcie ;. ‘ '
n&;}fﬁfbmzrol@ jak S]_)élrzgdne biegunowe na Pplaszezyinie odgry.waq_ag
w przestrzeni tréjwymiarowej tzw. spdlrzedne sférycz@e. Polozen%e
pun‘iztu p=(y, @, %) przestrzeni O, _ Wyznaczone jest ]edn?,znaczr(l)le
i)]rzez trzy liczby r, ¢ i 0, z ktérych pierwsza 0znacza odlegl‘osc o(p, C')é
druga amplitude punktu (z;, z,) W plaszczyznie C,, jorzeega.u wreszci
kgt (w sensie elementarnej geometrii), ktéry tworzy odc.mek opz d:iaﬁ:a:
nig, potprosta osi L. A wiec spélrzedna ¢ punktu p’]est wyzr]z one
7 dokladnoécia do wielokrotnosci kata 2n.dla..punkto.w P, nila, unc;ngw
, i @, jednoczednie nie znikaja, czyli ktél.’e nie lezg ra ’oslliL_s(.iD il; o
y)yloiq,(;ych na Ly za spélrzedng ¢ 1nc?zemy przyjaé kaz (?1 ¢ m?k e
crywisty. Spolrzedna 0 wyznaczona ]fast ]ec.ln'oznac.zm’e :(;I(; sl
P=k0, Pray cuym przyjmuje ona wa,rtoéel.spelma:]a‘ce mer'o;mo mogé ;e:
Dla, punktu p==0 za spblrzgdng 0 przyjaé mozemy kaz 8 W
ezywista,

j 7 i ne j ieniowi wodzacemu
Poniewaz jasne jest, Ze r-sinf réwne jest promieniowl acer
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punktu (z,, 2,) W plaszezysnie C,, wiec miedzy spélrzednymi sfery-
cznymi a spéhrzednymi prostokatnymi punktu p zachodzg zaleznodei:

=7+ co8@-8inf, zy=r-sing- 8inl, x,=r-cosf.

Nazwa spélrzednych sferycznych pochodzi stad, ze dla kazdego >0
punkty przestrzeni Uy, scharakteryzowane przez zalezno§é r=ua, sg iden-
ty’czne z punktami powierzchni kuli, czyli tzw. sfery o érodku o i pro-
mieniu o.

Pogrednie miejsce miedzy spélrzednymi prostokatnymi a sferycznymi
zajmuja tzw. spdlrzedne walcowe czyli cylindryczne.

Rozumiemy przez nie dla punktu p=(z;, ,, ;) trzy liczby r, ¢, A,
z ktérych dwie pierwsze sg identyczne z odpowiednimi spélrzednymi
sferycznymi punktu p (2, #s, 0), ostatnia za$ » réwna jest spélrzednej ;.

Przejécie od spélrzednych prostokatnych do walcowych okreélajg
WZOory: :

Ty=7 - COS @;  Xg==r - sin@;  Ly==h.

Nazwa spétrzednych walcowych pochodzi stad, ze dla kazdego a>0
punkty przestrzeni C;, scharakteryzowane przez warunek r=a, 88 iden-
tyczne z punktami polozonymi na powierzehni walca obrotowego o osi
L, i promieniu a.

) OWICZENIA. 1. Znalesé spélrzedne érodka odeinka o korcach (z,’, %y, x,’)
1(m”, 2,7, 23”).

2. Opierajgc sig na tym, ze przez trzy punkty, nie lezace na prostej, mozna

rawsze przeprowadzié sfere (powierzchnie kuli), zbadaé, czy istnieje liczba ¢ taka,

Tf),x{3 p:n()l;t pr=(—8, 6, ¢) lezal na prostej przechodzacej przez punkty (1, 2, 3)
1 s &y .

5. Zbiory, funkeje, grupy. Z pojeciem zbioru spotkaliémy sie juz
w Nr 1; zamiast wyrazu «zbiéry uzywaé bedziemy czasem wyrazu
dklasar. Korzystne bedzie wprowadzenie kilku oznaczen, zwigzanych
z pojeciem zbioru.

Przynalezno$é przedmiotu @ do zbioru A oznaczaé bedziemy piszgce
aed, ktéry to symbol czytaé bedziemy: a nalezy do zbioru 4, lub tez
a jest elementem zhioru 4.

Przez 0 bedziemy oznaczaé tzw. zbidr pusty czyli zbi6r nie zawiera-
jacy zadnego elementu.

.A=B oznacza, ze zbiory 4 i B sa identyczne, tj. ze kazdy element
pierwszego z nich nalezy do drugiego i na odwrét.

A.CB oznacza, ze kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B.
Mémy wéwezas, ze A jest zawarte w B, lub tez ze A jest podzbiorem
(czyli czedciq) zbioru B. Te sams zaleznoéé mosina tez napisaé¢ w postaci
ALB, méwiac, 7e B zawiera A, lub tez ze B jest nadzbiorem zbioru A.

icm
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Jasne jest, Ze zbibr jest zawsze swoim wlasnym podzbiorem i nadz-
biorem i ze zbidr pusty jest podzbiorem kazdego zbioru.

Podzbiér A zbioru B réiny od B nazywa sie podzbiorem windciwym
zbioru B.

Dla dowolnej klasy K (niekoniecznie skonezonej), ktérej elementami
sy zbiory, rozumieé bedziemy przez sume zbioréw klasy K zbiér S taki,
ze pel wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zbiér EeK taki, ze p ¢ H.
W szezegélnodei, jezeli klasa K sklada sig ze skofezonej liczby zbioréw '
B, B,, ..., E, to ich sume oznacza si¢ przez E,-+EBy+...+ E, lub tez

n
przex 121 E,. Tak okreélone dodawanie zbioréw jest oczywiscie aczne i

przemienne.

Iloczymem zhioréw klasy K nazywamy zbiér P taki, ze peP wtedy
i tylko wtedy, gdy p nalezy do kazdego ze zbioréw HeK. Jeieli klasa
K sklada sie ze skonozonej liczby zbioréw By, B, ..., By, to ich iloczyn

oznacza si¢ przez B - By- ... B, lub tez przez ﬁ1 E,. Jasne jest, Zetak
i=

okreglone mnozenie zbioréw jest laczne i przemienne. Zamiast stowa
iloczyn uzywa si¢ czasem wyrazenia «czesé wspdlnay Iub tez «przeciecier
zbioréw klasy K.

Dwa zbiory posiadajace iloczyn pusty nazywaja sig rozlgcanymi. Przez
résmice zbioru A i zbioru B rozumieé bedziemy zbiér A— B utworzony
przez wszystkie te elementy zbioru A, ktére nie nalezs do B. W przy-
padku, gdy A> B, réinica A— B nazywa sie ez uzupelnieniem zbioru
B wzgledem A.

Jezeli kazdemu elementowi g zbioru A przyporzadkowany zostat
dokladnie jeden element f(z) zbioru B, to méwimy, ze W zbiorze A
okreslona jest funkeja f o argumentach ze4 i wartogciach f(z) nalezgcych
do zbioru B. Zbi6r wartodci f(xz), gdzie xe B A, oznaczaé bedziemy

- przez f(E) i nazywaé obrazem zbioru E. W szczegdlnosei wige f(A4)

jest zbiorem wszystkich wartosci funkeji f. Zamiast wyrazu «f@_mkcja»
uzywaé bedziemy réwniez wyrazu «przekszialcenier.

Funkcjg odwrotnq“ wrzgledem funkeji y=f(z) nazywa sig funkcja,
ktéra kazdej wartoéei y funkeji f prayporzadkowuje argument . Jest
ona okreélona wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f réznym argumentom
przyporzadkowuje zawsze rézne wartodei, czyli jest wzajemnie jedno-
znaczna. Funkeje odwrotng wezgledem f oznaczad bedziemy zwykle
przez f_ .

Funkcja okre§lona (w dowolnym zbiorze argumentéw) wzorem
f(x)=1 nazywa sig¢ przekszialceniem tozsamosciowym.
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Jezeli funkeja f okredlona w zbiorze 4 ma wartoéei lezace w zbiorze
B, za§ funkcja g okredlona jest w zbiorze B i ma wartoci w zbiorze
C, to wzér

h(2)=g[f ()]
okresla w zbiorze A funkcje & o wartodciach nalezacych do O, zwang
superpozycjq funkeji f i g. Superpozycje te oznaczamy zwykle przez
gf, piszac krétko '(z)=gf (x).

Zbiér X, dla ktérego elementéw okreslone jest dzialanie (zwane
operacjq grupowg) przyporzadkowujace kazdej parze z,yeX pewien
element zoyeX, nazywa sie grupg, jezeli spelnione sa nastepujace
warunki:

1° Dla kazdych trzech elementéw z, y, zeX jest (zoy)oz=wo(yoz).

2° Istnieje element zyeX (tzw. neutralny) taki, e zoox=2 dla kaz-
dego zeX.

3° Dla kazdego x¢X istnieje element ZeX (tzw. preeciwny) taki, ze
Tox=12. '

Jezeli operacja grupowa jest przemienna, czyli jezeli jest stale zoy=
=yox, to grupa nazywa si¢ przemienng czyli abelowg.!

Podzbiér ¥ grupy X, ktéry przy ustalonej w X operacji grupowej
stanowl grupe, nazywa sig podgrupq grupy X. Tak np. zbiér liczb rze-
czywistych z dodawaniem jako operacja grupows jest grupa (abelows).
Zbiér liczb calkowitych stanowi jej podgrupe.

Grupe, ktérej elementami s przekéztaloenia wzajemnie jednoznaczne,
dla ktérych zaréwno zbiorem argumentéw jak i zbiorem wartosci jest
pewien ustalony zbiér A4, operacja za$ grupows jest superpozyocja,
nazywamy grupg przeksziatoeri. Rolg elementu neutralnego spekia
wéwezas przeksztalcenie tozsamodciowe, a role elementu przeciwnego
wzgledem f— przeksztalcenie odwrotne f_;.

! Od nazwiska Abela, znakomitego matematyka norweskiego z XIX wieku.
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CZESC 1.

Przestrzenie kartezjanskie

ROZDZIAL 1.
Punkty i wektory w przestrzeniach kartezjanskich

6. Punkty przestrzeni C,. Przez wprowadzenie spéirzednych prostokat-
nych nadaliémy przestrzeniom euklidesowym jedno, dwu i tréjwymia-
rowym postaé tzw. przestrzeni kartezjanskich €, 0, i O, ktérych
punktami sg odpowiednio uklady zlozone z jednej, dwéch i trzech liczb
rzeczywistych. Nasuwa sie przypuszezenie, ze zasieg metody anality-
cznej nie ogranicza sie do tych przestrzeni, lecz ze pozwala ona réwniez
na badanie przestrzeni, ktérych punktami sa uklady zlozone z wiekszej
ilodei liczb. Inaczej mdwige, ze geometria analityczna uprawiana byé
moze w przestrzeni o dowolnej liczbie wymiaréw. Za tak og6lnym
ujeciem przemawia kilka wzgledéw. Po pierwsze, rozpatrywanie od razu

- przestrzeni n-wymiarowej pozwala mna jednoczesne badanie trzech

przypadkéw elementarnych (n=1, 2, 3), zamiast rozpatrywania kazdego
z nich osobno. Po drugie, rozwéj fizyki okazal, ze przestrzenie o wigkszej
liczbie wymiaréw nie sa bynajmniej jedynie ciekawostka matematyczna,
lecz ze graja coraz bardziej istotng role w nowoczesnej fizyce teorety-
cznej. Po trzecie, tak ogélne potraktowanie przedmiotu pozwala ma
oswojenie si¢ w dziedzinie bardzo elementarnej z pojeciami i metodami,
ktére zaréwno w algebrze jak i analizie grajg znaczng role. Wreszcie,
po czwarte, pewné zwigkszenie abstrakcyjnosei rozwazah pozwala na
uzyskanie wiekszej ich przejrzystosei; w dziedzinie bowiem «wwykltychs
przestrzeni intuicja narzuca si¢ tak silnie, Ze utrudnia czgsto zrozumienie
logicznej strony rozwazan. ’ ‘
Przez C_, rozumieé bedziemy przestrzen, ktéra jest zbiorem pustym?®
(p. wstep, Nr 5); przez Cy przestrzen zlozona z jednego tylko punktu,
uwazanego za uklad pusty liczb. Wreszcie, dla n naturalnych, przez
n-wymiarewyq przesirzeds  karlezjariskq C, rozumieé bedziemy zbiér

1 tj. zbiorem, ktéry nie zawiera zadnego elementu. Oznaczaé go bedziemy przez 0.
2 K. Borsuk. Geometria analityczna ‘ﬁ‘m&
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