
Zestaw 1

1. Niech (X, d) bȩdzie przestrzeni ↪a me-
tryczn ↪a i niech x0 ∈ X . Udowodnić, że

d̄(x, y) =

{
0 dla x = y,
d(x, x0) + d(y, x0), dla x 6= y,

jest metryk ↪a na X . (max 3p)

2. Niech d̄ bȩdzie metryk ↪a zdefiniowan ↪a w
poprzednim zadaniu dla X = R2,

d((x1, x2), (y1, y2)) = |x1− y1|+ |x2− y2|
i x0 = (1, 1). Naszkicować (z uzasadnie-
niem) kule otwarte w (X, d̄) o środku w
(0, 0) i promieniu r (rozważyć różne wartości
r). (max 3p)

3. Niech (X, d) bȩdzie przestrzeni ↪a me-
tryczn ↪a. Udowodnić, że dowolny ci ↪ag zbieżny
jest ograniczony. (max 3p)

4. Zbadać zbieżność ci ↪agu

xn =
(

1
k2 − 1

nk

)∞
k=1

, n = 2, . . .

w przestrzeni l1. (max 3p)



Zestaw 2

1. Niech d(x,y) = |x2
1−y2

1|+ |x
2
2−y2

2| dla

x,y ∈ R2. Pokazać, że d nie jest metryk ↪a
na R2, ale jest na R2

+, gdzie R+ = [0,∞).
(max 3p)

2. Niech d bȩdzie metryk ↪a zdefiniowan ↪a w
poprzednim zadaniu na X = R2

+. Nasz-
kicować (z uzasadnieniem) kul ↪e otwart ↪a w
(X, d) o środku w (1, 1) i promieniu 1.

(max 3p)

3. Niech (X, d) bȩdzie przestrzeni ↪a me-
tryczn ↪a. Udowodnić, że dowolny podci ↪ag
ci ↪agu zbieżnego jest zbieżny do tej samej
granicy. (max 3p)

4. Zbadać zbieżność ci ↪agu

xn =

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1 razy

, 1
n2,

1
(n+1)2, . . .

 , n =

1, 2, . . .
w przestrzeni l1. (max 3p)



Zestaw 3

1. Udowodnić, że funkcja zdefiniowana dla
x,y ∈ R2 wzorem

d(x, y) = max{3|x1 − y1|, 2|x2 − y2|}
jest metryk ↪a na R2. (max 3p)

2. Naszkicować (z uzasadnieniem) kul ↪e ot-
wart ↪a w (R2, d) o środku w (1, 1) i promie-
niu 2. (max 3p)

3. Niech (X, d) bȩdzie przestrzeni ↪a me-
tryczn ↪a. Udowodnić, jeśli ci ↪ag Cauchy’ego
zawiera podci ↪ag zbieżny, to jest on zbieżny.

(max 3p)

4. Zbadać zbieżność ci ↪agu

xn =

((
1
2

)n
k

)∞
k=1

, n = 1, 2, . . .

w przestrzeni m. (max 3p)



Zestaw 4

1. Niech d(x,y) = ||x1|−|y1||+||x2|−|y2||
dla x,y ∈ R2. Pokazać, że d nie jest me-
tryk ↪a na R2, ale jest na R2

+, gdzie R+ =
[0,∞). (max 3p)

2. Niech d bȩdzie metryk ↪a zdefiniowan ↪a w
poprzednim zadaniu na X = R2

+. Nasz-
kicować (z uzasadnieniem) kul ↪e otwart ↪a w
(X, d) o środku w (1, 1) i promieniu 3/2.

(max 3p)

3. Niech (X, d) bȩdzie przestrzeni ↪a me-
tryczn ↪a. Niech ci ↪agi (xn)∞n=1 i (yn)∞n=1 b ↪ed ↪a
zbieżne do a. Wykazać, że ci ↪ag (zn)∞n=1
zdefiniowany wzorem z2n = yn i z2n−1 =
xn jest zbieżny do a. (max 3p)

4. Zbadać zbieżność ci ↪agu

xn =
(

1
n2k

)∞
k=1

, n = 1, 2, . . .

w przestrzeni l2. (max 3p)


