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ROZDZIAY, 1

Wstep

1. Uwagi ogdlne

1.1. Istota modelowania biomatematycznego. W modelowa-
niu zjawisk biologicznych wyrdézniamy nastepujace etapy:

1. Sformutowanie przestanek biologicznych za pomoca poje¢ ma-
tematycznych.

2. Znalezienie adekwatnego modelu matematycznego: funkcja, row-
nanie rozniczkowe (zwyczajne, czastkowe, stochastyczne), pro-
ces losowy, graf oddziatywan, itp.

3. Zbadanie modelu za pomoca metod matematycznych (twier-
dzenia opisujace zachowanie modelu).

4. Interpretacja biologiczna rezultatéw matematycznych.

5. Poréwnanie wynikow teoretycznych z rzeczywistymi obserwa-
cjami i ewentualne zaproponowanie nowych badan ekspery-
mentalnych w celu weryfikacji modelu.

6. Analiza modelu pod katem ewentualnych zmian dostosowaw-
czych do rzeczywistego procesu.

1.2. Zagadnienie realnosci i sensownosci modelu. Na ogdt
przyjmujemy, ze model jest poprawny jezeli wyniki teoretyczne sa zgod-
ne z danymi empirycznymi. Jest to poglad do$¢ powszechny, ale nie
mam przekonania czy jest w catosci stuszny. Waznym zagadnieniem
w modelowaniu matematycznym jest wylowienie istotnych elementow
z czesto zagmatwanego opisu biologicznego i zbadanie zredukowanego
modelu. Redukcja i abstrakcja prowadza do modelu cze$ciowego, nie w
petni oddajacego ztozonosé procesu i zgodnego z danymi empirycznymi,
co nie oznacza, ze taki model jest niedobry. Dobry model powinien da-
wac jasno sformutowane wnioski, tak aby mozna byto je analizowac. Z

5
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drugiej strony w modelu nalezy uwzgledni¢ elementy, ktore maja istot-
ny wplyw na przebieg procesu (np. w pewnych modelach ekologicznych
nalezy uwzgledni¢ zmiany sezonowe). W istocie nalezy budowaé zestaw
modeli opisujacych dane zjawisko, od modeli najprostszych do mode-
li ztozonych uwzgledniajacych wszystkie znane nam istotne czynniki.
Jezeli rozpoczniemy badanie zjawiska od budowy i analizy prostych mo-
deli, to mamy szanse na sformutowanie postulatow dotyczacych modeli
ztozonych i wybér adekwatnych metod ich badania. Przy tego typu
postepowaniu wazng role odgrywaja ,modele klasyczne”, ktore opisu-
ja raczej pewne elementy oddzialtywan w przyrodzie, a nie konkretne
procesy biologiczne. Modele klasyczne, przez swa og6lnosé, moga by¢
uzywane jako moduty w budowie modeli konkretnych procesow.

1.3. Zakres dynamiki populacyjnej i jej modele. Metody
matematyczne sg coraz czesciej uzywane w opisie proceséw biologicz-
nych, ale zdecydowanie najwiecej zastosowan matematyki wystepuje w
dynamice populacyjnej. Dynamika populacyjna obejmuje swoim zasie-
giem zjawiska zarowno w skali mikro jak i makro od populacji genow
(lub jeszcze mniejszych jednostek), przez populacje bakterii, komodrek
(np. nowotworowych), zwierzat i ludzi, czesto z uwzglednieniem ich in-
dywidualnych cech. Badania z dynamiki populacyjnej znajduja zasto-
sowania w ekologii, epidemiologii, fizjologii, genetyce i innych dziatach
biologii.

Réznorodnosé zastosowan powoduje, ze w dynamice wystepuja roz-
maite typy modeli. Generalnie modele mozna podzieli¢ na modele de-
terministyczne i modele stochastyczne. W obu grupach mozna wyrdznié¢
modele generacyjne (kiedy badamy kolejne pokolenia osobnikéw) oraz
modele z czasem ciagtym, kiedy interesuje nas zmiennos¢ populacji w
czasie. W opisie modeli generacyjnych wystepuja funkcje lub bardziej
skomplikowane transformacje opisujace relacje miedzy kolejnymi poko-
leniami osobnikéw. Modele z czasem cigglym, to gtéwnie réznego typu
rOwnania rozniczkowe - zwyczajne, czastkowe, z op6znionym parame-

trem oraz procesy stochastyczne i réwnania stochastyczne.

2. Pierwsze modele populacyjne
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2.1. Model Fibonacciego. W 1202 roku wtoski matematyk Fi-
bonacci przedstawil prawdopodobnie pierwszy model populacyjny. Opi-
sywal on wzrost populacji krolikéw. Byt to model generacyjny, zmienna
x, opisywata wielkosé¢ populacji krélikow w n-tym pokoleniu. Fibonacci
przyjal, ze

(1.1) Tpil = Tp + Tpoq.
W szczegélnym przypadku xy = x5 = 1 uzyskal powszechnie znany
cigg Fibonacciego.
UwAcGA 1.1. Rozwazmy réwnanie rekurencyjne
(1.2) ApTpik + Qp1Tpsk—1+ ...+ agz, = 0.
gdzie aj, # 0. Aby uzyska¢ wzér na rozwiazania réwnania (1.2) wpro-
wadzamy rownanie charakterystyczne
(1.3) aeNF +ap N e+ ag=0.

Jezeli réwnanie (1.3) ma doktadnie k réznych pierwiastkéw zespolonych
A1, .., Ak, to ogdlne rozwiazanie réwnania (1.2) jest postaci

(1.4) Ty = CYAT + CoAD + ...+ CRAT,

gdzie C1, ..., C) sa dowolnymi liczbami zespolonymi. W szczegdlnosci
ogblne rozwiazanie réwnania (1.1) jest postaci
1—-v5\" 14++5\"

za$ ciag spetniajacy warunek x; = x9 = 1 jest postaci

o (7))

Wzér (1.6) jest do$¢ zaskakujacy bowiem wszystkie wyrazy ciagu ()

sg liczbami naturalnymi.

2.2. Model Malthusa. W 1798 roku ekonomista angielski Tho-
mas Malthus sformutowatl teorie geometrycznego wzrostu ludnoéci. Przy
jednoczesnym zalozeniu arytmetycznego wzrostu produkcji zywnosci,
teoria ta miata wyjasni¢ przyczyny zubozenia ludnosci. Teoria ta ba-

zuje na prostym zaltozeniu, ze przyrost populacji jest proporcjonalny
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do catkowitej liczby ludnosci. Oczywiscie tego typu model moze doty-
czy¢ réwniez innych populacji. Przyjmijmy, ze N(t) oznacza calkowita
liczbe osobnikéw w populacji, to przyrost populacji w czasie At wy-
nosi w przyblizeniu AN At, gdzie stata \ jest wspotczynnikiem wzrostu
populacji i czesto nazywana jest wspotczynnikiem Malthusa. Poniewaz

AN(t) = AN (t)At,
wiec
AN(t)
At

i przez przejscie graniczne At — 0 otrzymujemy

~ AN(t)

(1.7) N'(t) = AN(t).

A

Rozwiazania réwnania (1.7) sa postaci N(t) = N(0)e*, a wiec popula-

cja rosnie geometrycznie wraz z czasem t.

UwAGA 1.2. W opisie wystepuje pewne uproszczenie. Liczba osob-
nikéw w populacji wyraza sie za pomoca liczb naturalnych, jest wiec
funkcja nieciggla czasu t, a my postugujemy sie funkcjami rézniczko-
walnymi. Nasz model dobrze opisuje duze populacje. Niech N(t) be-
dzie liczbg osobnikow w populacji, a Ny bedzie pewna liczba naturalna
rzedu N(t). Przyjmujemy, ze x(t) = N(t)/Ny. Wtedy mozemy uznad,
ze funkcja x(t) jest rozniczkowalna oraz funkcja x(t) spelnia réwnanie
2'(t) = Ax(t). W dalszych modelach bedziemy uzywaé tradycyjnego
oznaczenia N (t) zamiast x(t). Zatem N(t) bedzie ,wzgledng” liczba
osobnikow w populacji lub ,biomasa”.

Model Malthusa do$¢ dobrze oddaje wzrost populacji zyjacej w ide-
alnie korzystnych warunkach, np. w laboratorium. Model Malthusa sto-
sunkowo dobrze opisuje réwniez wzrost populacji ludnosci Swiata w cig-
gu ostatnich 50-lat. Czas podwojenia liczby ludnosci wynosi okoto 36
lat.

2.3. Model Verhulsta. W przypadku populacji zyjacej w srodo-
wisku o ograniczonych zasobach nalezy zmodyfikowa¢ model Malthusa
w ten sposob aby tempo wzrostu populacji malato wraz ze wzrostem

jej wielkosci. Taki model zaproponowat w 1838 roku Verhulst. Verhulst
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przyjal, ze istnieje optymalna wielko$¢ populacji zyjacej w danym sro-
dowisku, oznaczyt ja przez K. Zatozyl, ze wspoétczynnik wzrostu po-
pulacji maleje liniowo w stosunku do wielkosci populacji. Przyjmujac,
ze dla N = 0 wynosi on A, a dla N = K wynosi 0, otrzymujemy nowe
rownanie opisujace wielkos¢ populacji.

(1.8) N'(t) = A( — N;(t))N(t)

Réwnanie (1.8) jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych i mozna je

//Wli]\ij\g)]\fz/dt’

tatwo rozwigzac:

a stad
1
—1 =t+ Cy.
NIN—E TR
Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy
K
1.9 N(t) = ———
(19) t) =
gdzie C =1 — £ Zatem, jezeli w chwili poczatkowej liczebnoéé po-

N(0)"
pulacji jest mniejsza od K, to populacja rosnie, a gdy jest wieksza od

K to populacja maleje. W obu przypadkach lim; ., N(t) = K, a wiec
populacja dazy do stanu réwnowagi K.

UwAGA 1.3. Model Verhulsta mozna uzasadni¢ rozpatrujac zalez-
nosé¢ miedzy wielkoscia populacji N(t), a iloscia (koncentracja) pozy-
wienia P(t) [4]. Przymujemy, ze wspétezynnik wzrostu populacji jest
proporcjonalny do iloéci pozywienia oraz, ze ilo$¢ pozywienia maleje

proporcjonalnie do wzrostu populacji. Mamy wiec nastepujace zalez-

| N(8)
(1.10) N~ P
(1.11) P'(t) = —bN'(t)

Z (1.10) wnioskujemy, ze N'(t) = aN(t)P(t), a z (1.11), ze P(t) =
M — bN(t), gdzie M jest pewna stala, a stad

(1.12) N'(t) = aN(t)(M — bN(t)).
Réwnanie (1.12) jest postaci (1.8) ze staltymi A =aM i K = M/b.



10 1. WSTEP

UwAcA 1.4. Model zaproponowany przez Verhulsta mozna uogol-
ni¢, tak aby dalej byty zachowane jego wtasnosci. Wystarczy zatozy¢,
ze wspOtezynnik wzrostu populacji A(t) jest funkcja wielkosci populacji
A(t) = f(N(t)). Jezeli f jest funkcja rézniczkowalna i Scisle malejaca
taka, ze f(K) =0, to rozwiazania réwnania

(1.13) N'(t) = F(N(£))N(2)

maja rowniez wlasnosé limy ., N(t) = K. Zalozenie o Scistej monoto-
nicznosci funkeji f mozemy zastapié¢ stabszym: f(N) > 0 dla N < K
oraz f(N) < 0 dla N > K. Wtedy rozwiazania réwnania (1.13) beda
rowniez dazy¢ do K, gdy t — oo.

2.4. Efekt Allee’go. W 1931 roku Warder Clyde Allee [1] za-
uwazyt, ze w matych populacjach lub w populacjach rozproszonych
wspotezynnik reprodukeji i szanse przetrwania osobnikow maleja, co
prowadzi do wymarcia populacji. Zjawisko to ma wiele przyczyn, po-
czawszy od genetycznych — brak réznorodnoéci genetycznej w populacji
prowadzi do jej degradacji. Rowniez w matych populacjach wazna role
odgrywa duza wrazliwos¢ na czynniki losowe prowadzace do destabi-
lizacji populacji i w konsekwencji jej wyginiecia. Rowniez populacje
liczniejsze moga stosowaé bardziej efektywne metody ochrony przed
drapieznikami. Na gruncie klasycznej ekologii efekt Allee’go mozna wy-
jaéni¢ problemami ze znalezieniem partnera do reprodukeji. W matych
populacjach samica musi poswieci¢ cze$¢ energii, zwykle przeznaczonej
na reprodukcje, na poszukiwanie partnera. Jednoczesnie opuszczajac
zwykle dobrze znane jej miejsce naraza sie na wieksze niebezpieczen-
stwo 1 jej szanse przetrwania maleja.

Rozwd6j populacji z uwzglednieniem efektu Allee’go mozna réwniez
opisa¢ réwnaniem (1.13), przy czym o funkcji f mozemy zatozy¢, ze
jest funkcja rozniczkowalna, ma dwa miejsca zerowe Ny > N; > 0 oraz

f(N) <0 dlaN < Ny,

(114) f(N) >0 dla N € (Nl,NQ),
FIN) <0 dla N > Ny

Roéwnanie (1.13) ma trzy rozwiazania stacjonarne 0, Ny i Ny. Inne roz-

wigzania maja nastepujace wtasnosci:
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jezeli N(ty) < Ny, to rozwiazanie maleje i lim;_,o, N(t) =0,
jezeli N(to) € (N1, N3), to rozwigzanie rosnie i limy;_o, N(t) = N,
jezeli N(ty) > Na, to rozwiazanie maleje i tez lim; o, N(t) = Na.
Zatem punkty stacjonarne 0 i Ny sa stabilne, a punkt N; jest niesta-
bilny.

Przykladem funkcji f spelniajacej warunki (1.14) jest

(1.15) FN) = A<1 N A)

z A spelniajacym nierownosé

(BK +1)?
4KB

Rozwéj populacji opisywany jest wtedy zmodyfikowanym réwnaniem

(1.16) I1<A<

Verhulsta z dodatkowym sktadnikiem zwigzanym ze Smiertelnoéciag ma-

lejacym wraz ze wzrostem populacji

(1.17) N'() = A(l _ NI(;) - ;N(t)>N(t).

Model opisywany rownaniem (1.17) mozna uzasadni¢ wprowadzajac do
modelu populacyjnego poszukiwanie partnera lub uwzgledniajac wptyw
niewyspecjalizowanego drapiezcy (tj. polujacego rowniez na inne gatun-
ki), patrz [31] Rozdzial VII.

3. Sezonowos¢ w dynamice populacyjnej

Modele rozpatrywane do tej pory cechowalo to, ze prawa przyro-
dy nie zaleza od czasu. W wielu realnych procesach nalezy uwzglednic¢
wplyw zjawisk zaleznych od czasu, np. pory roku. W tej czesci przed-
stawimy jak zmienia sie¢ wielkos¢ populacji jezeli czynniki decydujace
0 jej rozwoju zmieniajg sie w sposob okresowy.

3.1. Réwnanie bilansu dla pojedynczej populacji. Ilo$¢ osob-
nikéw w populacji zalezy od ilosci urodzin, Smiertelnosci oraz imigracji i
emigracji. Przyjmujemy, ze B(t), D(t), E(t) i I(t) oznaczaja odpowied-
nio, wspotezynnik urodzin (birth), Smierci (death), emigracji i imigracji

w jednostce czasu. W szczegélnodci, [* B(r)dr oznacza ilo$é urodzin w
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przedziale czasu [s,t]. Zatem

a stad
(1.18) N'(t) = B(t) — D(t) + I(t) — E(t).

Wazng role w opisie wzrostu populacji odgrywaja wspotczynniki per
capita. Na przyktad ilos¢ urodzin przypadajacych na jednego osobnika
wynosi b(t) = %. Podobne wspotczynniki mogg dotyczyé smiertelno-
Sci d(t), imigracji i(t) i emigracji e(t). Wtedy rownanie (1.18) mozna

zapisa¢ w postaci
(1.19) N'(t) = (b(t) — d(t) +i(t) — e(t)) N ().

Roéwnanie (1.19) dobrze opisuje rozwdj populacji, o ile ilo$é¢ osobnikéw
w niej nie jest zbyt duza lub zbyt mata. Problemy moze tu sprawié¢
wspélezynnik i(t) bowiem trudno zaakceptowaé zalozenie, ze imigracja
jest proporcjonalna do ilosci osobnikéw. W szcezegélnosci takie zatozenie
nie ma sensu, gdy mamy imigracje na puste terytoria. Zatem zamiast

réwnania (1.19) nalezy rozwaza¢ rownanie
(1.20) N'(t) = (b(t) — d(t) — e(t))N(t) + 1(t).

3.2. Populacja zamknieta. Wazna role odgrywaja populacje za-
mkniete tj. populacje bez emigracji i imigracji. W takich populacjach
przyjmuje sie, ze A\(t) = b(t) —d(t) jest wspolczynnikiem wzrostu popu-
lacji. W sytuacji, gdy urodziny badz smier¢ osobnikéw maja charakter
sezonowy (okresowy) mozna przyjaé, ze funkcja A(t) jest funkcja okre-
sowa o okresie T'. Wtedy

(1.21) N = ;/OT At dt

nazywamy srednim wspotczynnikiem wzrostu. Bedziemy badaé¢ wlasno-

Sci rozwigzan réwnania
(1.22) N'(t) = Mt)N(t),

gdy X jest funkcja ciagla i okresowa o okresie T' i wartosci $redniej A

danej wzorem (1.21).
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TWIERDZENIE 1.1. Istnieje funkcja okresowa Q(t) o okresie T taka,

ze
(1.23) N(t) = N(to)e"07Q(t).
DowOD. Réwnanie (1.22) ma rozwiazanie postaci
t
(1.24) N(t) = N(tg)exp [ A(s)ds.
to
Niech
t _
(125 qlt)= [ Als)ds =Xt —t0), Q1) = expalt).

Wtedy ze wzoru (1.24) wynika natychmiast wzér (1.23). Sprawdzamy,
ze funkcja q jest okresowa o okresie T

gt +T) = /:T As)ds — Mt + T — to) =

t t+T
— [ As)ds + / As)ds — A(t — to) — AT
to t

=q(t) + /tHT A(s)ds — MT.

Poniewaz ¢(t) jest funkcja okresowa o okresie T, wiec

/:JrT A(s)ds = /OT A(s) ds,

a stad
t+T _
/ As)ds — AT = 0,
t

a wiec ¢(t + T') = q(t). Poniewaz funkcja ¢ jest okresowa o okresie T,
wiec rowniez Q(t) = exp q(t) jest funkcja okresowa o okresie T O

Zauwazmy, ze ze wzoru (1.6) wynika natychmiast
N(to 4+ mT) = N(to)e ™7

a wiec populacja ro$nie w tempie geometrycznym, a A odgrywa ro-
le wspotezynnika Malthusa. Okresowosé funkcji A wplywa na sezono-

wos¢ rozktadu wiekowego populacji wyrazona przez funkcje okresowa

Q@ (patrz Rys. 1).
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RYSUNEK 1.

3.3. Populacja otwarta. Rozwazmy réwnanie liniowe niejedno-

rodne ze wspotczynnikami okresowymi.
(1.26) N'(t) = Mt)N(t) + c(t),

gdzie A(t) i ¢(t) sa funkcjami ciaglymi i okresowymi o okresie T'. Niech
stata A i funkcje ¢, Q beda okredlone wzorami, odpowiednio (1.21) i
(1.25). Funkcja @ jest okresowa o okresie 7.

TWIERDZENIE 1.2. Niech A # 0. Wtedy rozwigzanie ogélne réwna-
nia (1.26) jest postaci

(1.27) N(t) = (N(to) = N(t))e = )Q(t) + N(t)

gdzie N(t) jest rozwigzaniem okresowym o okresie T réwnania (1.26)
danym wzorem
S Q) [T 5sclt—9)
1.28 N(t) = 7-/ f——ds.
(1.28) (t) 11— Jo © Qt —s) °
DowéD. Okresowosé funkeji N(t) wynika natychmiast ze wzoru
(1.28) oraz z okresowodci funkcji ¢ i Q. Sprawdzamy, ze N(t) jest roz-

wiazaniem réwnania (1.26). Po pierwsze zauwazmy, ze ze wzoru (1.28)
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otrzymujemy

(1.29) .

a stad i ze wzoru Q'(t) = (A(t) — \)Q(t) otrzymujemy
QU s, clt)
7 T
. Q(t)ej\t o~ AE=T) c(t=T)
1— el Q(t—-T)
=At)N(t) + 1?(2)” (1 — e*T)g(% = AMNE)N(t) + c(t).

Funkcja Ce*=0)Q(t) jest rozwigzaniem ogélnym réwnania jednorod-

N'(t) =(\(t) — AM)N(t) + AN(t) +

nego N'(t) = A(t)N(t), wiec rozwigzanie ogblne réwnania (1.26) jest

postaci

(1.30) N(t) = CAIQ(t) + N(t).

Poniewaz Q(t) = 1, wiec N(ty) = C+N(ty), astad C = N(to)—N(to)
i wzor (1.30) zapisuje si¢ w postaci (1.27). O

WNIOSEK 1.1. Jezeli A < 0, to

Jim N(t) = N(t) = 0.

WNIOSEK 1.2. Jezeli c(t) > 0, ¢ £ 0, to sgn N(t) = —sgn \.

Zadania

Zadanie 1.1. Sprawdzié, ze jezeli A1,...,A\r sa réznymi liczbami ze-
polonymi o module 1, zas§ C1,...,Ck sa dowolnymi liczbami zespolonymi
oraz
(1.31) nlingo(Cl)\Tf + Oy + -+ CpA;) =0,
t001202:"'20k:0.

Wskazowka. Dowod indukcyjny. Skorzystaé z tego, ze
(1.32) nli_)IIQlQ(Cflx\l)\? + Codo\y + -+ + Ck/\k/\Z) =0.



16 1. WSTEP

Zadanie 1.2. Sprawdzié, ze ciagi postaci {nA"} ,, gdziei =0, 1,...,
a A przebiega liczby zespolone rézne od zera, sa liniowo niezalezne.
Wskazowka. Zaktadamy, nie wprost, ze istnieje skoniczona i niezerowa kom-
binacja takich ciggéw, ze

(1.33) ZC%JTLZ/\;Z =0
i,J

dla dowolnego n € N. Niech r = max{|\;|} oraz 7 = max{i : C;; #
0 oraz |Aj| = r}. Dzielac wyrazy we wzorze (1.33) przez n”r™ i przechodzac
z n do granicy w nieskonczonosci sprowadzi¢ problem do zadania 1.1.

Zadanie 1.3. Sprawdzi¢, ze jezeli A € C jest r-krotnym pierwiastkiem

wielomianu charakterystycznego (1.3), to réwnanie rekurencyjne (1.2) ma
rozwiazanie postaci: x, = n'A" dla¢ =0,1,...,r — 1. Stad i z zadania 1.2
wywnioskowaé ogdlng postaé rozwigzania réwnania (1.2).
Wskazowka. Sprawdzié, ze jezeli A jest r-krotnym pierwiastkiem wielomianu
apA¥ +ap_ N1+ 4 a X +ag, to dla dowolnego s = 0,1, ..., — 1 mamy
Sk g aitAt =0,

Zadanie 1.4. Rozwiazaé réwnanie Gompertza

K

1.34 N =rNln( —
(1.34) N ()

ktore czesto uzywane jest w modelach wzrostu komérek nowotworowych.

Zadanie 1.5. Sprawdzié, ze jezeli f jest funkcja rézniczkowalna i Scisle
malejaca taka, ze f(K) = 0, to rozwiazania réwnania (1.13) maja wlasnosé
limy_o N(t) = K.

Wskazdwka. Skorzystaé z faktu, ze N'(t) > 0, gdy N(t) < K oraz N'(t) < 0,
gdy N(t) > K.

Zadanie 1.6. Zbadaé¢ wlasno$ci rozwiazan réwnania (1.17) w zaleznosci
od wspélezynnikéw dodatnich A, B, K i .

Zadanie 1.7. Sprawdzi¢, ze jezeli A(f) jest funkcja ciggly i okresows o
okresie T' i dredniej A < 0, a c(t) jest funkcja ciagla i ograniczona, to dowolne
rozwigzanie réwnania N'(t) = A(¢)N(¢) + c(t) jest ograniczone dla ¢ > t.

Zadanie 1.8. Sprawdzi¢, ze jezeli A(t) jest funkcja ciagla i okresowa o
okresie T' i éredniej A = 0, a ¢(t) jest funkcja ciagla i okresowa o okresie T,
to dla dowolngo rozwiazania réwnania N'(t) = A(¢)N () + ¢(t) mamy

(1.35) N(t+T) :N(t)+C’exp(/0tp(s) ds),

gdzie C jest stala niezalezna od rozwiazania. Wywnioskowaé stad, ze N(mT') =
N(0) + mC. Wyznaczy¢ C.
Zadanie 1.9. Rdéwnanie
V' =at)V¥? - BtV
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opisuje wzrost objetosci komoérek. W tym przypadku zakladamy, ze ilosé
dostarczanego pozywienia jest proporcjonalna do powierzchni komérki S ~
V2/3 za$ szybko$é jego zuzycia proporcjonalna do objetosci. Funkcje au(t) i
B(t) pelia role odpowiednich wspétczynnikéw. Jakie wlasnosci ma funkcja
V(t), jezeli a(t) i B(t) sa funkcjami ciaglymi i okresowymi o tym samym
okresie.

Wskazdwka. Podstawi¢ L = V1/3 i zastosowaé Twierdzenie 1.2.






ROZDZIAY, 2
Modele wielopopulacyjne

Pierwsze modele, w ktorych wystepuje kilka populacji pojawity sie
w latach dwudziestych poprzedniego wieku i pochodzg od Volterry i
Lotki. W szczegdlnodci iteresujace okazaty sie modele Volterry opisu-
jace relacje miedzy drapiezcami i ofiarami, wyjasniajace zaskakujace
zmiany stosunku ilosci ryb drapieznych i gatunkéw stanowigcych ich
pozywienie, spowodowane ograniczeniem potowéw w czasie I wojny
sSwiatowej. Przedstawiamy kilka typéw modeli opisujacych rozne relacje

miedzy gatunkami.

1. Wspélzawodnictwo gatunkow

1.1. Model. Rozwazmy dwa gatunki konkurujace o to samo po-
zywienie. Zaktadamy, ze wielko$¢ populacji Ni(t) i No(t) obu tych
gatunkow zalezy od ilosci dostepnego pozywienia, zas zuzycie pozy-
wienia jest funkcja liczebnosci gatunkéw. Przyjmujemy, ze zuzycie po-
zywienia jest proporcjonalne do liczebnosci populacji, a wiec wynosi
Z = hiNy + hoNs, gdzie hy, hy > 0 sg wspoétczynnikami jednostkowe-
go zuzycia pozywienia w obu gatunkach. Zaktadamy, ze wspotczynniki
wzrostu obu gatunkéw w idealnych warunkach wynosza ¢; > 0, zas
te wspolczynniki zmniejszaja si¢ odpowiednio o v;Z w wyniku zuzycia

pozywienia. Stad realne wspétczynniki wzrostu wynosza

(21) >\z = &; — ")/Z(thl + thg) dla = 1, 2.
Zatem rozwoj tych populacji opisywany jest nastepujacym uktadem
rownan:
dN-
ditl = (51 — 7 (ha Ny + thz))N1
(2.2)
dN,
7 (52 -2 (thl + h2N2))N2

19
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Bedziemy rozwazac jedynie rozwigzania nieujemne. Mozliwos¢ ogra-
niczenia si¢ do badania rozwigzan nieujemnych wynika z nastepujacego

lematu, ktéry znajduje zastosowanie w wielu modelach populacyjnych.

LEMAT 2.1. Niech x : [to,t1) — R" bedzie rozwigzaniem uktadu

(2.3) X (1) = f(x, 1).

Zakladamy, Ze f;i(x,t) = x;h;(x,t) dla pewnego i, gdzie h; jest funkcjg
cigglq. Jezeli x;(ty) > 0, to x;(t) > 0 dla t € (ty,t1) oraz jezeli x;(ty) =
0, to Iz(t) =0dlate (to,tl).

DowOD. Niech a(t) = hi(x(t),t) dlat € [tg, t1). Wtedy a jest funk-

cja ciagta, a funkcja x; spetlnia réwnanie rézniczkowe liniowe
(2.4) i(t) = a(t)z(t),

ktorego rozwigzanie jest postaci
t
(2.5) x;i(t) = z;(ty) exp (/ a(s) ds).
to
Poniewaz funkcja wykladnicza jest dodatnia, wiec znak z;(t) jest taki
sam jak znak z;(tg). O

Funkcje wystepujace po prawej stronie uktadu (2.2) spelniaja za-
tozenia lematu 2.1, a wiec jego rozwiazanie startujace z wartosci nie-
ujemnych bedzie nieujemne.

Zauwazmy, ze funkcje Np(t) i No(t) sa ograniczone. Istotnie, je-
zeli dla pewnego t > 0 mamy Ni(t) > e1/(71h1), to N{(t) < 0, a

wiec funkcja N; maleje. Zatem funkcja Ni(t) jest ograniczona przez

max (N1 (0), ;}ll). Podobnie sprawdzamy, ze funkcja Ny(t) jest ograni-
czona. Z ograniczonosci funkeji Ny(t) i No(t) oraz z ciaglej zaleznosci
prawych stron uktadu (2.2) od N; i Ny wynika réwniez globalne istnie-
nie rozwiazania uktadu (2.2), a wiec jezeli N1(0) > 01 Ny(0) > 0, to
uklad (2.2) ma rozwiazanie okreslone dla wszystkich ¢ > 0. Poniewaz
d N/ (t
%(ln]\fi(t)) = N8




1. WSPOLZAWODNICTWO GATUNKOW 21

wiec korzystajac z uktadu (2.2) otrzymujemy

1(d
- (dt(ln Ni(t)) - a) = —(hiN1 + haNy)

dla 7 = 1,2. Z ostatniego rownania wynika, ze

7 (jt(ln Ni(t)) = 51> =7 <jt(1n Na(t)) — ag>,

a wiec
d
(2.6) 7 (720 Ny () = 31 In Na(t)) = €172 — eam.
Z réwnania (2.6) wynika natychmiast wzor
(2.7) In(Ny2(t) /N3 (t)) = Co + (e172 — e2m)t,

gdzie Cj jest pewna staly. Ostatecznie otrzymujemy zaleznosé
N (t)
Ny (t)
gdzie C' = € jest pewng stala dodatnig. Rozwazymy przypadki w

— (O elerr2—e2m)t

(2.8)

zaleznosci od znaku wyrazenia €1y, — €271.

1.2. Przypadek ;v — g2y = 0. Wtedy

(2.9) NY2(t) = CNJ* (1),
a stad
(2.10) Ni(t) = CNJ2 (1),

gdzie C = C'/72. Podstawiajac otrzymany wzér na funkcje N (t) do
drugiego z réwnan (2.2) otrzymujemy

dNy
dt

Dalsze badania réwnania (2.11) poprzedzimy nastepujacym lematem

(211) = (52 - ”}/théN;l/WQ - ’}/thNQ)NQ.

dotyczacym réwnan rézniczkowych.

LEMAT 2.2. Niech P C R bedzie przedziatem otwartym, a f :
[tg, 00) X P — R bedzie funkcjq rézniczkowalng. Zaktadamy, ze dla kaz-
dego przedzialu zwartego Py C P funkcja f(t,xz) zmierza jednostajnie
na Py do funkcji g(x) gdy t — oo. Ponadto przyjmujemy, Ze

(i) istnieje punkt 5 € P taki, Ze g(x) > 0 dla x < [ oraz g(x) <0
dla x > (3,
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(ii) oraz istniejg punkty a,b € P, a < 3 < b, takie, ze f(t,x) > 0
dla x < a, t € [ty,00) oraz f(t,x) <0 dla x > b, t € [ty, 00).

Wtedy dowolne rozwigzanie z(t) rownania

(2.12) '(t) = f(t, @)
spetniajgee warunek poczgtkowy x(ty) = xo, xo € P, jest okreslone dla

wszystkich t > ty oraz spetnia warunek
(2.13) Jim z(t) = 3.

W szczegolnosci, jezeli f - P — R jest funkcjq réziniczkowalng takq, ze
flz) >0 dlax < oraz f(x) <0 dla x> 3, to lim;_, z(t) = 3.

DowOD. Zauwazmy, ze jezeli x(t1) € [a,b] dla pewnego t; > to, to
z warunku (ii) wynika, ze z(t) € [a,b] dla dowolnego t > t;. Istotnie,
gdy na przyktad x(ts) < a dla pewnego ty > t; to istnieje punkt t3 < ty
taki, ze x(t3) = a oraz z(t) < a dla t € (t3,t2). Z twierdzenia Cau-
chy’ego o wartosci $redniej wnioskujemy, ze istnieje punkt 6 € (¢3,t2)
taki, ze 2/(0) < 0. Poniewaz z(f) < a, wiec z warunku (ii) mamy
f(0,2(0)) > 0, azatem 2'(6) > 0, sprzecznosé z nieréwnoscia z’'(6) < 0.
Jezeli z(t) ¢ [a,b] dla dowolnego t > ty, to albo z(t) < a dla dowolnego
t > to, albo z(t) > b dla dowolnego t > to. W przypadku z(t) < a z
warunku (ii) wynika, ze funkcja jest rosnaca, a wiec z(t) € [x(to), al]. W
przeciwnym przypadku x(t) € [b, x(to)]. Zatem dla dowolnego rozwia-
zania x(t) istnieje przedzial zwarty P; taki, ze xz(t) € P; dla dowolnego
t > to. Stad i z rézniczkowalnosci funkeji f wynika globalne istnienie
rozwigzania. Niech ¢,d € P beda liczbami takimi, ze ¢ < < d oraz
Py C [e,d] . Wtedy ze zbieznosci jednostajnej na Py funkcji f(¢,x) do
g(x) oraz z warunku (i) wynika, ze dla dowolnie matego € > 0 istnieja
0 > 0 oraz T > t; takie, ze

ft,e) =6 dla t>T, x€le,— ¢,

ft,z) <=6 dla t>T, xe[B+¢,d].

Z warunku (2.14) otrzymujemy natychmiast, ze

(2.14)

(2.15) litm infz(t) > f—e, limsupz(t) < f+e.

t—oo

Poniewaz £ moze by¢ dowolnie mata liczba dodatnia, wiec lim;_ o, z(t) =

. O
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Wracamy do réwnania (2.11). W tym przypadku f(N3) = h(N2)Na,
gdzie h(NQ) = &9 — ’}/thcNgl/WQ — ’}/QhQNQ. Poniewaz

h/(Nz) = _71hléN;1/72_1 — 2he <0,

a wiec funkcja h jest malejaca dla Ny > 0. Ponadto h(0) = &5 >
0 oraz limp, .o h(N2) = —o0, a wiec istnieje stala 3 > 0 taka, ze
h(Ny) > 0 dla Ny < [ oraz h(N2) < 0 dla Ny > . Dla funkeji f
mamy réwniez f(Nz) > 0 dla Ny < 3 oraz f(N2) < 0 dla Ny > (3. Z
Lematu 2.2 otrzymujemy lim, ., Na(t) = (3. Stata 3 jest rozwiazaniem
stacjonarnym réwnania (2.11). Ze wzoru (2.9) wynika, ze istnieje stala
a > 0 taka, ze lim; .o Ni(t) = «, a punkt (a,3) jest rozwiazaniem
stacjonarnym uktadu (2.2). W szczegdlnosei

(2.16) hiao + hof = ? oraz a = CpB"/2,

1

a stata C' mozemy wyznaczy¢ z warunku poczatkowego:
C = N, (0)N; "/ 72(0).

Zatem rozwigzanie (Nl(t>,N2(t)> uktadu (2.2) zmierza do rozwiaza-
nia stacjonarnego («, () speliajacego uktad réwnan (2.16) przy czym
funkcje Ni(t) i No(t) albo réwnoczesnie rosna, albo réwnocze$nie ma-
leja (Rys. 1).

1.3. Przypadek 17 — 273 > 0. Poniewaz funkcja Ni(t) jest
ograniczona, a wyrazenie e172-27)% zmierza do nieskoficzonosci gdy
t — 00, wiec z tozsamosci (2.8) wnioskujemy, ze
Mozemy teraz zastosowaé Lemat 2.2 do pierwszego z réwnan (2.2). W
tym przypadku:

f(t,l’) - (51 - Wlhlx - lehZNZ(t))xa
g(r) = (&1 — mhiz)x
B =ei/(mh).

Niech t; > 0 bedzie tak dobrane, aby |Na(t)] < £ dla t > t, i niech

a= gib:%.Wtedyf(t,:n) >0dlaz <a,té€ [ty,o0) oraz f(t,z) <0
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N, A

RYSUNEK 1. Przypadek €1y — 97, = 0.

dla x > b, t € [ty,00). Zatem
tlggo Ni(t) = e1/(mih)

(patrz Rys. 2). Ze wzoru (2.8) latwo wnioskujemy, ze funkcja No(?)

maleje do zera w tempie wyktadniczym:
(2.17) tlim Ny(t) /e~ Ern2=e2mA — congt,
Analogicznie w przypadku €17, — €271 < 0 otrzymujemy

Jim Ni(t) =0 oraz Jlim Ny(t) = e2/(2h2).

Podamy teraz interpretacje biologiczng warunku €17, — €277 > 0.

. ., . &1 €9 . .
Warunek ten mozna zapisa¢ w postaci — > —. Zauwazmy, ze stala
4! V2
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N, A

RYSUNEK 2. Przypadek ;v — 971 > 0.

a; = — mozna traktowac jako wspotczynnik przystosowania do $rodo-

wiska i-tej populacji. Istotnie, uktad rownan (2.2) jest postaci

518 Ny =l —2)M

(215) {N§=72(a2—Z)N2,

gdzie Z opisuje zuzycie pozywienia. Zauwazmy, ze funkcja N;(t) ro$nie
wtedy i tylko wtedy, gdy a; > Z. Jezeli ay > s, to w przypadku gdy
s < Z < «aq pierwsza populacja roénie, a druga, gorzej przystosowana
do $rodowiska, maleje. Podsumujmy uzyskane wyniki.

TWIERDZENIE 2.1. fgczny rozklad populacji (N1(t), No(t)) dazy do
stanu stacjonarnego (o, B) gdy t — oo. Jezeli wspotczynniki przysto-

sowania do $rodowiska sq identyczne, to o i B sq statymi dodatnimi
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zaleznymi od stanu poczgtkowego, a jezeli wspotczynniki przystosowa-
nia do srodowiska sq rozne, to gorzej przystosowana populacja zniknie,
a populacja lepiej przystosowana ustabilizuje sie na dodatnim poziomie

niezaleznym od warunkow poczgtkowych.

1.4. Uogdlnienia. Rozwazany model konkurencji gatunkéw moz-
na uogoélnia¢ na wiele sposob6éw. Na przyktad mozemy rozpatrywac
model w ktérym mamy kilka populacji, lub tez zakladaé, ze funkcja
zuzycia pozywienia jest dowolng funkcja f dwoch zmiennych rosnaca
ze wzgledu na obie zmienne. W tym przypadku mozna sie przekonac,
ze model ma praktycznie te same wtasnosci jak w przypadku, gdy f
jest funkcja liniowa Ny i Ny (patrz Zadanie 2.1).

Modele wspotzawodnictwa pojawiaja sie w réznorodnych zastoso-
waniach. Na przyklad w pracy [7] pojawia si¢ nieco zmodyfikowany
uktad (2.2), ktéry opisuje dynamike rozwoju dwéch sasiadujacych re-
gionow. Po drobnych modyfikacjach model ten sprowadza sie do uktadu

réwnan

dN

ditl = (61 — 7 (N +ﬁN2>)N17
(2.19) AN

d7t2 = (52 — 72(Na + ﬁNl))NQ,

gdzie €1,€9,71,7%,3 > 0. Ta niewielka zmiana modelu prowadzi do
istotnie innych jego wlasnosci (patrz Zadania 2.2, 2.3, 2.4).

2. Drapiezca-ofiara

2.1. Model podstawowy. Rozpoczniemy od modelu Volterry w
ktérym N (t) i No(t) oznaczaja liczebno$¢ populacji, odpowiednio, ofiar
i drapiezcéw. W modelu tym przyjmujemy, ze zasoby pozywienia ofiar
sg nieograniczone, a wiec w przypadku braku drapiezcoéw, populacja
ofiar ro$nie geometrycznie a jej wspoétczynnik wzrostu oznaczamy przez
1. Zaktadamy, ze drapiezcy zmniejszaja wspotczynnik wzrostu popu-
lacji ofiar proporcjonalnie do wielkosci populacji drapiezcéw. Zatem
wspotezynnik wzrostu populacji ofiar wynosi €1 — 1 No, gdzie €1 1 71 sa
statymi dodatnimi. W przypadku drapiezcéw przyjmujemy, ze wspol-
czynnik wzrostu ich populacji ro$nie proporcjonalnie do wielkosci popu-

lacji ofiar, a wiec wynosi —eg 42Ny, gdzie €5 1 ¥ sa staltymi dodatnimi.
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Zatozylismy, ze w przypadku braku ofiar, populacja drapiezcow bedzie
wymieraé, a wiec jej wspotczynnik wzrostu jest ujemny. Przyjete zato-

zenia prowadza do modelu opisanego nastepujacym uktadem réwnan

dN

7151 = (51 - ’YlNz)Nl
(2.20)

dNo

dr = (—e2 + Y2 N1)Na.

Ograniczymy sie do badania rozwigzan dodatnich uktadu (2.20). Za-
uwazmy, ze uklad (2.20) ma dokladnie jeden punkt stacjonarny o wspét-
rzednych dodatnich (K7, K), gdzie Ky = £, Ky = % W dalszym ba-

72
daniu uktadu (2.20) wygodnie jest wprowadzi¢ nowe zmienne ny i ng
takie, ze N = Kiny i Ny = Kong. Sa to tzw. zmienne bezwymiarowe.

Speliaja one uktad postaci

dn

ditl 251(1 —ng)nl
(2.21)

dny _ —&3(1 —ny)n

P 1)12.

2.2. Okresowos$¢ rozwigzan. Mnozac pierwsze z réwnan (2.21)

przez €9, a drugie przez ¢; i dodajac stronami otrzymujemy

(2.22) gqn’ + €1y = €169(ny — ng).

. . . , 7 £9 -
Podobnie, mnozac pierwsze z rownan (2.21) przez =, a drugie przez

2—12 i dodajac stronami otrzymujemy
g2 &1
2.23 —Mny + —Ny = €169(N1 — Na2).
(223) ")+ g = ci6a(m = o)
Z réwnan (2.22) i (2.23) wynika nastepujaca zaleznosé
€2

€1
(2.24) —=n} + —nh = eonf + 1y,
n 1 2

a poniewaz % (Inn;) = Z—l , wiec (2.24) mozemy napisaé¢ w postaci

d
(2.25) a[@(m —1Inny) +e1(n2 — Inny)] =0,

a stad

(2.26) g2(ny —Inny) +e1(ng — Inny) = const.
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oA

RYSUNEK 3.

Wprowadzimy funkcje pomocnicza F(x) = x—Inxz—1. Wtedy réwnanie

(2.26) mozna zapisa¢ w postaci
(227) €2F(n1) + €1F(n2) = C,

gdzie C' jest pewna stata. Poniewaz F'(z) =1 — %, wiec funkcja F jest
malejaca w przedziale (0,1) i rosnaca w przedziale (1,00). Ponadto
lim, o F(x) = 00 1 lim, o F(z) = oo oraz F'(1) =0 (patrz Rys. 3).

Zbadamy jakie sa krzywe fazowe uktadu (2.20), tj. wykresy jego
rozwiazan na plaszczyznie (nq, ng). Zauwazmy, ze z warunku (2.27) wy-
nika, ze wspéhrzedne krzywej fazowej spelniaja tozsamosé (2.27), a wiec
nalezy zbadaé jaki jest wykres krzywej K zadanej réwnaniem (2.27).
Mozemy rozpatrywaé tylko state C' dodatnie, bo dla C' < 0 réwnanie
(2.27) nie ma rozwiazan, a dla C' = 0 ma jedyne rozwiazanie (1,1).
Ustalmy wiec C' > 0 i niech state Ay, Ay, By, By beda tak dobrane, ze
0< A <1< Ay, 0<B; <1< By, eF(A;) =C oraz e1F(B;) =C
dla i = 1,2. Zauwazmy, ze punkty (A;,1), (42,1), (1,By) i (1, B2)
lezg na krzywej K. Ponadto poniewaz funkcja F' jest malejaca w prze-
dziale (0,1) i rosnaca w przedziale (0,00), wiec A; < n; < Ay oraz
By < ny < By. Rozwazmy cztery przypadki

(pl) A1 <ny <1, By <np <1,
(p2) A1 <np <1,1< ny < By,
(p3) 1 <my < Ay, By <np <1,
(pd) 1 <ny < Ay, 1 <ny < By
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p2 p4
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Bl' p]_ p3
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A 1 Ao ny
RYSUNEK 4.

W kazdym z tych przypadkéw funkcje F'(ny) i F(ng) sa silnie mo-
notoniczne, a wiec w szczegdlnosci dla kazdego ustalonego n; istnieje
jedyne rozwiazanie ny = ng(n;) réwnania (2.27). Rozwazmy przypa-
dek (pl). Wtedy Fi(ny) jest funkcja malejaca, a wigc z réwnania (2.27)
wnioskujemy, ze funkcja Fj <n2(n1)) rosnie, gdy n; rosnie. Poniewaz F3
jest funkcja malejaca zmiennej ny, wiec ostatecznie funkcja na(ny) jest
malejaca. Podobne rozumowanie prowadzi nas do wniosku, ze funkcja
ns(ny) jest rosnaca w przypadku (p2) i (p3) oraz malejaca w przypadku
(p4) (Rys. 4). Wnioskujemy stad, ze krzywa K jest zamknigta. Ponie-
waz na krzywej K nie ma punktéw stacjonarnych, wiec K jest krzywa
fazowa. Zatem rozwiazania uktadu (2.21) sa funkcjami okresowymi.

Wracamy teraz do wyjsciowego uktadu (2.20). Uktad ten ma row-
niez wszystkie rozwigzania okresowe. Rysunek 5 przedstawia kilka krzy-
wych fazowych dla tego uktadu.

2.3. Wartos¢ srednia rozwigzan i implikacje ekologiczne.
Rozpoczniemy od zbadania wartosci sredniej rozwiazan Ny(t) i No(t).
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RYSUNEK 5.

Z pierwszego z rownan uktadu (2.21) otrzymujemy

(2.28) jt(ln ni(t)) = e1 — e1ma(t).

Niech T' bedzie okresem rozwiazania. Z réwnania (2.28) otrzymujemy

(2.29) /OT C;lt(lnnl(t)) dt =T — &4 /OT na(t) dt.

Poniewaz

/OT CZ(lnnl(t)) dt =Inny(T) — Inny(0) =0,

a wiec z réwnania (2.29) wnioskujemy, ze

(2.30) /0 Cna(t)dt =T

Z rownania Ny(t) = Kano(t) 1z (2.30) otrzymujemy

(2.31) 1/TN(t)dt—K—61
. T 0 2 - 2*717
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RYSUNEK 6.

a wiec Srednia wartosé rozwiazania No(t) jest réwna drugiej wspotrzed-
nej rozwiazania stacjonarnego. Podobnie warto$¢ srednia rozwiazania

Ni(t) jest rowna pierwszej wspoltrzednej rozwiazania stacjonarnego.

WNIOSEK 2.1. Wartosci Srednie wielkoSci obu populacyi sq takie jak
wspotrzedne punktu stacjonarnego.

Rysunki 6 i 7 przedstawiaja wykresy funkcji Ny(t) i No(t). Warto
zauwazy¢, ze poniewaz wartosci srednie tych funkcji nie zalezg od wy-
boru rozwigzania, wiec wraz z oddalaniem sie punktu poczatkowego od
punktu réwnowagi (K7, K3) zwieksza sie czas w ktorym wykresy funk-
cji Ni(t) 1 Ny(t) sa polozone ponizej prostych, odpowiednio, Ny = K;
Ny = K.

Rysunek 8 przedstawia zaleznos¢ miedzy wielkosciami populacji
ofiar i drapiezcéw. Mozemy zaobserwowaé, ze wykres populacji dra-
piezcoéHw jest przesuniety w stosunku do wykresu populacji ofiar, a wiec
wzrost populacji drapiezcéw nastepuje z pewnym opodznieniem w sto-
sunku do populacji ofiar. Rozpatrywany przez nas model drapiezca-
ofiara nie zawiera elementéw zwigzanych z samym cyklem rozwojowym

obu populacji, a zatem opdznienie to nie jest zwigzane na przyktad z
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RYSUNEK &.

dhugoscia ciazy drapiezcéw czy tez sezonowoscig cyklu rozwojowego

populacji.

Whiosek (2.1) ma ciekawa interpretacje biologiczna. Zaktadamy, ze

odtawiamy zaréwno populacje ofiar i drapiezcéw. Wtedy zmniejszaja

sie wspotezynniki wzrostu populacji, a wiec nowe wspotczynniki wzro-

stu €] 1 —¢), speliaja nieréwnosci: €] < g1 1 —gh, < —e&9. Przyjmujac,

ze odlowy populacji ofiar nie sg zbyt intensywne (¢] > 0), wtedy nowe

srednie wielkosci populacji speliaja warunki
/

9 9

—2 > — = Z:S 1,

K| =
V2 V2
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gl ¢
K=<l oK,
1N
Zatem w wyniku odtowéw populacja ofiar rosnie, zas populacja drapiez-

cow maleje. To zaskakujace stwierdzenie wyjasnito, zjawisko odwrotne,
z ktérym mieli do czynienia rybacy wloscy po I Wojnie Swiatowej.
Zmniejszenie odtowow ryb wynikajace z dziatan wojennych spowodo-
wato relatywny wzrost ilosci ryb drapieznych. Zwickszenie ochrony ofiar
przed drapiezcami prowadzi do zwiekszenia obu populacji. Istotnie, ma-
my wtedy 7] < 71 175 < 72, a wiec
K =2>2_K i Kp=2>1-k,
T2 2 N

2.4. Okres rozwigzan. Zbadamy teraz ile wynosi okres rozwia-

zan w poblizu punktu stacjonarnego. Podstawimy x;(t) = ny(t) — 1 i

xo(t) = na(t) — 1. Wtedy uktad (2.21) sprowadza si¢ do uktadu
Ty = —e1wa(1 + 21)

(2.32) Lo
xy = e9x1(1 4 x3).

Interesuje nas okres rozwiazan ukltadu (2.32) gdy warunek poczatkowy

zmierza do (0,0). Wygodnie jest przyja¢ x1(0) = 0 i 25(0) = C§, gdzie
C jest pewng stala, a § — 0. Zastosujmy podstawienie
x1(t) = drs(t) oraz  xo(t) = dyas(t).

Wtedy 415(0) = 01 y26(0) = C, za$ funkcje y15 1 y2s spelniaja uktad

rownan

(2.33) )

Yas = €2y15(1 + 0yas).

7 twierdzenia o ciagtej zaleznosci rozwigzan od parametru wynika, ze

{ Vs = —€1Y2s(1 + dy1s)

gdy 0 — 0 to funkcje y15(t) 1 yas(t) zmierzaja do funkeji yq(¢) 1 yo(t)
spetniajacych uktad liniowy

Yy = —e1ye
Yy = ol

i warunek poczatkowy y1(0) = 0, y2(0) = C, a wiec

yi(t) = —C\/isin(\/@t) oraz Yo(t) = Ccos(y/e1€2t).

Funkcje y1(t) 1 y2(t) sa funkcjami okresowymi o okresie T' = 27/, /15 .

(2.34)

——
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WNIOSEK 2.2. Okres rozwigzan uktadu (2.20) w poblizu rozwigzania

stacjonarnego wynosi
27

\/6182'

T =~

3. Drapiezca-ofiara i ograniczone zasoby

3.1. Model. Zmodyfikujemy teraz poprzedni model Volterry do-
dajac zaleznos¢ wspotczynnika wzrostu populacji od wielkosci popula-
cji. Uktad (2.20) zamieni si¢ wtedy na uktad

dN-

7; = (g1 — f1N1 — 11 N2) Ny
(2.35) dN,

“dt = (—e3 + 72 N1 — B2N2)No,

gdzie stale €1, g9, 512,71, V2 sa dodatnie.

Badanie uktadu (2.35) rozpoczniemy od wyznaczenia punktow sta-
cjonarnych. Uktad (2.35) moze mieé¢ trzy punkty stacjonarne o wspot-
rzednych nieujemnych:

R =(0,0), P = (;17())7 P, = (51524-5271 5172—5251)
1

Y1Y2 + G182 M2 + Bi B
Punkt stacjonarny P, pojawia sie, gdy €179 — €931 > 0.

Nastepnie zbadamy zachowanie rozwigzan uktadu (2.35) w poblizu
punktéw stacjonarnych. Bedziemy stosowa¢ metode oparta na lineary-
zacji uktadu, ktora teraz oméwimy.

3.2. Uwagi o linearyzacji. Niech U bedzie otoczeniem punktu
0 w przestrzeni R?, a f : U — R? funkcjg rézniczkowalng taka, ze
f(0) = 0. Interesuje nas zachowanie rozwigzan uktadu

(2.36) x' = f(x)

w poblizu punktu stacjonarnego 0. Pokazemy, ze zachowanie to mozna
bada¢ zastepujac rownanie (2.36) odpowiednim réwnaniem liniowym.
Niech A = f/(0) oraz (x) = f(x) — Ax. Wtedy |l(x)|| = o(]|x]|)-

Zauwazmy, ze dla dowolnego wektora y € RY mamy

e 'f(ey) = Ay + ¢ p(ey),
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a poniewaz

o(lleyll)

lim || Y(ey)| = limeo(||ey||) = lim ———~||y|| = 0,
ti [ p(ey)| = im0l ey ) = T %y |
wiec
(2.37) lin% e f(ey) = Ay.

Ustalmy a € R? i rozwazmy rodzine rozwiazan x.(t) uktadu (2.36)
takich, ze x.(0) = ea. Niech y.(t) = e 'x.(t). Wtedy funkcja y. spetnia
warunek poczatkowy y.(0) = a oraz uklad roéwnan

(2.38) y. = f(ey.).
Niech funkcja y(t) spetnia uktad liniowy
(2.39) y = Ay

z warunkiem poczatkowym y(0) = a. Ze wzoréw (2.37) i (2.38) oraz
z twierdzenia o ciagtej zaleznosci rozwiazan od parametru wynika, ze
funkcje y.(t) zmierzaja do funkcji y(¢) jednostajnie na kazdym prze-
dziale ograniczonym, gdy ¢ — 0.

Podamy teraz interpretacje geometryczng otrzymanego wyniku. Wy-
obrazmy sobie, ze obserwujemy rozwiazania ukladu (2.36) w poblizu
punktu stacjonarnego 0. W tym celu uzywamy szkta powiekszajacego
g1 krotnie. Wtedy zamiast rozwigzan ukladu (2.36) widzimy funkcje
y:(t). Gdy € — 0, to funkcja y.(t) zmierza do rozwiazania réwnania
liniowego (2.39). Zatem rozwiazanie uktadu (2.39) jest granicznym ob-
razem rozwiagzan uktadu (2.36) w poblizu punktu stacjonarnego 0, gdy
skala powiekszenia dazy do nieskonczono$ci.

Rysunek 9 przedstawia rozwigzania uktadu

v = 31— 0,5y + 2% — zy + 29°
(2.40) {

, —

y = —x — 3y — 2%+ 2zy
na plaszczyznie fazowej, a Rysunek 10 przedstawia rozwiazania tego

uktadu 5-krotnie powiekszone (cze$¢ zawarta w kole). Wykres ten nie-

wiele rozni sie¢ od wykresu rozwiazan uktadu liniowego

{ ¥ = -3z — 0,5y

2.41
(241) P
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otrzymanych przez ,nieskonczone powiekszenie” rozwigzan uktadu (2.40).

Poniewaz obraz rozwigzan ukladu liniowego na ptaszczyznie fazowej
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jest niezmienniczy wzgledem jednoktadnosci o sSrodku w poczatku ukta-
du wspoélrzednych, wiec rozwiazania te wygladaja identycznie bez wzgle-
du na skale powiekszenia. Linearyzacja uktadu w otoczeniu punktu sta-
cjonarnego prowadzi wiec do uzyskania dos¢ doktadnego obrazu rozwia-
zan uktadu na ptaszczyznie fazowej. Zauwazmy ponadto, ze jezeli obser-
wujemy przez ,szklo powigkszajace” rozwigzania w otoczeniu punktu
x, ktory nie jest punktem stacjonarnym, to krzywe fazowe sg podobne
do prostych réwnoleglych do wektora f(x). Zatem jedynie linearyzacja
w punktach stacjonarnych dostarcza istotnych informacji o przebiegu

rozwigzan uktadu nieliniowego.

UwAcA 2.1. Nalezy podkresli¢, ze w ogolnym przypadku lineary-
zacja daje przyblizony obraz rozwigzania jedynie na przedziatach ogra-
niczonych. W szczegdlnosci portrety fazowe (tj. wykresy krzywych fa-
zowych) uktadéw (2.36) i (2.39) moga si¢ istotnie rézni¢ w otoczeniu
punktu stacjonarnego (patrz Zadania 2.5 i 2.6). Jezeli macierz A jest
odwracalna, to istnieje stata M > 0 taka, ze ||Ax| > M]||x||. Ponie-
waz rozwigzanie przechodzace przez punkt x jest styczne do wekto-
ra f(x) = Ax + ¢(x), wiec z nieréwnosci ||Ax| > M||x|| i warunku
lle(x)]] = o(||x]|) wynika, ze wektor Ax wyznacza w przyblizeniu kie-
runek przebiegu rozwigzania w poblizu punktu stacjonarnego. Warunek
odwracalnosci macierzy A nie gwarantuje podobienstwa topologicznego
krzywych fazowych uktadéw (2.36) i (2.39) (patrz Zadanie 2.6). Méwi-
my, ze dwa uktady x' = f(x) iy’ = g(y) sa topologicznie réwnowazne
w otoczeniu punktow stacjonarnych, odpowiednio a i b, jezeli istnieje
homeomorfizm h otoczenia U punktu a na otoczenie V' punktu b taki,
ze jezeli x(t) jest rozwigzaniem ukladu x’ = f(x) zawartym w U, to
y(t) = h(x(t)) jest rozwiazaniem uktadu y’ = g(y). Niech A = f'(a) i
B = g'(b). Jezeli wartosci wlasne macierzy A i B nie maja zerowych
czesci rzeczywistych, to uktady x’ = f(x) i y’ = g(y) sa topologicz-
nie réwnowazne w otoczeniu punktow stacjonarnych wtedy i tylko
wtedy, gdy macierze A i B posiadaja taka sama liczbe wartosci wla-
snych z ujemna (dodatnia) czescia rzeczywista. W szczegdlnosci, uktad
x' = f(x) i jego linearyzacja y' = Ay sa réwnowazne, jezeli wartosci

wlasne macierzy A nie majg zerowych czesci rzeczywistych.
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3.3. Punkty stacjonarne ukladu (2.35). Zbadamy typ punk-
toéw stacjonarnych uktadu (2.35). Rozpoczniemy od punktu Py = (0, 0).
W naszym przypadku

fi(N1, No) = (61 — f1N1 — 71 N2) Ny,
fa(N1, No) = (—e2 + 12 N1 — B2N3) Ny,

a wiec pochodna Frechéta % Wynosi

ﬁ(Nl Ny) = €1 — 201Ny — 11Nz —11 N1
AN Y2 N2 —&2+ 72 N1 — 20Ny |
Zatem w punkcie Fy mamy
& 0
1-[i )

i wielomian charakterystyczny uktadu liniowego W(\) = det(A — AI)
ma dwa pierwiastki \; = €1 1 Ay = —¢&9 (det A oznacza wyznacznik ma-
cierzy A). Zatem punkt stacjonarny Py jest punktem siodtowym. Ob-
raz rozwiazan w otoczeniu punktu Py na ptaszczyznie fazowej (INq, Na)
przedstawiony jest na Rysunku 11.

Linearyzujac uktad (2.35) w punkcie P; otrzymujemy macierz

A= |5 —e1m1 /B
0 (e172—e2B1)/B1]|”
Wielomian charakterystyczny W (\) ma dwa pierwiastki \y = —e; i

Ao = (e172 — €21)/P1- W przypadku 175 — €251 < 0 oba pierwiastki
charakterystyczne sa liczbami ujemnymi, a wiec w punkcie P jest wezel
stabilny (Rys. 12a). W przypadku €175 —e23; > 0 jeden z pierwiastkéw
charakterystycznych jest ujemny, a drugi dodatni, a wigc w punkcie P;
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) P, b - P, D

RyYSUNEK 12. Portret fazowy w otoczeniu punktu P;.
Po lewej stronie wezet stabilny, gdy €172 — €281 < 0, a
po prawej siodto gdy 17, — 981 > 0.

jest siodto (Rys. 12 b). Punkt stacjonarny P, istnieje tylko w przypadku
€172 — €231 > 0. Wtedy

—cBi(eam +€1B2) —cenlerfa +eam)
072(8172 - 8251) 052(5162 - 7251)

gdzie C = (")/1")/2 —+ 5162)—1.
Niech a3 = c(egy1 +€162) > 01 ag = c(e172 — €201) > 0. Wtedy
mozna tatwo sprawdzi¢, ze wielomian charakterystyczny jest postaci

W(A) = (A +a)® b,

gdzie
a= (fioq + o) /2, b= [(Broq — Paca)® — dy17p0i1a2] /4.

Jezeli b < 0, to oba pierwiastki charakterystyczne sa liczbami zespolo-
nymi 2z; i 29 oraz Rez; = Rezy = —a < 0, a wigc punkt P, jest ogni-
skiem stabilnym (Rys. 13a). Jezeli b > 0, to A\, = —(a + v/b)/2 oraz
Ay = —(a — V/b) /2. Poniewaz a? > b, wiec oba pierwiastki charaktery-
styczne sg liczbami ujemnymi, a wiec punkt P, jest weztem stabilnym
(Rys. 13D).

3.4. Globalna stabilno$sé. Badanie wlasnosci rozwigzan w oto-
czeniu punktéw stacjonarnych dostarcza nam jedynie czesciowych in-
formacji o rozwigzaniach uktadu. Przedstawimy teraz wyniki dotyczace
dowolnych rozwigzan uktadu (2.35). Naszym celem bedzie udowodnie-
nie globalnej stabilnosci rozwiazan, a wiec zbieznos¢ rozwiazan uktadu
(2.35) do punktu stacjonarnego Py, gdy €172 — 241 < 0 oraz do punktu
stacjonarnego Py, gdy £172—e231 > 0. Dowody beda oparte na metodzie
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RYSUNEK 13. Portret fazowy w otoczeniu punktu P.
Po lewej stronie ognisko stabilne, gdy b < 0, a po prawej
wezel stabilny, gdy b > 0.

funkcji Lapunowa, ale nie bedziemy zajmowaé sie tutaj teoretyczny-
mi aspektami tej metody. Bedziemy rozwazaé rozwigzania startujace z
punktéw o dodatnich wspotrzednych. Wtedy Ny (t) > 0 oraz Nao(t) > 0
dla dowolnych t.

Przypadek €17, — 931 < 0. Pokazemy, ze lim; .., N1(t) = &1/ i
lim, .o, Na(t) = 0, a wiec wszystkie dodatnie rozwiazania ukltadu (2.35)
zmierzaja do punktu stacjonarnego P;. W tym celu definiujemy funkcje

(242 VNN = G - G(2) + A,
gdzie G(Ny) = 172Ny — €172 In Ny. Zauwazmy, ze G'(N1) = 172 —

N2, a wige funkcja G jest malejaca w przedziale (0, 2—11) i rosngca w

przedziale (;—i, o0). Stad dla dowolnego 0 > 0 mamy

(243) 1nf{V(N1, NQ) . (Nl,NQ) € Ag} > O,
gdzie
2
(2.44) As={(Ni,Ny) €R: . (Ny— &) + N} > 6}
Wyznaczamy pochodna funkcji V' wzdtuz rozwiazania uktadu (2.35):
d oV ov
—V(Ny(t), No(t)) = N1 (t) + =Ny (t
GV, Nalt) = SN0 + 5N

= G'(Ni(t))N|(t) + Bin Ny(t)
= (B112N1 — e172)(e1 = BiN1 — 11 N2)
+ B1y1(—e2 + 72 N1 — B2N2) Ny

_ 2 €1 2 2
= _6172<N1 - E) + (6172 — €261) 1 N2 — 1821 Ny
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Poniewaz €17, — 231 < 0, wiec

d 2
(2.45) ZVINI(D), No(t)) <~ (N1 = 2)" = BiBon NS,
a stad wynika natychmiast, ze
d
(2.46) £V(N1(t), Ny(t)) < —cd

oile (Ny(t), No(t)) € As, gdzie ¢ = min{[7vq, 315271 }-

Z nier6wnosci (2.45) wnioskujemy, ze funkcja p(t) = V(N1 (), Na(t))
jest malejaca, a poniewaz ¢(t) > 0, wiec istnieje granica lim; .., p(t).
Sprawdzimy, ze lim;_., ¢(t) = 0. W przeciwnym przypadku istnieje
stata A > 0 taka, ze V(Ny(t), Nao(t)) > A dla dowolnego ¢ > 0. Po-
niewaz V(3,0) = 0, wigc istnieje § > 0 takie, ze (N1(t), Na(t)) € As
dla t > 0. Z nieréwnosci (2.46) wnioskujemy, ze ¢'(t) < —cd dla do-
wolnego ¢t > 0, a wiec lim;_ ., p(t) = —o0, co jest niemozliwe. Zatem
lim; o ¢(t) = 0. Z warunku (2.43) wnioskujemy, ze dla dowolnego
d > 0, istnieje to takie, ze (Ny(t), No(t)) ¢ As dla t > to. Z definicji
zbioru As wnioskujemy, ze lim; o, N1 (t) = % i limy_ o No(t) = 0.

Przypadek €179, — 28y > 0. Udowodnimy, ze rozwiazania uktadu
(2.35) zmierzaja do punktu P,. Konstrukcje funkcji Lapunowa poprze-
dzimy odpowiednia zamiana zmiennych, tak aby uprosci¢ dalsze ob-
liczenia. Przyjmujemy, ze Ni = Pix, Ny = P}y, gdzie Py i P} sa

wspotrzednymi punktu stacjonarnego Pp. Wtedy
(2.47) o = e1x(1 — B Pyey e — mPierly)
' Y = —eay(l — 1Py 'w + GaPiey'y).

Poniewaz teraz punkt (1,1) jest punktem stacjonarnym, wiec
511D2151_1 + 71P22€1_1 =1 oraz ﬁ2P2252—1 — 72]32152—1 - 1.

Przyjmujac o = 31 Pjey* oraz 3 = (B, Pfe;* sprowadzamy uktad (2.47)
do nastepujacej postaci

¥ =cx(l —ax—(1-a)y)
y' = —ey(l = (1+ B)z + By),
gdzie a € (0,1) oraz 5 > 0. Pokazemy, ze

(2.48)

lim z(t) = lim y(t) =1,

t—o0 t—o00
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co zakonczy dowod. Niech F(z) =z —Inz — 1,

(2.49) Via.9) = =Fla)+ 15 —F0),
(2.50) As={(z,y) eRZ: (z -1+ (y—1)* > 5}.

Podobnie jak w poprzednim przypadku wnioskujemy, ze dla dowol-
nego 0 > 0 mamy

(2.51) inf{V(z,y): (x,y) € As} > 0.

Obliczamy pochodna funkcji V' wzdluz rozwigzania uktadu (2.48). Po-
niewaz F'(x)r = x — 1, wiec

SV aO.y(0) = 5+ Gy = L@+ S Py
= (=11 —az = (1= a)y) + 5501 = )1 = (3+ D+ 5y)
——ale- 1= B2 -1

a wiec biorac ¢ = min{«, (1 — «)5(1 + §) "'} otrzymujemy

(2.52) jtV(x(t),y(t)) < ¢

dla (x(t),y(t)) € As. Dalej dowdd przebiega analogicznie jak w po-
przednim przypadku.

Rysunki 14, 15, 16 przedstawiaja krzywe fazowe dla uktadu (2.35)
w zaleznosci od doboru parametréw. Przypadek ey —e931 < 0 przed-
stawiany jest na Rysunku 14. W tym przypadku mamy tylko dwa
punkty stacjonarne Py i P; oraz punkt P; jest globalnie stabilny. Gdy
€172 — €231 > 0, to uktad ma trzy punkty stacjonarne F,, P, i P; oraz
punkt P; jest globalnie stabilny. Mozna tu wyr6zni¢ dwa istotne pod-
przypadki. Gdy b > 0, to P, jest punktem weztowym (Rys. 15), a gdy
b <0, to P, jest ogniskiem (Rys. 16).

Podsumujemy rezultaty dotyczace uktadu (2.35). Jezeli €17y, > &9/,
to

t—o0
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B Py Ny

RysuNEk 14.

a wiec liczba drapiezcow 1 ofiar ustabilizuje sie i obie populacje prze-
trwaja. Jezeli €17 < €201, to

lim N(t) = P.

t—o0

Zatem populacja drapiezcéw wyginie, a populacja ofiar ustabilizuje
sie na poziomie 2—1 Zjawisko wyginiecia populacji drapiezcow przy
zachowaniu populacji ofiar mozna tatwo wyjasni¢. Wspoélezynnik A
wzrostu populacji drapiezcow jest mniejszy niz —eo + 12Ny, a wiec
A< —egg+ 72%. Zatem, gdy €17 < €201, to A < 0 i w populacji dra-
piezcow reprodukcja jest mniejssza niz $miertelnosc. Jest to catkowicie
zgodne z interpretacja wspotezynnikéw w ukladzie (2.35). Przypomi-
namy, ze €; odpowiada za wzrost populacji ofiar, a v, mozna inter-

pretowaé jako wspotczynnik skutecznosci polowan. Duze wielkosSci e
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B Py Ny

RYSUNEK 15.

i 41 wplywaja niekorzystnie na populacje drapiezcow, bowiem €5 jest
jej wspotczynnikiem $miertelnodci, a 3 wplywa na zmniejszenie wzro-
stu populacji ofiar. Sytuacja populacji drapiezcéw jest w istocie jeszcze
gorsza. Nawet, gdy A > 0, to nalezy uwzgledni¢ tu wcze$niej omawiany
efekt Allee’go, ktory powoduje wyginiecie populacji, jezeli jej liczebnosé
spadnie ponizej pewnego krytycznego poziomu. Gwattowne zmiany w
ekosystemie moga prowadzi¢ do znacznej redukcji populacji drapiez-
cow i nawet przywrocenie poprzednich warunkéw moze nie zapobiec

wyginieciu tej populacji.

UWACA 2.2. Zagadnienie wyznaczenia funkcji Lapunowa przy ba-
daniu konkretnych uktadéw réwnan nastrecza duze trudnosci i nie ma
prostych metod poszukiwania jej. Rowniez czesto wystepuje kilka punk-
tow stabilnych majacych wtasne baseny przyciggania, a wiec zbiory
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v

RYSUNEK 16.

punktéw poczatkowych takich, ze rozwigzania z nich startujace zmie-
rzaja do danego punktu stacjonarnego. Zazwyczaj ograniczone rozwia-
zania uktadu dwéch réwnan albo zmierzajg do pewnego punktu stacjo-
narnego, albo do cyklu granicznego. Przypadek cyklu granicznego po-
damy w nastepnym podrozdziale. Na ogoét trudno jest poda¢ doktadna
charakterystyke asymptotycznego zachowania wszystkich rozwigzan.

3.5. Uogoblnienie. Naturalnym uogoélnieniem modelu opisywane-
go uktadem (2.35) jest nastepujacy uktad réwnan:

(2.53) {N1 — (1 + f1(N1, Na)) Ny

NQI = (—82 + fQ(Nl, NQ))NQ
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Funkcje f1 1 fo opisuja w jaki sposéb zmieniajg sie wspotezynniki wzro-
stu populacji ofiar N; i drapiezcow Ns, gdy obie populacje wystepuja
jednoczesnie oraz gdy zasoby srodowiska sg ograniczone. Nastepujace

zatozenia dotyczace pochodnych czastkowych funkcji f1 1 fo sa dosé

naturalne:
of df 0fs 0fa

2.54 —— <0, =<0, —=—=>0, —=<O.

( ) 0Ny " ON, T ON, " ON,

Przyjmujemy rowniez, ze

(2.55) f1(0,0) = £2(0,0) =0

oraz

(256) lim fl(Nl,O) < —é€1, lim fg(Nl,O) > E9.
N1—o0 N1—o0

Przy przyjetych zalozeniach rozwiazania uktadu (2.53) maja podobne
whasnosci jak rozwigzania uktadu (2.35) (patrz Zadanie 2.7).

4. Model Kolmogorowa

4.1. Opis modelu. Ciekawe uogolnienie modelu Volterry—Lotki
zaproponowatl Kotmogorow w 1936 roku. Przyjal, ze wspotczynnik e,
wzrostu populacji ofiar zalezy od ilosci Ny osobnikéw w tej populacji.
Przyjat rowniez, ze drapiezcy zmniejszaja populacje ofiar proporcjo-
nalnie do ilosci drapiezcow, przy czym wspotczynnik proporcjonalnosci
v jest funkcja liczebnodci ofiar. Podobnie przyjmujemy, ze wspotczyn-
nik wzrostu populacji drapiezcow €9 jest funkcjg liczebnosci populacji
ofiar. Zatem funkcje opisujace rozklad czasowy populacji ofiar Ny () i
populacji drapiezcéw spetniajag uktad rownan rézniczkowych

dNy(t

W) _ <) (v )Mt) = v () Val)
(2.57) dt

dN,(t)

di = EQ(N]_(t))NQ(t)

Funkcje 1,5 1 v sa rézniczkowalne i spelniaja nastepujace zatozenia
(258) 5,1(N1) < 0, 6’2<N1) >0 dla Ny > O,
(2.59) v(N;) >0 dla Ny >0,

(2.60) £1(0) > 0 > e1(00), €2(0) <0 < e9(00), v(0)=0,
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gdzie symbole £1(00) 1 e2(00) oznaczaja granice w 400 funkcji €1 i €.
Przyjete zalozenia (2.58), (2.59) i (2.60) sa dos$¢ oczywiste z bio-
logicznego punktu widzenia. Na przyktad zalozenia £ (N;) < 0 oraz
£1(0) > 0 > e;(c0) oznaczaja, ze podobnie jak w modelach Verhulsta,
tempo wzrostu populacji ofiar maleje wraz ze wzrostem jej wielkosci,
przy czym dla matych populacji wzrost powinien by¢ dodatni, zas po
przekroczeniu pewnej krytycznej wielkosci populacja powinna malec.
Mimo, ze model Kolmogorowa wydaje sie by¢ dos¢ prostym uogol-
nieniem modelu Volterry, to jednak ma on wiele nowych dos¢ zaskaku-

jacych wlasnosci.

4.2. Punkty stacjonarne. Tradycyjnie rozpoczniemy od wyzna-
czenia punktow stacjonarnych i zbadania ich charakteru. Z wtasnosci
Darboux wynika, ze funkcje €1 i g9 zerujg si¢ w pewnych punktach.
Oznaczamy te punkty, odpowiednio, przez K; i K. Punkt K jest
punktem réwnowagi dla populacji ofiar, gdy nie wystepuje populacja
drapiezcow, zas Ko jest wielkoscia populacji ofiar dla ktérej populacja
drapiezcow jest w stanie réwnowagi.

Uktad rownan (2.57) ma trzy punkty stacjonarne

&1 (KQ)KQ)

Py =(0,0), P =(K,0), P2=<K27 V()

przy czym punkt P, wystepuje tylko wtedy, gdy e1(K3) > 0. Poniewaz
funkcja e, jest malejaca oraz £;(K;) = 0, wiec punkt P, wystepuje
wtedy, gdy K; > K.

Jezeli uktad (2.57) zapiszemy symbolicznie

(2.61) N'(t) = f(N(1)),

to
df o 8/1(N1)N1 + 61(N1) — V/(Nl)NQ —V(Nl)
ﬁ N 5'2(N1)N2 52(N1) )

Linearyzujac uktad w punkcie F, otrzymujemy macierz
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a poniewaz €1(0) > 01 £5(0) < 0, wiec punkt Fp jest punktem siodto-
wym. W punkcie P, mamy
6/1(K1)K1 —V(K1>

0 62(K1) ’
a poniewaz &)(K;)K; < 0, wiec typ punktu P, zalezy od wartosci
g9(K1). Mozna wyrdzni¢ tu dwa przypadki: K7 < Ky i Ky > K.
Poniewaz funkcja ey jest rosnaca oraz e9(K3) = 0, wiec w przypadku
K, < Ky mamy e5(K;) < 01 punkt P; jest weztem stabilnym. Gdy
K > K> to obie wartosci wtasne macierzy A sa r6znych znakéw i punkt
P, jest punktem siodtowym. W tym przypadku mamy jeszcze jeden
punkt stacjonarny P». W punkcie P, mamy

A o —v(K3)

eh(K9)NJ 0 '
gdzie
€1 (KQ)KQ

V(K>)

Zauwazmy, ze wielomian charakterystyczny jest postaci

(262) NQ* = , oraz 0= E,I(KQ)KQ + 51(K2) — V/(K2>N;.

W(A) = A2 — 6\ + v(Ky)eh(Ky) N3

Szukamy pierwiastkéw wielomianu W (A). W naszym przypadku A =
62 — 4v(Ky)eh(K2) N3, a poniewaz 4v(Ky)eh(Ko) Ny > 0, wiee A < §2.
Mozna wyréznié kilka podprzypadkow. Jezeli A < 0, to oba pierwiastki
wielomianu W () sa zespolone oraz Re A\; = Re Ay = /2, a wiec gdy
0 < 0 to w punkcie P jest ognisko stabilne, a gdy 6 > 0, to w P, jest
ognisko niestabilne. Jezeli A > 0 to oba pierwiastki sa rzeczywiste.
Poniewaz A < §2, wiec oba pierwiastki maja ten sam znak: gdy 6 > 0
sa dodatnie, a gdy § < 0 sa ujemne. Zatem w przypadku A > 0 oraz
0 > 0 w P, jest wezel niestabilny, a w przypadku A > 0 oraz § < 0
w P; jest wezel stabilny. Zatem, gdy A # 0, to punkt P jest stabilny
dla ¢ < 0 i niestabilny dla § > 0.

4.3. Ograniczono$é rozwigzan. Uktad (2.57) przy pewnych funk-
cjach €1(t), e2(t), v(t) moze mie¢ do$¢ zaskakujace, do tej pory nie-

rozpatrywane przez nas wlasnosci. Jedna z nich jest istnienie cyklu
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N, A
A B
1, a]
C
N
~—]
D |
O 6K2 2K1 Nl

RYSUNEK 17.

granicznego. Rozpoczniemy od sprawdzenia, ze wszystkie rozwiazania
nieujemne uktadu (2.57) sa ograniczone.

Poniewaz £ jest funkcja malejaca oraz e (K;) = 0, wiec €1 (N1 (t)) <
e1(2K;) < 0 dla Nyi(t) > 2K;. Mamy rowniez v(N(t)) > 0, wiec z
pierwszego z rownan ukladu (2.57) wnioskujemy, ze

(2.63) Ni(t) < e1(2K1) Ny (t) < 2K61(2K7) <0

o ile Ni(t) > 2K,. Zatem funkcja N;(t) jest ograniczona, a poniewaz
drugie rownanie uktadu (2.57) jest liniowe, wiec rozwigzanie tego ukta-
du jest okreslone dla wszystkich ¢ > 0. Z nieréwnosci (2.63) wynika
réwniez, ze istnieje to > 0 takie, ze Ny(t) < 2K dla t > t,.

Pokazemy teraz, ze wartosci rozwiazania uktadu (2.57) takiego, ze
Ni(tg) < 2K7 1 Ns(tg) > 0 leza w pewnym zbiorze ograniczonym dla
t > to. Podobnie jak wczesniej przez f(IN) oznaczamy prawg strone
uktadu. Niech 5 € (0,1) bedzie tak dobrane, ze fK; < 2K i niech
mmin{u(]\fl) : BKy < Ny < 2K} i niech OABCD bedzie
wielokatem ograniczonym prostymi: Ny = 0, Ny = 2K, N, =0, Ny =
¢, Ni+aNy = fKs+ac (patrz Rys. 17). Sprawdzimy, ze dla dostatecznie
duzego ¢ wektor f(IN) w punktach N lezacych na bokach AB i BC jest

a =



50 2. MODELE WIELOPOPULACYJNE

skierowany do wnetrza wielokata OABC'D. Wczeéniej udowodnilismy;,
ze dowolne rozwigzanie uktadu (2.57) spetnia warunek N, (t) < 2K dla
t dostatecznie duzych. Zatem rozwigzanie wejdzie do wnetrza pewnego
wielokata OABC'D i go nie opusci, a wiec bedzie ograniczone. Na boku
AB mamy f5(N) = e9(N1) Ny < 0, a wiec wektor £f(N) jest skierowany
do wnetrza wielokata OABC' D. Rozwazmy bok BC'. Poniewaz wektor
[1, a] jest prostopadly do boku BC'i skierowany na zewnatrz wielokata
OABC D, wiec wystarczy sprawdzi¢, ze iloczyn skalarny wektoréw f(IN)
i[1,a] jest ujemny:
f(N) - [1,a] = e1(N1) N1 — v(N1) Ny + aeo(N7) Ny
< e1(N1)Ny — 2ae5(2K1) Ny + ae9(2K;) Ny
< b—aey(2K5)No,
gdzie b = max{e;(N;)N; : Ny < 2K;}. Dla dostatecznie duzych ¢
réwniez Nj jest dostatecznie duze, a wiec £f(N) - [1,a] < 0, co konczy

dowdd ograniczonosci rozwiazan.

4.4. Cykl graniczny. Wprowadzimy teraz kilka poje¢ z teorii
uktadéw dynamicznych z ktorych bedziemy korzysta¢ w badaniu wta-
snosci rozwiazan ukladu (2.57). Rozwazmy réwnanie rézniczkowe w
podzbiorze X C R?

(2.64) x' = f(x),

gdzie f : X — R?jest funkcja rézniczkowalng. Zaktadamy, ze dla dowol-
nego xo € X istnieje doktadnie jedno rozwiazanie x(t) réwnania (2.64)
spelniajace warunek poczatkowy x(0) = x¢ okres$lone dla wszystkich
t > 01 przyjmujace wartosci w X. Okreslmy funkcje 7 : [0,00) x X — X

(2.65) m(t,x0) = x(t),

gdzie x(t) jest rozwiazaniem réwnania (2.64) spelniajacym warunek
poczatkowy x(0) = x. Wtedy 7 jest funkcja ciagta i spetnia warunki

(2.66) 7(0,x) =x, 7(t,7(s,x)) =7(t+s,%x)
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dla x € X, t,s > 0. Funkcje ciagta 7 spelniajaca warunki (2.66) nazy-
wamy potukiadem dynamicznym. Zbiér

(2.67) m(x) = {n(t,x) : t > 0}

nazywamy trajektorig punktu x. Gdy 7(x) = {x} to x nazywamy punk-
tem stacjonarnym, a gdy w(t,x) = m(0,x) dla pewnego t > 0, to x
nazywamy punktem okresowym, i mowimy, ze punkt x ma trajektorie
okresowq. Zbior
(2.68) wx)={yeX: \/ t, — o0 oraz y = nlirglow(tn,x)}

(tn)
nazywamy zbiorem granicznym punktu X.

UwaAcA 2.3. W literaturze rozwaza si¢ rowniez uktady dynamiczne,
ktére definiowane sg podobnie jak pétuktady dynamiczne z ta réznica,
ze funkcja 7 jest okreslona na zbiorze R x X. W tym przypadku uzywa
sie terminologii péttrajektoria dodatnia punktu x oraz dodatni zbior

graniczny punktu x na zbiory okre$lone wzorami (2.67) i (2.68).

Ograniczymy sie do réwnan na plaszczyznie (d = 2). Bedziemy
korzystaé z nastepujacego twierdzenia Poincarégo—Bendixona.

TWIERDZENIE 2.2. Zakladamy, zZe punkt x ma trajektorie ograni-
czong oraz zZaden punkt'y € w(x) nie jest stacjonarny. Wtedy zbior

w(x) jest trajektoriq pewnego punktu okresowego.

Jezeli w(x) jest trajektoria pewnego punktu okresowego, to zbior
w(x) nazywamy cyklem granicznym. Dowdd twierdzenia (2.2) mozna
znalez¢ w ksiazce [22]. Bedziemy korzystaé¢ rowniez z nastepujacego

twierdzenia.

TWIERDZENIE 2.3. W zbiorze ograniczonym trajektorig okresowgq
1stnieje punkt stacjonarny.

W dowodzie tego twierdzenia skorzystamy z nastepujacego twier-

dzenia Brouwera.

TWIERDZENIE 2.4. Niech X bedzie podzbiorem homeomorficznym
z kulg domknigtq w przestrzeni R? i niech T : X — X bedzie funkcjq
ciggla. Wtedy istnieje punkt xq € X taki, Ze T(xg) = Xo.
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DowOD TWIERDZENIA 2.3. Niech X bedzie zbiorem domknietym
ograniczonym trajektoria okresowa (a wiec krzywa gladka). Wtedy
zbior X jest homeomorficzny z kotem. Mozna to udowodnié¢ nastepuja-
co. Poniewaz f(x) # 0 na trajektorii okresowej I', wiec x'(t) # 0, a stad
wnioskujemy, ze krzywa I' mozna podzieli¢ na skonczong ilos¢ krzy-
wych I'y, ..., I, takich, ze kazda z nich jest wykresem pewnej funkcji
y = ¢(z) lub x = ¢(y) a w otoczeniu punktéw wspélnych I'; i I'; krzy-
wa [ jest zaréwno wykresem funkcji zmiennej = jak i funkcji zmiennej
y. Nastepnie pokazujemy, ze zbiér X jest homeomorficzny z pewnym
wielokatem jednospdjnym (bez dziur) ,prostujac” krzywe I'y,..., T,.
Dalej uzywajac prostych argumentéw geometrycznych pokazujemy, ze
wielokat W jest homeomorficzny z pewnym wielokatem wypuklym, a
ten jest homeomorficzny z kotem. Zatem mozemy skorzystaé z twier-
dzenia Brouwera. Rozwazmy potuktad dynamiczny m wyznaczony przez
réwnanie (2.64). Niech T3(x) = 7(t,x) dla t > 0. Wtedy T} : X — X
jest funkcja ciggla, a wiec ma punkt staty x,. Poniewaz zbiér X jest
zwarty, wiec mozemy wybraé ciag (¢,) zbiezny do zera taki, ze ciag
punktéw (xy,) jest zbiezny. Oznaczmy jego granice przez x*. Pokaze-
my, ze w(t,x*) = x* dla dowolnego ¢ > 0. Niech m,, = [t/t,]. Wtedy

[t — mut,| < tn, a wiec lim,, o, m,t, = t. Poniewaz

ﬂ-(mntn7 th) = En ©---0 7—‘tn(>(tn) = th7
—_———
my razy
wiec z cigglosci m otrzymujemy

m(t,x*) = JLI{}OW(mntn,x*) =x",

co konczy dowdd. O

4.5. Zbiory graniczne dla ukladu Kolmogorowa. Korzysta-
jac z wczesdniejszych wynikéw zbadamy zachowanie rozwigzan uktadu
Kolmogorowa gdy t — oo. Potrzebny nam bedzie nastepujacy fakt z

klasycznej teorii réwnan rézniczkowych.

TWIERDZENIE 2.5. Niech xq bedzie punktem stacjonarnym réowna-
nia (2.64). Jezeli macierz £'(xo) ma wszystkie wartosci wtasne o dodat-

nich czesciach rzeczywistych, to dla dowolnego € > 0 istnieje otoczenie
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RYSUNEK 18.

U punktu x¢ zawarte w kuli otwartej K (Xq,€) o Srodku wxq © promieniu
e takie, ze jezeli x(ty) ¢ U, to x(t) ¢ U dla t > to.

DowOD. Poniewaz wszystkie wartosci wtasne macierzy f'(xg) ma-
ja dodatnie czesci rzeczywiste, wiec istnieje dodatnio okreslona forma
kwadratowa L : R? — [0, 00) taka, ze funkcja V (x) = L(x —xo) spetia

w pewnym sasiedztwie Uy punktu xg warunek
(2.69) V'(x) - f(x) > 0.

Dowdd tego faktu mozna znalezé w kursowych podrecznikach z teorii
réwnan rézniczkowych (np. [2]), za$ przypadki szczegdlne obejmujace
nasz uktad rownan sg oméwione w Zadaniach 2.10 i 2.11. Dla ustalone-
go € > 0 mozemy dobra¢ 6 > 0 tak, aby zbior S = {z : V(x) = 0} byl
zawarty w zbiorze UyN K (X, €). Niech U = {x : V(x) < ¢}. Z warunku
(2.69) wynika, ze wektor f(x) i zewnetrzny wektor normalny n = V/(x)
do powierzchni (krzywej) S tworza kat ostry (Rys. 18). Zatem wektor
f(x) skierowany jest na zewnatrz obszaru U i rozwiazania startujace z
punktéw z poza tego zbioru nie wejda do niego. 0

Mozemy teraz przystapi¢ do badania wtasnosci rozwigzan uktadu
(2.57). Bedziemy jedynie rozwazaé rozwiazania startujace z punktow
P o wspétrzednych dodatnich. Wtedy Nq(t) > 01 No(t) > 0 dla do-
wolnych ¢. Rozpoczniemy od przypadku K; < Ky. W tym przypadku
uktad (2.57) ma tylko dwa punkty stacjonarne: P, - punkt siodtowy
i P - wezel stabilny. Zauwazmy, ze do zbioru granicznego dowolnego
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rozwigzania musi naleze¢ co najmniej jeden z punktow Fy lub P,. W
przeciwnym przypadku, z twierdzenia Poincarégo—Bendixona wniosku-
jemy, ze zbior graniczny jest trajektorig pewnego rozwigzania okresowe-
go, a nastepnie z twierdzenia 2.3 wynika, ze istnieje punkt stacjonarny
o dodatnich wspoétrzednych, co prowadzi do sprzeczno$ci. Zatem punkt
Py lub punkt P, nalezy do zbioru granicznego w(P) dowolnego rozwia-
zania. Pokazemy, ze w(P) = {P;}. W tym celu ustalmy otoczenie U
punktu P;. Rozwazmy przypadek Py € w(P). Punkt Py jest punktem
siodtowym oraz istnieje rozwiazanie (INVq(t), No(t)) uktadu (2.57) takie,
ze Ny = 0 oraz limy—,_ N1(t) = 0, limy_o N1(t) = K. Z twierdzenia
o ciagtej zaleznosci rozwigzan od warunku poczatkowego wynika, ze
rozwigzanie, ktore znajdzie sie dostatecznie blisko punktu P, wejdzie
do zbioru U. Jezeli P, € w(P), to wprost z definicji zbioru graniczne-
go wynika, ze rozwigzanie wejdzie do zbioru U. Punkt P; jest lokalnie
asymptotycznie stabilny, a wiec istnieje jego otoczenie U takie, ze jezeli
rozwigzanie wpadnie do tego otoczenia, to lim; (N1 (1), Nz(t)) =P.

Otrzymujemy wigc nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.6. Jezeli K1 < Ks, to punkt P, jest globalnie

asymptotycznie stabilny.

Rozwazmy znacznie trudniejszy przypadek K; > K5. Wtedy uktad
(2.57) ma trzy punkty stacjonarne Py, Py i P, przy czym Py i P; sa
punktami siodtowymi. Sprawdzimy najpierw, ze Py ¢ w(P) i P, ¢
w(P). Wystarczy ograniczy¢ sie do sprawdzenia, ze P; ¢ w(P). Istot-
nie, jezeli Py € w(P), to z rozumowania takiego jak w poprzednim
przypadku wynika, ze P, € w(P).

Przystepujemy wiec do dowodu, ze P; ¢ w(P). Poniewaz punkt P
jest punktem siodtowym, wiec istnieje rozwiazanie N(¢) uktadu (2.57)
okreslone dla ¢ € R takie, ze lim; .o, N(t) = P;. Rozwiazanie, to jest
styczne do wektora wlasnego v = [v(K}), e (K2) Ky — e2(Ky)|. Ponie-
waz punkt P; jest punktem siodtowym, wigc w dowolnym kierunku nie

rownolegltym do v istnieje odcinek P A taki, ze rozwigzania uktadu
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b)
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Y

P,
RysSuNEK 19.

(2.57) przecinaja odcinek Py A w te sama strone (patrz Rys. 19a). Roz-
wazmy teraz rozwiazanie N(t) 1 oznaczmy przez wy zbiér graniczny dla
tego rozwiazania. Zauwazmy, ze jezeli rozwiazanie N(t) przetnie po raz
pierwszy odcinek AP; w punkcie B, to bedzie pozostawaé w zbiorze
W ograniczonym wykresem rozwiazania od punktu P; do B i odcin-
kiem P, B (patrz Rys. 19b), bo musialby opusci¢ ten zbior przecinajac
odcinek P; B w przeciwng strone.

Zauwazmy, ze zbior wy nie moze zawiera¢ punktu P;. Istotnie, jezeli
Py € wy, to trajektoria rozwiazania N(t) zawiera ciag punktéw (@)
zbiezny do P;. Mozna przyjac, ze wszystkie punkty @,, leza w tym sa-
mym "kacie” K wyznaczonym przez rozwiazanie IN(t) i prosta Ny = 0.
Poniewaz P; jest punktem siodlowym, wiec trajektoria IN(t) przeci-
nataby nieskonczonie wiele razy wszystkie odcinki P; A lezace w kacie
K, co prowadzi do sprzecznosci z faktem, ze rozwigzanie pozostanie w
zbiorze W.

Zatem Py ¢ wy, P; ¢ wy i tylko punkt P» moze naleze¢ do zbioru wy.
W szcezegdlnosci, jezeli Py ¢ wy, to z twierdzenia Poincarégo—Bendixona
zbidr wy jest cyklem granicznym. Dalej ograniczymy sie do przypadku
d # 0, gdzie § jest okreslone wzorem (2.62). Przypominamy, ze gdy
0 < 0, to punkt P, jest asymptotycznie stabilny, a gdy ¢ > 0, to punkt
P, jest niestabilny (doktadniej - pochodna funkeji wystepujacej po pra-
wej stronie uktadu (2.57) ma wartosci wlasne o dodatnich czesciach
rzeczywistych). Z twierdzenia 2.5 wynika, ze jezeli 6 > 01 P # Py, to
Py ¢ w(P). W szczegdlnodci, jezeli Py € wy, to d < 01 z asymptotycznej



56 2. MODELE WIELOPOPULACYJNE

stabilno$ci punktu P, wynika, ze wy = {P,}. Zatem rozwigzanie N(t)
zmierza do punktu stabilnego P, lub cyklu granicznego wy.

Zbadamy teraz zbiér graniczny w(P) dla dowolnego punktu P o
dodatnich wspoétrzednych. Zauwazmy, ze P, ¢ w(P). Istotnie, jezeli
P, € w(P), to istnieje ciag (t,) zbiezny do nieskonczonosci taki, ze
lim,, o, N(t,,) = Pi, gdzie N(t) jest rozwiazaniem uktadu (2.57) spet-
niajacym warunek poczatkowy N(0) = P. Poniewaz punkt P, jest
punktem siodlowym wiec z twierdzenia o ciggtej zaleznosci rozwigzan
od warunkow poczatkowych wynika, ze dla dowolnego punktu P € wy
majdziemy ciag () taki, ze t/, > t, oraz lim, .. N(,) = P. Po-
niewaz wy jest albo punktem stabilnym lub cyklem granicznym, wiec
w(P) = wo, a stad wynika, ze P, ¢ w(P). Zatem albo w(P) nie zawiera
punktéw stacjonarnych, a wtedy z twierdzenia Poincarégo—Bendixona
zbiér w(P) jest cyklem granicznym, albo P, € w(P) i wtedy § < 0 i
z asymptotycznej stabilnosci punktu P, wynika, ze w(P) = {FP}. W
przypadku, gdy w(P) jest cyklem granicznym z twierdzenia 2.3 wynika,
ze punkt P, lezy wewnatrz tego cyklu. Otrzymujemy, wiec nastepujace

twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.7. Jezeli K1 > Ky, oraz 0 > 0, to dla dowolnego
punktu P zbior w(P) jest cyklem granicznym. Jezeli K1 > Ky 1§ < 0
to, zbior w(P) jest cyklem granicznym lub sktada sie tylko z punktu P;.

UwacaA 2.4. Uktad réwnan (2.57) moze mieé wiecej niz jeden cykl
graniczny. Poniewaz punkt P, lezy wewnatrz wszystkich cykli granicz-
nych i cykle te nie moga si¢ przecina¢, wigc dla dowolnych dwdéch cy-
kli jeden z nich zawiera sie¢ w obszarze ograniczonym przez drugi cyKkl.
Wiszystkie cykle graniczne zawieraja sie w obszarze ograniczonym krzy-

wa wo.

4.6. Bifurkacja. Badanie istnienia rozwigzan okresowych przy
pomocy twierdzenia Poincarégo-Bendixona jest do$¢ trudne. W wie-
lu przypadkach modele sg opisywane uktadami rownan zaleznymi od
parametrow i czesto interesuje nas kiedy zmiana jednego z parametrow
prowadzi do pojawienia si¢ rozwigzan okresowych. Tego typu zjawiska

badamy przy uzyciu teorii bifurkacji.
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N, A
Y
® > - |
Po Pl Nl

RYSUNEK 20. Rozwiazania uktadu (2.57) z e, (N;) = 2—
Nl, 82(N1) = N1 — 1 oraz V(Nl) = N1€(1_N1)c, c>1 W
tym przypadku K; > K, oraz 6 > 0.

Stowo bifurkacja uzywane jest dla oznaczenia jakoSciowej zmiany
struktury przy zmianie parametréw, od ktorych zalezy obiekt. Dla nas
waznym rodzajem bifurkacji bedzie bifurkacja Hopfa, w ktérej przy
zmianie parametru przechodzimy z rozwigzania stacjonarnego asymp-
totycznie stabilnego do rozwigzania okresowego. Tego typu zjawisko
dobrze ilustruje nastepujacy przyktad. Rozwazmy uktad réwnan

(2.70)

, —

o=y + (e + )
Y =—z+p(p,2* + y*)y.

Niech r = v/x? + y2. Wtedy
d g dyy 20\ _ o o

prid (t) = a(x (t)+y (t)) =22'v 4+ 2y'y =
= 2zy + @(p, 2* + y*)2® — 20y + p(pu, 2° + y*)y?

= o(u,r%) r?,
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RYSUNEK 21. Rozwigzania ukltadu (2.70) z funkcja
o(p,m*) = p—r?. Po lewej stronie dla p < 0, a po prawej
dla g > 0.

a poniewaz

d 2 /

pris (t) =2r'(t)r(t)
wiec
(2.71) r'(t) = o, (1)) ().

Zachowanie sie funkcji r(t), a wiec réwniez rozwiazan ukladu (2.70),

zalezy w istotny sposob od funkcji . Jezeli na przyktad o(u,r?) =
2

n—r<, to

(2.72) r(t) = (p—rH)r

i rozwiazanie (0,0) uktadu (2.70) jest asymptotycznie stabilne dla p <
0, bo limy;_, 7(t) = 0 dla dowolnego rozwiazania réwnania (2.72). Zas
dla p > 0 pojawia sie cykl graniczny x? + y? = u? i wszystkie rozwig-
zania z wyjatkiem stacjonarnego (0,0) ,nawijaja sie” na rozwiazanie
okresowe. A wiec dla parametru pg = 0 mamy bifurkacje Hopfa.
Zauwazmy, ze gdy ¢(u,r) = u, to réwniez przy przejsciu z para-
metru przez po = 0 nastepuje bifurkacja: gdy p < 0, to rozwiazanie
zerowe jest asymptotycznie stabilne, a gdy p > 0, to wszystkie rozwia-

zania zmierzaja do nieskonczonosci.
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a A

RYSUNEK 22. Diagram bifurkacyjny dla uktadu (2.70)
z funkcja o(u,7*) = p — r*. Na osi pionowej mamy am-
plitude rozwiazania okresowego. Linig pogrubiona ciagla
przedstawione jest rozwiazanie stabilne: state dla u < 01
okresowe dla p > 0. Linig pogrubiong przerywana przed-
stawione jest rozwiazanie niestabilne — state dla p > 0.

a A

RYSUNEK 23. Diagram bifurkacyjny dla uktadu (2.70) z
funkcja ¢ (p,77%) = p.

Sformutujemy jedng z wersji twierdzenia o bifurkacji pochodzacego
od Poincaré (1892), Andronowa (1929) i Hopfa (1943). Osobom zain-
teresowanym ta tematyka polecam ksiazke Hale’a i Kogaka [12]

TWIERDZENIE 2.8. Rozwazmy uktad réwnan
{xl = fi(z,y, )

y' = falz,y, 1)
z parametrem rzeczywistym . Zaktadamy, Ze f jest funkcjq klasy C3,
f1(0,0, ) = f2(0,0,) = 0 dla p € R. Niech A(u) bedzie pochod-
ng Frechéta funkcji f wzgledem (x,y) w punkcie (0,0). Zaktadamy, ze

(2.73)

macierz A(pn) ma w pewnym otoczeniu zera zespolone wartosci wlasne
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A(p) @ Ao(p). Jezeli

(274)  ReM(0) =0, ImA(0)#0, ;L(Re)\l(u))>0,

(2.75)  rozwigzanie zerowe jest asymptotycznie stabilne dla p =0,

to dla dowolnego a; > 0 istniejg 1 < 0, py > 0 takie, Ze
(a) dla € (p11,0) punkt (0,0) jest ogniskiem stabilnym,
(b) dla v € (0, o) punkt (0,0) jest ogniskiem niestabilnym i istnieje roz-
wigzanie okresowe (xu(t), yu(t)) o normie mniejszej od ay. Rozwigzanie
to jest jedyne z doktadnoscig do przesuniecia w czasie i jest orbitalnie

asymptotycznie stabilne.

UWAGA 2.5. Przez orbitalng asymptotyczng stabilno$é¢ rozumiemy
zbieznosé, gdy t — oo, wykresow rozwigzan na plaszczyznie fazowej
(x(t),y(t)) do wykresu rozwiazania okresowego. Orbitalna asympto-
tyczna stabilno$c¢ jest whasnoscia stabsza od asymptotycznej stabilnosci

rozwigzania okresowego w sensie Lapunowa.

UWAGA 2.6. Jezeli pominiemy zatozenie (2.75) to punkt (b) Twier-
dzenia 2.8 przestaje by¢ prawdziwy — patrz przyktad z o(u, r?) = u oraz
przyklad z Zadania 2.12 punkt (b). Mozna wtedy jedynie udowodni¢,
ze dla kazdego a € (0,aq) istnieje doktadnie jedno p = p(a) z oto-
czenia zera takie, ze uklad (2.73) ma rozwiazanie okresowe o normie
a. Przyktady z Zadania 2.12 pokazuja, ze przyjete w Twierdzeniu 2.8

zalozenia sg istotne.

UWAGA 2.7. Zauwazmy, ze zalozenie (2.75) dotyczy asymptotycz-
nej stabilnosci rozwiazania zerowego réwnania (2.73) w sytuacji, gdy
pochodna Frecheta f wzgledem (x,y) w punkcie (0,0) i dla p = 0
ma urojong warto$¢ wtasng. Zatem badajac asymptotyczng stabilnosé
nie mozemy korzysta¢ z klasycznego twierdzenia Lapunowa, w ktérym
zaktada sie, ze wszystkie wartosci wlasne maja ujemne czedci rzeczy-
wiste. Zatozenie (2.75) mozna zastapi¢ innym dotyczacym pochodnych
wyzszych rzedow funkeji f; i fo. Ograniczymy sie do szczegdlnej po-
staci uktadu (2.73) do ktorej mozna stosunkowo tatwo sprowadzi¢ inne
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przypadki (patrz Zadanie 2.14). Rozwazmy uktad réwnan

{ o' = a(pz + By + f(z,y, 1)

v ==Bwz+ aluy + g(z,y, 1),

gdzie f i g spemiaja warunki f(0,0,u) = ¢(0,0, u) = 0 oraz pochodne
%, g—g, %, g—g sa réwne zeru w punkcie (0,0, 0). Niech «(0) = 0, o/(0) >

0, B(0) # 0 oraz
c= f:vaca: + facyy + Gzzy + gyyy+
1
W[fxy(fxw + fyy) - ga:y(gac:c + gyy) - facach:v + fyygyy]a
gdzie wartosci pochodnych f i g liczymy w punkcie (0,0,0). Jezeli ¢ < 0,

_|_

to w u = 0 mamy bifurkacje Hopfa, przy czym amplituda (norma)

rozwiazania okresowego i jego okres wynosza

—a/(0 2
a~ M oraz T =~ il

c B8O

Wzér T ~ 27 /|5(0)| mozna tatwo wyjasni¢. Zastepujemy rozpatrywany

uktad jego linearyzacja w punkcie (0, 0). Poniewaz a(0) = 0, wiec nowy
uktad dla p = 0 jest postaci

i ma rozwigzania dane wzorem
z(t) = Asin(B(0)t +w) 1 y(t) = Acos(B(0)t +w),

gdzie A 1 w sy stalymi rzeczywistymi. Rozwigzania te sg funkcjami
okresowymi o okresie 27/|5(0)].

UwAcA 2.8. Termin bifurkacja Hopfa uzywany jest tez w ogélniej-
szym znaczeniu do opisywania pojawiania sie¢ rozwigzan okresowych
w otoczeniu punktu bifurkacyjnego, a tego typu wlasnosé¢ uzyskuje-
my, gdy wartosci wlasne spetniaja warunek (2.74). Bifurkacja w sensie
naszej definicji, tj. przejscie od punktu stacjonarnego asymptotycznie
stabilnego do rozwigzania okresowego asymptotycznie orbitalnie sta-
bilnego nazywamy bifurkacjg Hopfa nadkrytyczng. W Zadaniu 2.12
punkt (b) opisujemy bifurkacje, w ktorej dla p < 0 mamy punkt sta-

cjonarny stabilny i jednoczesnie rozwiazanie okresowe niestabilne zas
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po przejsciu przez p = 0 w matym otoczeniu punktu (0,0) nie ma roz-
wigzan okresowych. Taka bifurkacje nazywamy podkrytyczng i mozna
ja uzyskac korzystajac z Uwagi 2.7, mianowicie bifurkacja podkrytycz-
na wystepuje dla ¢ > 0.

5. Modele epidemiologiczne

5.1. Wprowadzenie. Choroby zakazne wpltywaly w spektakular-
ny sposéb na rozwdéj ludzkosci. Przyczynity sie do upadku Aten w roku
429 p.n.e. i istotnie ostabity Bizancjum w VII wieku, tuz przed inwa-
zja wojsk arabskich. Epidemia czarnej smierci w XIV wieku zabita 1/4
populacji w Europie. Ospa i $winka, na ktére nie byli odporni rdzenni
Amerykanie spowodowala spadek liczebno$ci populacji Indian do okoto
1/10. Grypa w latach 1919-1920 zabita 20 mln ludzi na $wiecie. Mimo
rozwoju medycyny i higieny choroby zakazne wciaz zbieraja okrutne
zniwo, szczegdlnie w krajach trzeciego $wiata. AIDS stat sie gtéwnym
problemem medycznym w Afryce zabijajac okoto 20 mln ludzi od lat
siedemdziesiatych. Zainteresowanych wplywem epidemii na historie i
wspotezesnosé ludzkosci odsytam do XVII rozdziatu ksiazki H.R. Thie-
me [31].

Zagadnienia modelowania rozwoju epidemii naleza do gtéwnych za-
gadnien dynamiki populacyjnej. Réznorodnosé choréb o charakterze
epidemiologicznym tgczy sie z koniecznosciag budowania nowych mode-

li matematycznych lub tez istotnej przebudowy modeli juz istniejacych.

5.2. Model Kermacka i McKendricka. W naszych rozwaza-
niach ograniczymy sie do modelu Kermacka i McKendricka [16], a
jedynie przedstawiajac go poczynimy uwagi dotyczace réznych jego mo-
dyfikacji. W modelu Kermacka McKendricka populacja podzielona jest
na trzy grupy:

e S - osobnikéw zdrowych i podatnych (ang. susceptible) na infekcje,

e [ - osobnikéw zainfekowanych (ang. infected),

e R - w zaleznosci od przyjetej terminologii osobnikéw odpornych
(ang. resistant) lub usunietych (ang. removed) z populacji -
doktadniej nie majacych dalszych zwigzkow z epidemis.
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W zwiazku z wystepowaniem tych trzech grup osobnikéw mowimy

o modelu typu STR i przyjmujemy nastepujace zalozenia:

1) osobnik zdrowy w momencie zainfekowania przechodzi do gru-
py I i moze natychmiast zaraza¢ inne osobniki,

2) osobniki zainfekowane moga przej$¢ do grupy R albo w wy-
niku Smierci, albo po wyzdrowieniu i wtedy nabywaja stalg
odpornosé,

3) zaniedbujemy wszelkie procesy demograficzne, a wiec w szcze-
gélnosci taczna liczba osobnikow w populacji nie zmienia si¢
w czasie i wynosi N =S + 1 + R,

4) choroba jest przekazywana przez bezposredni kontakt, a wiec
nie ma posredniego nosiciela choroby jak na przyktad komara
w przypadku malarii,

5) populacja jest jednorodna — prawdopodobienstwo zarazenia
dowolnego osobnika z grupy podatnych przez dowolnego osob-

nika zainfekowanego jest takie same.

Poniewaz przyjmujemy, ze choroba przekazywana jest przez bez-
posredni kontakt a populacja jest jednorodna, wiec ilos¢ nowych za-
chorowan jest proporcjonalna do ilosci mozliwych kontaktéw miedzy
osobnikami zainfekowanymi i zdrowymi, a wiec jest proporcjonalna do
S1. Jest to zalozenie dos¢ idealistyczne bowiem przyjmujemy, ze kazdy
osobnik z grupy S moze mie¢ kontakt z kazdym osobnikiem z grupy I,
a prawdopodobienstwo takiego kontaktu w ustalonej jednostce czasu
nie zalezy od wielkosci populacji. Zaltozenie tego typu ma sens jezeli
epidemia jest na stosunkowo malym obszarze, za$ sposob przenosze-
nia choroby jest ,niezalezny” od osobnikow, a wiec nie moze by¢ na
przyktad stosowane do choréb przenoszonych droga ptciowa. Osobni-
ki z grupy I moga wyzdrowie¢ lub umrze¢, a ilosé¢ takich przypadkow
jest proporcjonalna do liczebno$ci grupy I. Zatem model jest opisany

uktadem réwnan:
S'(t) = —aS(t)I(t)
(2.76) I'(t) = aS(t)I(t) — BI(t)
R(t) = BI(t),
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gdzie « jest wspotezynnikiem zakazenia sie od osobnika z grupy [ w
jednostce czasu, a 3 jest wspoélczynnikiem przejscia osobnika z grupy
zarazonych I do grupy R.

Podamy teraz interpretacje statych 1/5 oraz (/a. Rozwazmy je-
dynie populacje osob zainfekowanych bez doptywu z zewnatrz. Wtedy
I(t) spelia réwnanie

I'(t) = —=pI(t),

a stad I(t) = I(0)e ", Zatem funkcja G(t) = e # jest prawdopodo-
biefistwem pozostawania zainfekowanym az do chwili ¢, a —G'(t) jest ge-
stoscia rozktadu dtugosci okresu zainfekowania. Srednia dhugosé okresu

zainfekowania wynosi

/Oot(—G(t))’dt = /OO G(t)dt = /OO P — L

0 0 0 I}

Poniewaz «a jest wspotczynnikiem zarazenia si¢ od osobnika z gru-
py I w jednostce czasu, wiec %S opisuje srednig ilo$¢ osobnikoéw po-
datnych, ktérzy moga zarazi¢ sie od osobnika zainfekowanego. Liczba
Ro = § (0) decyduje o tym czy epidemia rozwinie sie, bowiem gdy
Ro = 1, to osobnik zainfekowany bedzie zastepowany przez S$rednio
jednego osobnika zarazonego przez siebie. Zatem epidemia moze wy-
buchnaé jedynie w przypadku Ry > 1, co jest réwnowazne S(0) > g
Liczbe g mozna interpretowac¢ jako minimalng liczbe osobnikéw podat-
nych niezbedng do rozwoju epidemii.

UwacA 2.9. Model (2.76) mozna dostosowaé¢ do choréb nie spel-
niajacych wczesniej podanych warunkéw. Na przyktad, gdy populacje
R ograniczymy do osobnikéw wyzdrowiatych, zas wspotczynnik wy-
zdrowienia wynosi vy, a wsp6tczynnik $mierci i, to uktad (2.76) mozna
zastapi¢ uktadem:

S'(t) = —aSEH)I(t)
(2.77) I'(t) = aS(I(t) — (v + p)I(t)
R(t) =~I(t)

Zauwazmy, ze wtedy cata populacja maleje, jezeli zas przyjmiemy, ze

czas miedzy zakazeniem, a mozliwoscig zainfekowania innych wynosi h
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to wyrazenie S(t)I(t) w uktadach (2.76) i (2.77) nalezy zastapi¢ wy-
razeniem S(t)I(t — h). Jeszcze bardziej skomplikowana jest sytuacja
gdy czas na wyzdrowienie jest duzy. Wygodniej jest wtedy podzieli¢
grupe I na kilka podgrup w zaleznosci od stanu choroby i mozliwo-
Sci zarazenia innych os6b. W przypadku gdy liczba kontaktéow miedzy
osobnikami zainfekowanymi, a podatnymi jest ograniczona, to nalezy
wyrazenie SI zastapi¢ innym na przykltad ¢(S)I, gdzie ¢ jest funkcja
rosnaca i ograniczong oraz ¢(0) = 0. Jezeli rozwazamy model rozwo-
ju epidemii na duzym obszarze nalezy bada¢ model uwzgledniajacy
strukture przestrzenna, a wiec funkcje S(t), I(t), R(t) nalezy zastapi¢
gestos$ciami rozktadu przestrzennego populacji s(¢, x), i(t, z), r(t, x).

5.3. Przebieg epidemii. Przejdziemy, teraz do analizy modelu
(2.76). Zauwazmy, ze funkcja R(t) nie wystepuje w dwoch pierwszych
réwnaniach uktadu (2.76), a wiec uktad (2.76) mozna zastapi¢ uktadem
uproszczonym

S' = —aSI
(2.78) { I = oS — g)l,
za$ wlasnosci funkcji R wywnioskowaé z zaleznoéci R = N — S — [ oraz
z rownan S’ = —aSIT i R = (1.

Przyjmujemy oznaczenia Sy = S(0), Iy = I(0), Se = lims—, S(¢)
oraz I, = limy_, I(t), o ile te granice istnieja. Poniewaz S’(t) < 0,
wiec funkcja S(t) jest nierosnaca, a wiec S(t) < Sp a nawet S(t) < Sy
dlat>0,gdy So>0ily>0.

Zauwazmy, ze jezeli Sy < g, to I'(t) < 0 dlat > 01 liczba
0s6b zainfekowanych maleje i dazy do zera. Gdyby I, > 0, to wte-
dy limy o I'(t) = a(Sx — g)]oo < 0, ale wtedy lim;_, I(t) = —o0, co
przeczy zalozeniu, ze I, > 0.

Jezeli Sy > g, to populacja zainfekowanych rosnie az do momentu,
gdy populacja osobnikéw podatnych zmaleje do poziomu g Zauwazmy,
ze dla pewnego t; > 0 mamy S(t;) = g, bowiem w przeciwnym przy-
padku S(t) > g oraz I(t) > Iy > 0dlat > 0, a wigc 5'(t) < —aglo <0
dla wszystkich ¢, co jest niemozliwe. Dla t > t; sytuacja jest identycz-
na jak w przypadku Sy < g, mianowicie, obie populacje malejg oraz

I, =0.
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rA rA

> >~
S g S

slie

RYSUNEK 24. Portrety fazowe uktadu (2.78) — z lewej
strony dla Sy < £, a z prawej dla S, > g

o’

Zaleznos¢ miedzy liczebnoscig grupy podatnych i zainfekowanych
przedstawiong na Rys. 24 mozna otrzymac¢ w nastepujacy sposob. Ma-

my
/ 8

ﬂ: I'(t) :O‘(S_E)I:_1+g5—1

as  S'(t) —aST o
a stad

S(t)
I(t) — I1(0) = — 1485871 4ds =

omy  O-10=[ (14857

=—S(t) + 2 S(t) + Sy — £In S,
Niech f(S) =S —£1InS. Wtedy
(2.80) I(t) = Io = f(S0) — f(S(1)).

Z réwnania (2.80) mozemy wywnioskowa¢ dalsze wlasnosci modelu.

W szczegdlnosci S, spetnia rownanie

(2.81) f(Sc) = F(S0) + o

Poniewaz funkcja f jest malejaca w przedziale (0, 8

E) irosngca w (g, oo)
oraz limg_o f(5) = limg_, f(S) = 00, wigc réwnanie (2.81) ma dwa
rozwigzania, ale z poprzednich rozwazan wynika, ze S, < g, a wiec
réwnanie (2.81) wyznacza jednoznacznie S, (patrz Rys. 26).

Podsumujmy wyniki naszych rozwazan.
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S(t) I(t)
> >
t t
S(t) M : K
> >
t t

RYSUNEK 25. Wykresy rozwiazan uktadu (2.78), gérne
dla Sy < £, a dolne dla Sy > 2.

£(5)A

f(So) + 1o
f(So)

RYSUNEK 26.

TWIERDZENIE 2.9. Jezeli Sy < g, to nie ma wybuchu epidemia.
Jezeli Sy > g, to epidemia wybucha, a konicowq liczbe osobnikow nigdy

nie zainfekowanych mozna wyznaczyé z rownania (2.81).
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Analizujac wykres na Rysunku 26 dochodzimy do wniosku, ze jezeli
Sy > g, to im wigksza jest poczatkowa liczba oséb podatnych, tym

mniej z nich nie ulegnie zainfekowaniu.

Zadania

Zadanie 2.1. Zakladamy, ze funkcja rézniczkowalna f : [0, 00) x[0, 00) —
[0, oo) ma nastepujace Wlasnoéci'
(a) (Nl,NQ) > 0, 6N (Nl,NQ) > (0 dla dowolnych Nii NQ,
(b) £(0,0) =0, |
(¢) limny—oo f(N1,0) > €1/7 oraz limy, oo f(0, N2) > £2/7.
Sprawdzié, ze rozwigzania uktadu réwnan

dN
— = (1= (N1, M),

t

(2.82) N
= (2 = 32 (N1, Na)) N,

maja takie same wlasnosci jak rozwiazania ukladu (2.2).

Zadanie 2.2. Wyznaczy¢ punkty stacjonarne ukladu (2.19) oraz zbadaé
ich charakter w zaleznosci od parametrow €1, €2, 71,72, -
Wskazowka. Sprawdzié, ze jezeli (N1, N2) jest punktem stacjonarnym o obu

wspoltrzednych dodatnich, to pochodna Frechéta aw v tym punkcie wynosi

A= _71@ _671LV1
—B72N2  —72N2
Wywnioskowaé stad, ze jezeli 8 < 1, to punkt (N1, N2) jest stabilny, a jezeli
B > 1, to jest siodlem.

Zadanie 2.3. Sprawdzi¢, ze wszystkie rozwigzania nieujemne uktadu
(2.19) sa ograniczone.

Zadanie 2.4. Sprawdzié¢, ze wszystkie rozwigzania nieujemne uktadu
(2.19) sa zbiezne.
Wskazowka. Rozwazyé¢ funkcje Lapunowa postaci:

1 1
Q(N1,Ny) = =N{ + BN Ny + = N5 — LNy - 22,
2 2 m Y2
Sprawdzié, ze

p 2
%Q(Nl(t)aj\@(t)) = —mNi(t) <N1(t) + BNa(t) — >

o2
— 712 Na(t) <N2(t) + BN1(t) — 72)

i wywnioskowaé stad, ze rozwiazania zmierzaja do punktéow stacjonarnych.
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Zadanie 2.5. Sprawdzi¢, ze uktad réwnan

x =
(2.83) {

Y=y
ma w punkcie stacjonarnym (0,0) wezel niestabilny, a krzywe fazowe jego

linearyzacji sg albo polprostymi « = C, y > 0 lub y < 0 oraz punktami
(C,0), gdzie C € R.

Zadanie 2.6. Sprawdzié, ze uklad réwnan
¥r=y—=z 2+ y2

(2'84) { / ( 2 )2

y =-z—yla +y°)

ma w punkcie stacjonarnym (0,0) ognisko stabilne, a krzywe fazowe jego
linearyzacji sa okregami o srodku w punkcie (0, 0).

Zadanie 2.7. Wyjasni¢ sens biologiczny zalozen (2.54), (2.55), (2.56).
Wyznaczy¢ punkty stacjonarne dla uktadu (2.53) i zbadaé ich charakter.
Wskazowka. Naszkicowaé krzywe I'1 i I's zadane funkcjami uwiktanymi

fl(NlaNZ):_gl oraz f2(N1,N2) = &9.

Punkty przeciecia tych krzywych ze soba oraz osiami ukladu wyznaczaja
punkty stacjonarne ukladu (2.53). Réwniez krzywe I'y i I'y dziela zbiér R%
dN1 . dNo

na podzbiory w ktérych znak —— i —— jest ustalony.

dt dt
Zadanie 2.8. Rozwazmy uklad réwnan

{ ' =a(r)z—B(r)y
y' = B(r)x + ar)y,

gdzie r = /a2 + y2. Zbadaé jakie rodzaje cykli granicznych wystepuja w
przypadku, gdy £(r) = 1 oraz

(2.85)

(a) afr) =1—r,

(b) a(r) =r—1,

(c) a(r) = (1-r)?

(d) a(r) =—(1-7)?

(e) af(r) = (r—1)(r—2),
() a(r) = (1 =r)(r—2)
(8) a(r) =1 —7)*(r—2),
(h) a(r) = (r—1)*2 1),

Wskazowka. Sprawdzié, ze uklad réwnan (2.85) we wspdlrzednych bieguno-
wych (r, @) przyjmuje postaé
r = a(r)r

(2.86) ,
@' = B(r).

Zadanie 2.9. Zbadad, czy rozwiazanie okresowe Z(t) = cost, y(t) = sint
ukladu (2.85) z B(r) = r jest stabilne w sensie Lapunowa, jezeli
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(a) ar) = (1 —r)/r,
(b) a(r) = (1 —7r)°/r.

Zadanie 2.10. Niech f : R?> — R? bedzie funkcja klasy C' taka, ze
£f(0) = 0 i niech A = f/(0). Zakladamy, Zze macierz A ma dwie rzeczywiste
wartosci wlasne A1 i Ao odpowiadajace niezaleznym wektorom wlasnym vy
i vo. Zdefiniujemy funkcje V : R? — [0,00) wzorem V(x) = ¢ + c3, gdy
X = c1V] + cove. Sprawdzié, ze

(2.87) V/(x) - f(x) = 2¢3M1 + 2¢3)0a + o(|[c|?).
Wskazoéwka. Skorzystaé ze wzoru:

v _ v (dx)‘l
dx dec \dc '

Zadanie 2.11. Rozwazamy funkcje f taka jak w poprzednim zadaniu,
przy czym o macierzy A zakladamy, ze ma dwie zespolone wartosci wlasne
X i A odpowiadajace zespolonym wektorom wlasnym v i v. Niech funkcja
V : R? — [0,00) bedzie okreslona wzorem V(x) = |¢|?, gdzie ¢ jest liczba
zespolona taka, ze x = ¢v + ¢v = 2Re(cv). Sprawdzié, ze

(2.88) V'(x) - £(x) = 2|c|* Re X + o(|c]?).

Zadanie 2.12. Zbada¢ jaki rodzaj bifurkacji w zerze mamy dla p = 0
dla uktadu réwnan (2.70), gdy

(a) @(p,7%) = p+1?,

(n,r?) = —(r* = 1) + 1+,
(,r2) = —(r* = p)*(r* — 2p),
(1,r?) = —(r? = Yu)*(r* = 2Yn).

Zadanie 2.13. Rozwazmy uklad réwnan wystepujacy w modelu Kol-
mogorowa (patrz Rys. 20)

{ = (2—2)x —zel ey
y' = (z—1y.

Sprawdzi¢, ze w punkcie (z,y) = (1,1) i dla ¢ = 1 wystepuje bifurkacja
Hopfa.

Wskazowka. Podstawi¢ ¢z == x — 1, y :=y — 11 p:= c— 11 skorzystaé¢ z
Uwagi 2.7.

Zadanie 2.14. Niech f : R? — R? bedzie funkcja rézniczkowalng taka,
ze £(0) = 0 i niech A = £(0). Zakladamy, ze macierz A ma warto$ci wlasne
i oraz —i3, gdzie (B jest liczba rzeczywisty rézng od zera. Niech v bedzie
wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej ¢0 oraz niech a =
Rev i b = Imv. Wprowadzamy nowy uktad wspoélrzednych y = (y1,¥2),
gdzie liczby y; i y2 sa tak dobrane, ze x = yja+yob. Sprawdzié, ze w nowym
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uktadzie wspo6lrzednych réwnanie x” = f(x) przyjmuje postaé¢ y’ = g(y) przy
czym

iy | 0B
(2.89) ¢ (0) = [_ g 0} .

Zadanie 2.15. Rozwazmy uklad réwnan

o' = (a+p)z+pl) -y
y' = abx — ay,

gdzie state a i b spelniaja nieréwnosci b > a > 0, a p jest funkcja taka, ze
p(0) = p’(0) = 0. Poda¢ warunki dla ktérych w punkcie (z,y) = (0,0) i dla
u = 0 mamy bifurkacje Hopfa.

Zadanie 2.16. Przedstawi¢ modele rozwoju epidemii, gdy dopuszczamy
duzy czas na wyzdrowienie (patrz Uwaga 2.9).

Zadanie 2.17. Zbada¢ model rozwoju epidemii, gdy liczba kontaktow
miedzy osobnikami zainfekowanymi i podatnymi jest ograniczona.

Zadanie 2.18. Rozwazmy model epidemii wystepujacej w pewnym $ro-
dowisku o statej liczebnosci N, w ktérym wyrdzniamy dwie grupy: podat-
nych S i zainfekowanych I. Przyjmujemy, ze w jednostce czasu przybywa uN
nowych osobnikéw oraz ubywa w poszczegdlnych grupach, odpowiednio, .S
i ul osobnikéw. Przyjmujemy, ze vI osobnikow zainfekowanych zdrowieje w
jednostce czasu oraz, ze 3(S, 1) jest prawdopodobiefistwem zarazenia sie w
jednostce czasu. Sprawdzi¢, ze uklad

{S’—MN—ﬁ(S,I)S—uS+'yI
I'=B(S,1)S — (u+)1.

opisuje przebieg epidemii. Wyznaczy¢ réwnanie opisujace wielkos¢ populacji
zainfekowanych.

(2.90)

Zadanie 2.19. Zastosujemy model z poprzedniego zadania do opisu
przebiegu epidemii przenoszonych droga plciowa (np. w $rodowisku homo-
seksualistéw [4]). W tym przypadku mozna przyjaé, ze

1

(2.91) B(S,I) = F,
gdzie ( jest wspolczynnikiem aktywnosci seksualnej, a wiec 3 jest liczbe
réznych kontaktéw seksualnych w jednostce czasu. Partner seksualny wy-
bierany jest losowo, stad I/N jest prawdopodobienstwem wyboru partnera
zainfekowanego. Sprawdzi¢, ze funkcja I(t) spelnia réwnanie logistyczne wy-
stepujace w modelu Verhlusta. Opisaé przebieg epidemii w zaleznosci od N
oraz wspotczynnikéw (3, u, .

Zadanie 2.20. Dodajac stronami réwnania uktadu (2.78) i korzystajac

. s . _ 15’ P 7 2
z zaleznosci I = —— % wywnioskowa¢ wzor (2.80).
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Zadanie 2.21. Korzystajac z réwnan S’ = —aSIT i R’ = (I sprawdzié,
ze
(2.92) In S(t) + GR(t) = In So + R,
gdzie Ry = R(0).

Zadanie 2.22. Niech Ry = lim;_, R(t). Korzystajac z (2.92) i z réw-
nania S(t) + I(t) + R(t) = const wywnioskowaé, ze

(2.93) Roo = In+ Ry + Sp(1 — e5Fom o)y,

Zadanie 2.23. Przy badaniu rozwoju epidemii mozna przyjaé, ze Ry =
0 oraz, ze poczatkowa liczba osobnikéw zainfekowanych jest mata. Niech
So0,0 1 Roo,0 beda odpowiednimi granicami S i Roo, gdy Iop — 0. Wyznaczy¢
réwnania opisujace Soo,0 1 Roo 0-

Zadanie 2.24. Znajac wartoci Sy i Seo Wyznaczyé g, %So oraz Imax —
maksymalng wielkos¢ populacji osobnikow zainfekowanych. Zakladamy, ze
poczatkowa liczba osobnikéw zainfekowanych jest na tyle mata, ze mozna ja
pominag.

Zadanie 2.25. Zakladamy, ze poczatkows liczbe oséb zainfekowanych
mozna pominaé. Sprawdzié, ze jezeli oo = Soo/S0, tO

(2.94) Too = eR0@=—1),
Wywnioskowaé stad, ze

a) Too > €710,

b) T = e R0 dla duzych Ry,

C) Too < R%)’

d) jezeli Rgp > 1 oraz Ro ~ 1, to oo = 3 — 2Ry

Niech Ry > 0 oraz f(z) = eRo@=1 7 nieréwnoéci f(x) < z dla x € (200, 1)
oraz z nierdwnosci T, < 7%0 wywnioskowaé, ze xo, jest granicg malejacego
ciagu rekurencyjnego xy = R%w Tnt1 = f(zy) dla n > 1. W szczegdlnosci

Too < Tg = el=Ro,



ROZDZIAYL, 3
Dyskretne modele strukturalne

Bedziemy teraz zajmowacé siec modelami, w ktérych populacja po-
dzielona jest na (skonczona lub nieskonczona) liczbe podpopulacji. Kry-
terium podziatu na podpopulacje nie jest istotne, a wiec moze to by¢
podzial populacji ze wzgledu na indywidualne cechy osobnikéw (np.
ich dojrzatosé, wielko$¢, itp.) badz ze wzgledu na miejsce ich wyste-
powania. Bedziemy dopuszczaé, ze osobniki z pewnym prawdopodo-
bienstwem moga przejs¢ do innej podpopulacji, moga tez umrze¢ badz
przyczynié¢ si¢ do narodzin innych osobnikéw. Rozwazymy dwa typy
modeli: model z czasem rzeczywistym (ciaglym), a wiec taki w kto-
rym interesuje nas zmiana wielko$ci podpopulacji w czasie oraz model
pokoleniowy (generacyjny), w ktorym rozwazamy zaleznosci miedzy
wielkosciami podpopulacji w kolejnych pokoleniach. Termin ,,pokole-
nie” ma rowniez charakter umowny. Najogolniej méwiac pokolenie to
pewna umowna jednostka czasowa, cho¢ najczesciej bedziemy ten ter-
min rozumie¢ dostownie, a wiec tak jak w relacji rodzice-dzieci. Zatem
moze sie zdarzy¢, ze w ustalonym czasie (rzeczywistym) w populacji
wystepuje wiele réznych pokolen.

W rozdziale tym najpierw przedstawimy przyktady dyskretnych
modeli strukturalnych. Rozpoczniemy od modeli pokoleniowych, w kto-
rych wystepuje skonczona liczba podpopulacji, a nastepnie przedstawi-
my modele z czasem ciggltym. Naszym celem bedzie zbadanie zacho-
wania rozktadu populacji na podpopulacje, gdy czas zmierza do nie-
skonczonosci. W badaniu asymptotyki rozktadow pomocne bedg ope-
ratory i potgrupy Markowa, ktore omoéwimy w drugiej czesci rozdziatu.
Nastepnie podamy ogdlne twierdzenia dotyczace asymptotyki dla ope-
ratorow i potgrup Markowa, ktore zastosujemy do badania wcze$niej

73
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rozpatrywanych modeli. Czytelnikow zainteresowanych tematyka ope-
ratoréw Markowa odsytam do ksiazki [18] oraz do przegladowej pracy
[26], w ktérej mozna znalezé nowsze wyniki dotyczace tej tematyki oraz

zastosowania w modelach fizycznych i biologicznych.

1. Przyklady

1.1. Model pokoleniowy. Populacja podzielona jest na n pod-
populacji. Zaktadamy, ze osobnik z j—tej podpopulacji przyczynia si¢
z prawdopodobienstwem p;; do pojawienia si¢ w nastepnym pokoleniu
osobnika w podpopulacji i-tej, dokladniej, p;; jest srednig liczba po-
tomkdéw osobnika z podpopulacji 7 nalezacych do podpopulacji ¢, a wiec
pi; jest liczba nieujemng, ale moze by¢ wigksze od 1. W modelach de-
mograficznych czesto wygodnie jest ograniczy¢ sie do populacji kobiet
(ogblniej samic), a wiec p;; jest oczekiwang liczba cérek w podpopulacji
i (np. zamieszkujacych region i), gdy matka nalezata do podpopulacji
J (zamieszkiwala region j). Niech ¥ oznacza liczbe osobnikéw w pod-
populacji -—tej w k—tym pokoleniu. Przyjmujemy oznaczenia

P11 - DPin T
P: “ e e PR Xk: .

Pn1 " DPnn gjk

Wektor x* opisuje iloéci osobnikéw w podpopulacjach w k-tym po-
koleniu, a macierz P opisuje relacje miedzy osobnikami w kolejnych
pokoleniach. Relacje miedzy kolejnymi pokoleniami opisane sa naste-

pujacym uktadem rownan
(3.1) gt :Zpijxf, dlai=1,...,n,
j=1

ktory mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

(3.2) x"th = pxF.
Zatem
(3.3) x" = Px"

gdzie x° opisuje wyjéciowe pokolenie (pokolenie zerowe).
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Pin
Pin
P13
T
pHQ.l D21 .2 P32 E’) nll Pnn-1 ;L

RYSUNEK 1. Schemat potaczen w modelu opisujacym
strukture wiekowa populacji (przyktad 3.1). W tym przy-
padku pj;1; = 1 — p; oraz py ; = b, gdzie p; jest wspol-
czynnikiem $miertelnosci, a b; jest wspotczynnikiem re-
produkcji w wieku j.

Podamy teraz przyktad waznego modelu generacyjnego, w ktérym
termin pokolenie oraz relacje miedzy pokoleniowe nie maja dostownego

znaczenia.

Przyktad 3.1 (Model struktury wiekowej populacji). Bedziemy
rozwazac¢ rozktad populacji ze wzgledu na wiek. Przyjmujemy, ze jed-
nostka czasu w naszym modelu jest 1 rok. Przez k-te pokolenie bedzie-
my rozumie¢ ogot osobnikéw zyjacych na przyktad 1 stycznia k-tego
roku. Populacje rozbijamy na podpopulacje przyjmujac, ze j-ta pod-
populacja sktada sie z osobnikéw majacych w tym dniu wiek w prze-
dziale [j — 1, 7). O takich osobnikach bedziemy moéwié¢, ze maja wiek
J. Zaktadamy, ze n jest maksymalnym wiekiem. Niech p; bedzie praw-
dopodobienstwem, ze osobnik w wieku j umrze w danym roku, a b;
jest srednig liczba potomkéw takiego osobnika w danym roku. Aby n
byto maksymalnym wiekiem i jednoczesnie byt to wiek osiggalny na-
lezy zatozy¢, ze pu; < 1 dla j < n —1 oraz u, = 1. Podobnie jak w
poprzednich rozwazaniach mozna ograniczy¢ sie tu do populacji samic.
W naszym modelu mamy p;yq1; = 1 — p; oraz p; ; = bj, a w pozosta-
tych przypadkach p;; wynosi zero. Schemat relacji miedzy populacjami
przedstawiony jest na Rysunku 1. Macierz P ma w tym przypadku
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RYSUNEK 2. Schemat potaczen w modelu opisujacym
strukture wiekowa populacji, w ktoérej jedynie osobniki
w wieku n moga mie¢ potomstwo.

postac
b by bn|
1— 1251 0 0
(3.4) P = 0 1— po 0
L 0 0 1— Hn—1 0 i

Nalezy zauwazy¢, ze nie wszystkie wyrazy b; muszg by¢ dodatnie. Jezeli
ny i ny sg odpowiednio minimalnym i maksymalnym wiekiem reproduk-
cyjnym, to b; = 0 dla j < ny lub j > ny. Zatem ilos¢ rzeczywistych
potaczen w schemacie opisanym na Rysunku 1 jest mniejsza. Zauwaz-
my, ze gdy n > no, to w schemacie nie ma potaczen od podpopulacji
J > ng do podpopulacji ¢ < ng, co sprawia pewne problemy przy teore-
tycznej analizie modelu. Mozna wybrnac¢ z tego problemu ograniczajac
sie do rozpatrywania modelu z osobnikami jedynie w wieku < ng, a
nastepnie znajac zachowanie rozktadu dla podpopulacji ¢ < ny zbadaé
rozktad dla podpopulacji ¢ > ns.

W przypadku pewnych gatunkéw owadow cykl zycia jest Scisle okre-
Slony i jedynie osobniki o ustalonym wieku n maja potomkéw a nastep-
nie umieraja. Sytuacja ta jest opisana schematem przedstawionym na

Rysunku 2. Macierz P ma w tym przypadku postac

0 0 0 b]
1-— 125} 0 0
P=| 0 1-p 0
L O O 1- Hn—1 0
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gdzie b jest $rednig liczba potomkéw osobnika dojrzatego, przy czym
nalezy pamieta¢ o tym, ze nalezy uwzgledni¢ w tej sredniej rowniez
osobniki dojrzale, ktére umra przed wydaniem potomstwa. W podroz-
dziale 3 sprawdzimy, ze w tym przypadku zachowanie modelu jest inne
niz gdy ny < ne.

Model 3.1 mozna stosunkowo tatwo modyfikowaé i otrzymac¢ model
uwzgledniajacy zaréwno strukture wiekowa jak i przestrzenng popu-
lacji. W przypadku populacji komérkowych wazniejsza role od wieku
rzeczywistego odgrywa tzw. wiek biologiczny lub inaczej dojrzatosé ko-
morki. Dojrzatos¢ komorki zwiazana jest z jej zdolnoscia do podzia-
hu i rézne, czesto nieznane nam, czynniki moga o tym decydowaé na
przyktad nagromadzenie odpowiedniego materiatu genetycznego. Doj-
rzatos¢ zwykle utozsamia sie z wielkoscig komorki i mowimy wtedy o
modelach ze strukturg vwzgledniajgcq dojrzatosé lub rozmiar komorki.
Cechg charakterystyczng takich modeli jest to, ze dojrzato$¢ komorki
potomnej zalezy od dojrzatosci komoérki macierzystej. Zatem jezeli po-
dzielimy populacje komoérek na podpopulacje na przyktad wedtug ich
rozmiaru, to schemat relacji miedzy pokoleniami (a wiec w kolejnych
momentach czasowych) jest inny niz w modelu ze struktura wiekowa,
w ktoérym nowe osobniki wchodzity do pierwszej podpopulacji. Najbar-
dziej adekwatnym do opisu takiej populacji jest model uwzgledniajacy
zarowno strukture wiekowsg jak i dojrzatos¢ komorki.

Przyktad 3.2 (Skracanie sie telomeréw). Kazdy chromosom ma
zakonczenia zwane telomerami, ktore zabezpieczaja go przed uszko-
dzeniem podczas replikacji DNA. Kolejne podziaty komoérkowe moga
skraca¢ dtugosc¢ telomerow. Uwaza sie ze proces skracania jest odpowie-
dzialny za starzenie si¢ komorki. Przy zbyt krotkim telomerze komérka
nie moze sie dzieli¢, co wyjasnia dlaczego podziat komorkowy w wielu
typach komérek wystepuje tylko skoriczonie wiele razy. Podamy teraz
uproszczony model skracania si¢ telomeréw. Przyjmujemy, ze dtugosé
telomeru jest liczba naturalng od 0 do n. Komoérki, ktorych ustalony
telomer ma dlugos¢ ¢ zaliczamy do i-tej podpopulacji. Zaktadamy, ze
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RYSUNEK 3. Schemat potaczen w procesie skracania sie
telomeréw (przyktad 3.2). W tym przypadku p;; = r;
oraz pi_1,; = d;.

komorka z i-tej podpopulacji, ¢+ > 0, moze zgina¢ z prawdopodobien-
stwem p; lub tez podzieli¢ sie i w wyniku podziatu komorkowego ko-
morka potomna moze mie¢ telomer dtugosci ¢ z prawdopodobienstwem
a; lub telomer dtugosci ¢ — 1 z prawdopodobienstwem 1 — a,;. Komoérki o
telomerze o dtugosci zero nie moga sie dzieli¢ (a wiec po pewnym czasie
zgina). Niech r; = 2a;(1 — ;) oraz d; = 2(1—a;)(1— ;). Jezeli komorka
jest z i-tej podpopulacji, to r; jest srednig liczba jej potomkow ktorzy
pozostang w i-tej podpopulacji, a d; jest $rednig liczbg jej potomkow
ktorzy przejda do ¢ — 1-tej podpopulacji. Schemat relacji miedzy pod-
populacjami w tym modelu przedstawiony jest na Rysunku 3. Macierz
P ma w tym przypadku postac

0 d, 0 --- 0]
0 r do "+ O
P=10 0 r, -
el e e dy
o 0 - 0 7]

Model ten mozna modyfikowaé, tak aby byl blizszy rzeczywistemu prze-
biegowi procesu skracania si¢ telomeréw, a wiec na przyktad dopusci¢
skracanie telomeréw o rézne dlugoséci oraz rozwaza¢ model z wigk-
szg liczbg telomeréw i prawdopodobienstwami zaleznymi od dtugosci
wszystkich telomerow.

1.2. Model z czasem cigglym. Rozwazmy model w ktérym po-
pulacja jest podzielona na n podpopulacji. Przyjmujemy, ze osobnik z
j—tej podpopulacji moze w matym przedziale czasowym od t do t+ At:
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(a) ,przemiesci¢” sie¢ z prawdopodobienstwem p;; At + o(At) do
1-tej podpopulacji,
(b) z prawdopodobienstwem b;; At 4+ o(At) przyczynié¢ sie do na-
rodzin innego osobnika w i—tej populacji,
(¢) umrzeé z prawdopodobienstwem d;At + o(At).
Oznaczamy przez x;(t) liczbe osobnikéw w i—tej podpopulacji w chwi-
li t. Uwzgledniajac punkty (a), (b), (¢) otrzymujemy nastepujace réw-
nania opisujace zalezno$¢ miedzy ilo$cig osobnikéw w chwilach ¢ i t+At:

=1
+> [pi]’At zj(t) — piAt xl(t)} +o(At) dla i=1,2,...n.
=1
i

Przyjmujemy oznaczenia g;; = b;; + p;; dla i # j oraz

Qi = by — di — iji-
j=1
J#
Wtedy
j=1

Dzielgc ostatnig réwnosé przez At i przechodzac do granicy przy At —

0 otrzymujemy
(3.5) zi(t) = qyz(t), dla i=1,...,n
j=1

Wspolezynniki w uktadzie (3.5) maja jedna wazng wlasno$é: ¢;; > 0
dla i # j.

1.3. Model z nieskonczong liczba podpopulacji. Ogolny opis
modelu z nieskonczong liczbg podpopulacji praktycznie nie rézni sie od
modeli przedstawionych w podpunktach (1.1) i (1.2). Wystarczy po-
wtorzy¢ poprzednie opisy, zastepujac odpowiednie sumy, sumami nie-
skoniczonymi. Zamiast tego przedstawimy przyktad z genetyki.

Przyktad 3.3. Rozwazmy populacje komérek, w ktorej moze wy-
stepowa¢ ustalony gen. Dzielimy populacj¢ na podpopulacje, w ten spo-
sob, ze w komorkach podpopulacji i—tej, ¢ > 0, ustalony gen pojawia
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sie i—krotnie. Bierzemy, krotki przedziat czasu od t do t + At. Mozemy
przyjac, ze w pojedynczej komoérce typu ¢

(a) moze pojawi¢ sie dodatkowy ustalony gen z prawdopodobien-

stwem b; At 4 o(At),

(b) moze zosta¢ usuniety jeden ustalony gen z prawdopodobien-

stwem d;At + o(At),

(¢) komorka moze zginaé z prawdopodobienstwem p; At + o(At).
Aby model miat sens przyjmujemy, ze dy = 0. Zauwazmy, ze wyklu-
czyliSmy tutaj usunigcie dwoch lub wiecej genow lub zwigkszenie si¢
liczby genoéw ustalonego typu o wiecej niz jeden. Zjawiska te moga sie
pojawi¢, ale z prawdopodobienstwem rzedu (At)?, co nie ma wplywu
na przyszty model. Niech a; = p; + b; + d;. Wtedy liczba a; At + o( At)
wyznacza prawdopodobienstwo, ze komoérka opusci typ ¢ (przejdzie do
innego typu, albo umrze). Do typu i moga przejs¢ komérki z typu i — 1
z prawdopodobienstwem b;_; At+o0(At) oraz komérki typu i+1 z praw-
dopodobienstwem d; 1At 4+ o(At). Przyjmujac, ze z;(t) opisuje liczbe
komorek typu ¢ w chwili ¢ mozemy tatwo wywnioskowaé, ze funkcje

xo(t), z1(t), ... spelniaja nieskoriczony uktad réwnan
(36) [L’;(t) = —aix,-(t) + bi_1$i_1(t) + di+1$i+1 (t),
dla:=20,1,..., w ktorym b_; = 0.

UwAcA 3.1. Powyzszy model mozna uog6lni¢ i urealni¢ przyjmu-
jac, ze w przedziale czasu od t do t + At komérka moze sie podzieli¢ z
prawdopodobienstwem \;At + o(At). Zakladamy, ze komérki potomne
maja tyle samo kopii ustalonego genu jak komoérka przed podziatem.
Procesy modyfikacji genetycznej zachodzg czesto w trakcie podziatu ko-
moérkowego. W takich przypadkach faze podziatu rozbijamy formalnie
na etapy: podzial na identyczne komérki i ich modyfikacje genetyczna
(usuniecie lub replikacje ustalonego genu). Tak uogdlniony model opi-
sany jest rowniez uktadem (3.6), w ktorym a; = p; +b; +d; — \;. Jezeli
zalozymy, ze zmiany genetyczne zachodza wylacznie podczas podziatu
komorkowego, wtedy mozna zaproponowac nastepujacy model. Podob-
nie jak poprzednio, przyjmujemy, ze w przedziale czasu od t do t + At
komorka moze sie podzieli¢ z prawdopodobienistwem A\;At + o(At) lub
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zgina¢ z prawdopodobienstwem p; At + o(At). Niech g, aoi, @iy
a_gi, a__;, ey _; beda prawdopodobienstwami warunkowymi, ze w wy-
niku podzialu komoérki potomne bedg miaty, odpowiednio, obie 7; jedna
1, a druga 14 1; obie 1+ 1; jedna ¢, a druga ¢ —1; obie t —1; jedna 1+1, a
druga i — 1 kopii ustalonego genu. Niech b; = \;(a10; + 204 1 + @y ),
di = Ni(a_oi + 20 + oy ), a;p = pi + N — Ni(@_o; + 2000; + o)
Wtedy model ten jest opisany rowniez uktadem (3.6).

Réwnanie (3.6) opisuje réwniez proces urodzin i Smierci wystepuja-
cy w wielu modelach demografii, teorii kolejek i biologii. Zwykle punk-
tem wyjs$cia do wyprowadzenia réwnania (3.6) jest proces stochastycz-
ny opisujacy wielko$¢ jednej populacji i takie podejécie poznamy w
dalszej czesci ksiazki. W kolejnym przyktadzie podamy interpretacje
tego procesu bazujaca na modelu strukturalnym.

Przyktad 3.4 (Proces urodzin i $mierci). Rozwazmy populacje
ztozong z odizolowanych grup bakterii, a wiec osobnikami sg tu grupy
bakterii a nie pojedyncze bakterie. Mowimy, ze grupa nalezy do n-
tej podpopulacji jezeli liczy n bakterii. Bedziemy formalnie dopuszczac
grupy wymarte, ktére zaliczymy do zerowej podpopulacji. Zaktadamy,
ze w grupie z n-tej podpopulacji w matym przedziale czasu At z praw-
dopodobienstwem b,, At + o(At) powstanie nowa bakteria i z prawdopo-
dobienstwem d,, At 4 o(At) zginie jedna bakteria. Aby model mial sens
przyjmujemy, ze dy = 0. Niech z,,(t) oznacza ilo$¢ grup w n-tej popu-
lacji. Wtedy ciag (z,(t))n>0 spetnia uktad réwnan (3.6) z a,, = b, +d,
dlan > 0.

Jezeli prawdopodobienstwa podziatu i Smierci bakterii nie zaleza od
liczby osobnikéw w grupie, to b, = bn i d,, = dn, gdzie bAt 4+ o(At) i
dAt 4 o(At), sa odpowiednio prawdopodobiefistwem podziatu i $mier-
ci bakterii w przedziale czasu At. Jezeli d, = 0 dla n > 0, to proces
nazywamy czystym procesem urodzin, a gdy b, =0 dla n > 0, to pro-
ces nazywamy czystym procesem $mierci. Gdy d, = 01b, = 1 dla
n > 0, to proces nazywamy procesem Poissona. Réwnanie (3.6) opi-
suje uwogdlniony proces urodzin i §mierci wystepujacy w réznorodnych

zastosowaniach.
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1.4. Model ewolucji genomu. Przedstawimy teraz model opisu-
jacy ewolucje rozktadu ilosci réznych genéw w genomie [27]. Dzielimy
geny na klasy. W klasie n > 1 wystepuja geny, ktore pojawiaja sie n
- krotnie w genomie. Zaktadamy, ze w przedziale czasu od t do t + At
pojedynczy gen:

(i) jest usuwany z genomu (lub ulega dezaktywacji) z prawdopo-
dobienstwem dAt + o( At),

®_>.

(ii) mutuje z prawdopodobienstwem mAt + o( At),

®— D

(iii) podwaja sie (replikuje) z prawdopodobienstwem rAt + o( At).

®

N ®

Zaktadamy, ze geny powstale w wyniku mutacji nie wystepowaty wcze-
$niej w genomie.

Zobaczymy jak zmienia sie liczba rodzajow gendéw w poszczegdl-
nych klasach. Rozwazmy na poczatek tylko proces mutacji. Niech gen
® nalezy do klasy n, a wiec w genomie wystepuje n-kopii tego genu.
Zaktadamy, ze n > 3. Prawdopodobienstwo mutacji jednego z genéw @
w czasie At wynosi n-mAt+o(At). Niech z,,(t) bedzie liczba rodzajéw
genow w klasie n w chwili t. Wtedy w wyniku mutacji

xn(t) - n - mAt + o(At)
rodzajow genow z klasy n przejdzie do klas n — 1 1 1 w czasie At.
Szczegbdlnymi przypadkami sg n = 1, gdzie mutacja nic nie zmienia
i przypadek n = 2, gdzie w wyniku mutacji jednego genu, ten gen

oraz jego niezmutowana kopia utworzg nowe rodzaje genéw w pierwszej

klasie. Zatem w tym przypadku

xo(t) - 2+ 2 - mAt + o( At)
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rodzajow genow z klasy 2 przejdzie do klasy 1 w czasie At. Podobnie

sprawdzamy, ze w wyniku usuniecia genu z genomu
zp(t) - n - dAt + o( At)

rodzajow genéw z klasy n przejdzie do klasy n — 1 oraz w wyniku

replikacji genu
xp(t) - n-rAt + o(At)

rodzajow genéw z klasy n przejdzie do klasy n + 1 w czasie At.
Niech Az, = z,(t + At) — z,(t) dlan = 1,2,.... Uwzgledniajac
procesy usuniecia, mutacji i replikacji gendéw otrzymujemy nastepujace

zaleznosci:

Az = — dr At — ra At + 2dxo At + 2mas At

+ > mnx, At + o(At),

n=2

Ax, = — dnx, At — rnz, At — mnz, At +r(n — 1)z, 1At
+d(n+ 1D)x, 1 At +m(n + 1)z, 1 At + o(At)

dla n > 2. Dzielac obie strony powyzszych rownan przez At i przecho-
dzac z At do granicy w zerze otrzymujemy

gy = —(d+ )z 4+ 2(m+ d)zs + Y mna,,
(37) n=2

2, = —(d 4+ m)ng, +r(n— Doy + (@d+m)(n+ D,

dlan > 2. Uktad (3.7) rozpatrujemy z warunkiem poczatkowym x,,(0) =
20 dlan > 1, gdzie ciag 2° = (29),en bedzie nalezat do pewnej, od-
powiednio dobranej, przestrzeni ciagéw rzeczywistych.

Przedstawimy teraz nieformalne rozumowanie, ktére wyjasni nam
dlaczego zamiast uktadu (3.7) wygodniej jest rozpatrywaé inny, rowno-
wazny uktad. Niech s(t) = 0%, nx,(t). Wtedy s(t) jest liczba wszyst-
kich genéw w genomie. Zaktadajac, ze uktad (3.7) ma rozwiazanie oraz,

ze szereg s(t) jest zbiezny i mozna go rézniczkowaé wyraz po wyrazie



84 3. DYSKRETNE MODELE STRUKTURALNE

otrzymujemy

s'(t) = i nz, (t) = —(d +r)xy + 2(m + d)xy +

i nmz, — (d+r+m)nz, +r(n — )x,—1 + (d+m)(n + 1)z,41]

n=2

=—(d+7r)r1+2(m+d)xs + i[nm —(d+r+m)n*z,+

n=2

i r(n? +n)w, + i(d +m)(n?® —n)z,

—(r—d) i nan(t) = (r — d)s(t),
a wiec
(3.8) s'(t) = (r —d)s(t).

Zatem taczna ilo$é¢ genow rosnie wyktadniczo, a A = r — d jest wspol-
czynnikiem Malthusa (wzrostu) populacji genéw w genomie. Niech

(3.9) Yn(t) = e Mnz,(t) dlan €N,

Zaktadajac, ze poprzedzajace rozumowanie bylo poprawne, to ciag
y(t) = (yn(t))nen ma nastepujace whasnosci: jezeli y(0) > 0, to y(t) > 0
dlat > 0 oraz

> yn(t) = const.
n=1

Poprawny dowdd tego faktu, oparty na teorii pétgrup, podamy poznie;j.
Zauwazmy, ze ciag y(t) = (yYn(t))nen spetnia uktad réwnan:

/
Y = —2ry1 + 2m + d)ys + MY,
o1y Y - m o d Y

Y, = —(d+r+m+ "Dny, +rny,_1 + (d+m)ny,

n

dla n > 2. W dalszej czesci rozdziatu, uzywajac teorii potgrup Marko-
wa, zbadamy wlasnosci rozwiazan ukltadu (3.10) gdy ¢t — oo, a nastep-
nie korzystajac ze wzoru (3.9) otrzymamy twierdzenie o asymptotycz-

nym zachowaniu rozwigzan ukltadu (3.7).
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2. Operatory i polgrupy Markowa

2.1. Definicje. Niech (X,3,m) bedzie przestrzenia z miara o-
skoficzong m. Oznaczmy, przez D = D(X, X, m) podzbiér L' = L} (X, 2, m)
zawierajacy gestosci:

D={feL': f>0,|fl=1},

gdzie || - || jest normg w L. Odwzorowanie liniowe P : L' — L! spelnia-
jace warunek P(D) C D nazywamy operatorem Markowa. 7 definicji
operatora Markowa wynika natychmiast, ze jest on kontrakcjg (patrz
Zad. 3.5) tzn. dla dowolnych f,g € L' mamy ||Pf — Pg|| < ||f —gl|, co
jest réwnowazne warunkowi ||Pf]| < ||f|| dla f € L. W szczegdlnodci,
operatory Markowa sg ograniczone.

Niech {T'(t)}1>0 bedzie rodzing operatoréw liniowych i ograniczo-
nych odwzorowujacych przestrzen Banacha E w nia sama. Rodzine
{T'(t) }+=0 nazywamy pélgrupg operatoréw ograniczonych lub krécej pot-
grupg, jezeli:

(i) T(0) =1 (operator identycznosci),
(i) T(t+s)=T@)T(s) dla s,t>0.

Potgrupe {T'(t)}i>0 nazywamy silnie cigglq, jezeli:
(iii) dla kazdego = € F funkcja t — T'(t)x jest ciagla.

Silnie ciagta pétgrupe operatoréw Markowa {T'(¢)};>o nazywamy pdt-
grupg Markowa.

Operatory i potgrupy Markowa sa naturalnym narzedziem w opisie
wielu zjawisk przyrodniczych, w ktérych wystepuja prawa zachowa-
nia: np. masy, energii, objetosci, tacznego tadunku elektrycznego, ilosci
czasteczek w procesie dyfuzji, ilodci czasteczek w polimerze w proce-
sach polimeryzacji i fragmentacji. Naturalng droga opisu takich zjawisk
przyrodniczych jest podanie w jaki sposéb zmienia si¢ w czasie miara
probabilistyczna opisujaca rozktad danej wielkosci np. masy. Przestrzen
X, ktora stuzy do opisu danego zjawiska, wyposazona jest zwykle w
pewng standardowg miare m. Gdy X jest przestrzenia przeliczalna, to
m(A) jest ilodcig elementéw zbioru A. Jezeli X jest podzbiorem RY o

niepustym wnetrzu, to m jest miara Lebesgue’a. W przypadku gdy X



86 3. DYSKRETNE MODELE STRUKTURALNE

jest rozmaitoscia, to m jest miara generowana przez metryke Rieman-
na. Typowa cechg proceséw opisywanych za pomocag ewolucji miar jest
przeksztatcanie miar absolutnie ciagtych wzgledem m (tj. takich, ktére
maja gestos¢é wzgledem m) na miary absolutnie ciagle. W tym przy-
padku wygodnie jest ograniczy¢ rozwazania do rozpatrywania ewolucji
gestosci, ktora dobrze opisuja operatory i pétgrupy Markowa.

2.2. Przyklady operatoré6w Markowa. Podamy teraz kilka przy-
ktadow operatorow i potgrup Markowa bezposrednio zwigzanych z mo-

delemi opisywanymi w tym rozdziale.

Przyklad 3.5. Rozpoczniemy od podstawowego modelu pokole-
niowego opisanego w punkcie 1.1. Niech X = {1,2,...,n}, ¥ = 2%,
tj. 2 jest rodzina wszystkich podzbioréw X, oraz (p1,...,p,) bedzie
ciagiem o wyrazach dodatnich. Na o-algebrze ¥ definiujemy miare m
wzorem
(3.11) m(4) = p:.

i€A

Niech P bedzie odwzorowaniem liniowym L'(X) w siebie. Przestrzen
L'(X) jest przestrzenia funkcji ze zbioru {1,2,...,n} w R, a wiec cig-
gow liczb rzeczywistych (ay, as, . .., a,). Zatem L'(X) jest przestrzenia
R™ z normg ||a|| = |a1|p1 + - - - + |an|pn, & odwzorowanie P mozna utoz-
samic¢ z jego macierza, ktorg bedziemy réwniez oznaczaé przez P. Niech
P = (pi;) bedzie macierza kwadratowa n x n o wyrazach nieujemnych.
Sprawdzimy, ze jezeli

(312) szﬂ% =Pj dlaj = 1,...,n,

to P jest operatorem Markowa. Ciag ¢ = (q1,...,¢qn) jest gestoscia
wtedy i tylko wtedy, gdy ma wyrazy nieujemne oraz .., qp; = 1.
Niech ¢ € D. Poniewaz wyrazy macierzy P sg nieujemne, wiec ciag Pq

ma tez wyrazy nieujemne. Mamy rowniez

S P = (Y pia)i = Z (prpz) qupg

=1 i=1 j=1

a wiec Pq jest tez gestoscia.
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Przyktad 3.6. Niech X = N, ¥ = 2% oraz (p;);eny bedzie ciggiem
o wyrazach dodatnich. Na o-algebrze ¥ definiujemy miare m wzorem
(3.11) i niech P = (p;;) bedzie nieskonczong macierza kwadratowa o
wyrazach nieujemnych. Analogicznie jak poprzednio sprawdzamy, ze
jezeli
Zpijpi =p; dlaj=12..,
i=1

to P jest operatorem Markowa.

Waznym przypadkiem szczegdlnym sa operatory Markowa na prze-
strzeni ['. Przypominamy, ze [! jest przestrzenig ciggdéw bezwzglednie
sumowalnych z norma ||z| = 352, |z;]. Przestrzen [ jest przestrzenia
L'na X = Ni X = 2% z miarg liczgcg m, co oznacza, ze ciagg p w
definicji miary m ma wszystkie wyrazy réwne jeden. W tym przypadku

D = {x €l':2; >0 dla wszystkich i > 1 oraz ixl =1}.
i=1
Macierz P o wyrazach nieujemnych jest operatorem Markowa, gdy
i=1
2.3. Przyklady pétgrup Markowa. Rozpoczniemy od przykta-

du pétgrupy Markowa zwigzanej z modelem z czasem ciggtym z pod-

rozdziatu 1.2.

Przyklad 3.7. Podobnie jak w przyktadzie 3.5 przyjmujemy, ze
X ={1,2,...,n}, ¥ = 2% oraz miara m jest okreslona wzorem (3.11).
Zbudujemy teraz potgrupe Markowa odpowiadajaca uktadowi réwnan

(3.14) zi(t) = ayx;(t), dla i=1,...,n.
=1

Bedziemy zakladac¢, ze wspotczynniki a,; maja nastepujace wtasnosci:
(i) a;; > 0 dlai # j,
(i) Xr piai;j=0dlaj=1,...,n.
Niech # = (z1,...,2,) i niech P(t)x = z(t) dla t > 0, gdzie z(t) =
(x1(t), ..., x,(t)) jest rozwiazaniem uktadu (3.14) z warunkiem poczat-
kowym z(0) = x. Pokazemy, ze { P(t)}:>0 jest potgrupa Markowa. Roz-
poczniemy od sprawdzenia, ze jezeli x jest ciagiem o wyrazach nieujem-

nych, to z(t) jest rowniez ciagiem o wyrazach nieujemnych dla ¢ > 0.
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W tym celu przyjmijmy, ze A = min{a;; : ¢ =1,...,n} iniech b;; = a;;
dla ¢ # j oraz b; = a; — A\. Wtedy b;; > 0 dla dowolnych 4, j. Niech
B = [b;j]. Wtedy funkcja z(t) spelnia réwnanie

(3.15) Z'(t) = \x(t) + Bx(t).

Rozwiazanie réwnania (3.15) z warunkiem poczatkowym x(0) = z moz-

na zapisa¢ w postaci

(3.16) x(t) = eMePln,
gdzie
oo 1k Rk
(3.17) Bl = Zt B
i K

Poniewaz macierz B ma wyrazy nieujemne, wiec réwniez macierz eB!

ma wyrazy nieujemne. Stad i ze wzoru (3.16) wynika natychmiast, ze
x(t) jest ciagiem o wyrazach nieujemnych dla ¢ > 0. Sprawdzamy, ze

>, pixi(t) nie zalezy od t:

i(gpixi(t)> - zijzij s () = (sz%)x] o

j=1
Udowodnili$my wigc, ze jezeli x € D, to z(t) € D, a wiec P(t)(D) C D
dla t > 0. Poniewaz (3.14) jest jednorodnym uktadem liniowym réw-
nan rézniczkowych, wiec P(t) jest operatorem liniowym, co dowodzi,
ze P(t) jest operatorem Markowa dla t > 0. Sprawdzamy warunki (i),
(i), (iii) z definicji pblgrupy Markowa. Warunek (i) jest oczywisty, bo
P(t)y = y(0) = y. Warunek (ii) wynika z faktu, ze uktad (3.14) jest
autonomiczny (prawa strona ukladu nie zalezy od t). Warunek (iii) wy-
nika z ciagtosci rozwiazania. Zatem {P(t) };>0 jest polgrupa Markowa.

2.4. Pélgrupy Markowa w ['. Kolejny przyklad musimy po-
przedzi¢ dhuzszym wstepem teoretycznym. Niech {T'(¢)}>0 bedzie sil-
nie ciagla potgrupa na przestrzeni Banacha X. Niech ©(A) bedzie zbio-
rem takich x € X, ze istnieje granica
(3.18) Az = Tim LT =T

t—0+ t
Wtedy zbiér ©(A) jest podprzestrzenia liniowa gesta w X, zas A jest
operatorem liniowym z ®(A) w X (patrz [6]). Operator A nazywamy
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generatorem infinitezymalnym potgrupy {T(t)}i>o lub, krétko genera-
torem potgrupy {T(t)}i=0. O operatorze liniowym A : D(A) — X be-
dziemy réwniez mowic, ze generuje polgrupe, jezeli jest jej generatorem.
Pojecie potgrupy silnie ciagtej i jej generatora $cisle wiaze sie z réwna-
niami rézniczkowymi w przestrzeni Banacha X. Niech {T'(t) }+>¢ bedzie
silnie ciagta pétgrupa na X, a operator A : D(A) — X jej generato-
rem. Wtedy dla kazdego zg € ©(A) funkcja z : [0,00) — X okreslona
wzorem z(t) = T'(t)xo jest rézniczkowalna (w sensie Frécheta) dla ¢t > 0

oraz spetnia réwnanie
(3.19) 2'(t) = Ax(t), z warunkiem poczatkowym z(0) = x.

Réwnania postaci (3.19) nazywamy réwnaniami ewolucyjnymi. Bedzie-
my tez czesto méwié, ze réwnanie (3.19) generuje potgrupe {T(t) }i>o.

Przeniesienie przyktadu 3.7 na przypadek X = N nie jest zagadnie-
niem trywialnym. Ograniczymy sie do przypadku przestrzeni [, przy-
padek ciagu (p;);en 0 dowolnych wyrazach dodatnich pozostawiamy
czytelnikowi jako zadanie (patrz Zadanie 3.10). Rozwazamy nieskori-

czony uktad réwnan
j=1

Bedziemy zakladac¢, ze wspotczynniki a,; maja nastepujace wtasnosci:
(i) a;; > 0 dla i # j,
(i) X%a;=0dlaj=1,2.....
Niech A = [a;;]. Macierz A spelniajaca warunki (i), (ii) nazywamy ma-
cierzq Kotmogorowa. Przyktadem macierzy Kotmogorowa jest macierz
wystepujaca w opisie procesu urodzin i smierci (Przyktad 3.4). Jezeli

macierz A spelia warunek (i) oraz warunek
(11,) ;’ilaij<0dlaj:1,2....,
to macierz A bedziemy nazywaé¢ macierzq podkotmogorowskq. Niech
(3.21) Do(A) ={z el': > Y |ayl|z;| < oo}
j=1i=1
Jezeli A jest macierza podkolmogorowska, to

(3.22) Do(A) ={z ecl": i laj;||z;| < oo}

J=1
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Latwo sie przekonaé, ze Dg(A) jest gesta podprzestrzenia liniowa prze-
strzeni I1. W szczegblnodcei, z warunkéw (3.22) wynika, ze ciagi o wyra-
zach réwnych zeru, poza skonczong iloscig wyrazéw, naleza do Dg(A), a
zbior takich ciggéw jest gesty w I'. Podobnie, jak w przypadku macierzy
skonczenie wymiarowych, z macierzg A mozna zwiazaé¢ odwzorowanie,
dalej oznaczane tez przez A, okreslone na zbiorze ®y(A) o wartosciach
w it

Jezeli macierz Kotmogorowa A okre$la odwzorowanie ograniczone
na przestrzeni ', to A generuje pétgrupe Markowa na [*. Polgrupa ta

okreslona jest wzorem

0 1k Ak
3.23 Ptz = My = rA
(3.23) (0 .

k=0 :

Przypominamy, ze macierz A okresla odwzorowanie ograniczone na
przestrzeni [! wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje stala C taka, ze dla
kazdego j € N mamy Y22, |a;;| < C. W przypadku macierzy Kotmogo-
rowa A warunek ograniczonosci odwzorowania mozna zapisaé znacznie
latwiej, mianowicie, odwzorowanie A jest ograniczone na przestrzeni I}

wtedy i tylko wtedy, gdy
(3.24) sup |a;;| < oo.
jeEN

Przypadek, gdy macierz A jest odwzorowaniem nieograniczonym
jest bardziej skomplikowany. Po pierwsze, odwzorowanie A z dziedzing
Do(A) nie musi by¢ generatorem silnie cigglej pétgrupy na i'. Po dru-
gie, nawet gdy A generuje silnie ciggla pétgrupe na [, to ta potgrupa
moze nie by¢ poéltgrupg Markowa. Po, trzecie ten sam operator A moze
generowac rézne potgrupy dodatnie (w tym potgrupe Markowa) na ' w
zaleznosci od wyboru jego dziedziny, a wiec uktad réwnari (3.20) nie ma
jednoznacznego rozwiazania. Korzystajac z [3] Propositions 8.3.19-20
oméwimy ten przypadek.

Niech A = [a;;] bedzie macierza podkolmogorowska, D jej czescia
diagonalna, tj. D = [d;j], dj; = aj;, dij = 0 dla i # j oraz B = [b;;]
czescig macierzy A lezaca poza gtowng przekatna, tj. B = A— D. Wte-
dy dla dowolnego r € [0, 1) odwzorowanie A, = D + rB okres§lone na
zbiorze Dy(A) generuje silnie ciagla potgrupe {S,(t)}io na I'. Jest to
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potgrupa podmarkowska, a wiec poétgrupa {S,(t)}i>o jest dodatnia, tj.
Sz =>0dlax>0,xel'it>0,oraz |S.(t)z] < ||z| dla z € I'.
Definicje te bedziemy uzywaé¢ réwniez w przestrzeni L'. Nastepnie do-
wodzi sig, ze istnieje granica lim, .1 S,(t)z = S(t)z dlat > 01z € ['.
Rodzina operatoréw {S(t)}+>o jest poélgrupa podmarkowska, a jej gene-
ratorem jest operator A, ktorego dziedzina ®(A) zawiera zbior Dg(A).
Jezeli {T'(t)}i>0 jest polgrupa dodatnia o generatorze A o dziedzinie
zawierajacej zbior Do(A), to T(t)x > S(t)xr dlaz €', > 01t > 0.
Poétgrupe {S(t) }i>0 nazywamy minimalng dla macierzy A.
Nastepujace twierdzenie podaje ogdlne warunki przy ktorych pot-

grupa {S(t)}>0 jest potgrupa Markowa na ['.

TWIERDZENIE 3.1. Niech A bedzie macierzg Kotmogorowa i niech
0 > 0 bedzie statq dodatnig. Potgrupa minimalna dla macierzy A jest
pétgrupg Markowa na I' wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie A*x = Ox
nie ma niezerowych rozwigzan x € [°°.

W wypowiedzi twierdzenia A* oznacza macierz transponowana ma-
cierzy A, tj. A* = [a};], gdzie a]; = aj; dlaid, j € N, al* jest przestrzenia
ciagbéw ograniczonych. Jezeli pétgrupa minimalna {S(t)}+>o dla macie-
rzy Kolmogorowa A jest pétgrupa Markowa to potgrupe {S(¢)}i>o oraz
macierz A nazywamy niewybuchajgcymi. Dowdd twierdzenia 3.1 moz-
na znalez¢ w ksiazkach [21] Corollary 2.7.3, [3] Proposition 8.3.22, [13]
Theorem 23.12.6.

Przyktad 3.8. Sprawdzimy teraz, ze uklad réwnan (3.10) generuje
polgrupe Markowa na [I'. Macierz A ma nastepujace wyrazy a; ; = —2r,
aro =2m+d, a1 ; =mdlai >3, a,;, = —(d+r+m+ 7"%d)z', ;i1 =11,
ajiy1 = (d+m)i dlai > 2, oraz a;,; = 0 w pozostatych przypad-
kach. Mozna tatwo sprawdzi¢, ze macierz A jest macierzg Kolmogoro-
wa. Niech x € [*°. Wtedy

(A*z)y = —2rxy + 2ras,

(A*z)y = 2m +d)zy — (d+ 2m + 3r)zy + 3ras,

(A*x), =mzy+ (n—1)(d+m)x,_1 — [dn—1)+r(n+ 1)+ mn]z,
+ (n+ Dre,
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dla n > 3. Sprawdzimy, ze jezeli A*x = 6z dla § > 0 oraz x # 0, to
x ¢ 1°°. Rozwazmy przypadek r # 0. Ciag © = (x;);>1 spelnia réwnanie
A*r = Oz wtedy 1 tylko wtedy, gdy

0
To — <1 + 2T>£L’1,

d+2m+ 0 d+2m
$3:(1+ >$2—

Ty,
3r 3r
—1)d 0 —1)(d
xn+1:(1+(n & m ¢ ) n_(n i +m)xn—1—L$1
(n+ 1)r (n+ 1)r (n+ 1)r

dla n > 3. Jezeli 1 = 0, to x, = 0 dla n > 2. Jezeli x; # 0, to
poniewaz uktad jest liniowy wystarczy rozwazy¢ tylko przypadek x; >

0. Powyzsze rownania mozna zastapi¢ jednym réwnaniem

(3.25) - |
B n—1)(d+m m
Tpy1 = (1+ (TL T 1)T>xn+ (TL n 1)7" (xn_xnfl)_'—m(xn_xl)

dla n > 1. Z (3.25) wynika natychmiast, ze ciag (x,) jest rosnacy.

Zatem
(3.26) Tpyy > (1+9)x
' mhZ (n+1)r/)"™
a wiec
L 0
(3.27) z, > a1 [] (1 + ) dla n > 2.
r1

=2

o0

Poniewaz iloczyn [](1 + Or—'i7') jest rozbiezny, wiec lim,, o0 T, = 00
i=1

i w konsekwencji x ¢ [*. Gdy r = 0, to Q*z = fx wtedy i tylko wtedy,

gdy Oz = 0 oraz
(n—1)d+nm+0)x, =mzy+ (d+m)(n— 1)z,

dla n > 2. Stad x,, = 0 dla wszystkich n. Z twierdzenia 3.1 wynika, ze

operator A jest generatorem pétgrupy Markowa na przestrzeni 1.

2.5. Metoda perturbacyjna generowania poétgrup Marko-
wa. Kolejny przyktad pokazuje pewien prosty sposob uzyskiwania no-
wych potgrup Markowa, gdy juz mamy jakas potgrupe Markowa. Na-
lezy zaznaczy¢, ze nie jest to tylko pewna teoretyczna konstrukcja, ale



3. ASYMPTOTYKA ROZKLADU 93

sposéb uzyskania poétgrup Markowa zwigzanych z wieloma zastosowa-
niami w teorii procesow skokowych, réwnan dyfuzji i transportu oraz

w dynamice populacyjne;j.

Przyktad 3.9. Niech (X,Y¥,m) bedzie przestrzenia z miara o-
skoniczona m. Zaktadamy, ze K jest operatorem Markowa, a {S(t) }+>0
jest potgrupa Markowa, A jest generatorem tej potgrupy, a A staty do-
datnia. Wtedy z twierdzenia perturbacyjnego Phillipsa (patrz [6]) ope-
rator —A\I + A+ AK jest generatorem silnie ciggtej potgrupy {P(t) }1>o
na L'. Potgrupa {P(t)};>0 okreslona jest wzorem

(3.28) Pit)f=e i A" Su(t) f,

gdzie "

(3.29) Sy(t) = 5() i Sua()f = | " S(t—s)K S (s)f ds dlan > 0.
Korzystajac z powyzszych wzoréw mozna tatwo sprawdzié, ze { P(t) }+>o

jest pétgrupa Markowa (patrz Zadanie 3.11).

Metode opisana w Przyktadzie 3.9 mozna zastosowaé¢ do dowodu,

ze uktad (3.10) generuje potgrupe Markowa na ! (patrz Zadanie 3.8).

3. Asymptotyka rozkladu

3.1. Asymptotyczna stabilno$¢ operatoréw i potgrup Mar-
kowa. W badaniu modeli populacyjnych wazna role odgrywaja twier-
dzenia o asymptotycznym zachowaniu rozktadéw, gdy czas zmierza
do nieskoniczonosci. W tej czesci przedstawimy twierdzenie dotyczace
asymptotyki iteracji operatoréw Markowa i poétgrup Markowa. Roz-
poczniemy od definicji asymptotycznej stabilnodci.

Niech P bedzie operatorem Markowa na przestrzeni (X, 3, m). Ope-
rator P nazywamy asymptotycznie stabilnym, jezeli istnieje gestosé
f* € D taka, ze

(3.30) Tim [|[P"f — f*|| =0 dla f € D.

Zauwazmy, ze jezeli f* spelnia warunek (3.30), to f* jest gestoscig
niezmieniczq, tzn. Pf* = f*. Istotnie, z warunku (3.30) wynika, ze
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a wiec Pf* = f*.
Poniewaz kazda funkcje catkowalng mozna przedstawi¢ w postaci
f = afi — cofq, gdzie fi1,fy € D, wigc z liniowosci operatora P i

warunku (3.30) otrzymujemy
(3.31) hmumf—ﬁ/f@ymmm:o dla fe L.
n—oo X

Pétgrupe Markowa {P(t)}:>0 nazywamy asymptotycznie stabilng,
jezeli istnieje gestos¢ f* € D taka, ze

(3.32) lim [P(t)f — £ =0 da f€D.

Réwniez z warunku (3.32) wynika, ze f* jest gestoScig niezmieniczg
dla tej pélgrupy, tzn. P(t)f* = f* dla t > 0. Polgrupe Markowa
mozna zwigzaé¢ z réwnaniem ewolucyjnym na przestrzeni L'. Wtedy
pojecie asymptotycznej stabilnodci pétgrupy jest rownowazne istnieniu
rozwigzania stacjonarnego f* € D i jego asymptotycznej stabilnosci w
sensie Lapunowa w zbiorze gestosci.

Niech {P(t)}:i>0 bedzie pélgrupa Markowa, to liczba dodatnia i
niech P = P(ty). Mozna tatwo sprawdzi¢ (patrz Zadanie 3.13), ze p6t-
grupa Markowa {P(t)}:>0 jest asymptotycznie stabilna wtedy i tylko
wtedy, gdy operator P jest asymptotycznie stabilny.

3.2. Twierdzenie Lasoty-Yorke’a o funkcji dolnej. W celu
sformutowania twiedzenia dotyczacego asymptotycznej stabilnosci ope-
ratorow Markowa musimy wprowadzié¢ jeszcze jedng definicje pomoc-
nicza. Nieujemng i catkowalng funkcje h o catce dodatniej nazywamy

funkcjg dolng dla operatora Markowa P, jezeli dla dowolnej gestosci

f mamy
(3.33) nh_)nolo(P”f —h)” =0,
gdzie = = max(0, —z). Definicje te mozna wypowiedzie¢ réwnowaz-

nie: dla dowolnej gestosci f istnieje ciag funkeji (&,) zbiezny w L' do
zera taki, ze P"f > h — ¢,. W przypadku poétgrupy Markowa defini-
cja funkcji dolnej jest niemal identyczna, mianowicie zamiast warunku
(3.33) zaktadamy, ze lim; . (P(¢)f — h)~ = 0, lub réwnowaznie, ze
P(t)f > h —e(t), gdzie lim;_ ||e(t)]| = 0.
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Zauwazmy, ze jezeli operator Markowa P jest asymptotycznie sta-
bilny, to funkcja f* z warunku (3.30) jest funkcja dolna dla operatora
P. Sformulujemy teraz twierdzenie odwrotne podane przez Lasote i
Yorke’a [19].

TWIERDZENIE 3.2. JeZeli operator Markowa ma funkcje dolng, to
jest on asymptotycznie stabilny.

DowOD. Niech H bedzie zbiorem wszystkich funkcji dolnych dla
P. Zauwazmy, ze jezeli hy € H i hy € H, to max(hy, hy) € H. Istotnie,
poniewaz P"f > hy —el, P"f > hy — el gdzie (e]) i (€!) sa ciagami

elementéw z L' zbieznymi w L' do zera, wiec
Pnf > max(hl, hQ) — En,

gdzie e, = max(e/,,e”). Poniewaz ||| < ||e.| + |le2]|, wiec ciag (en)
jest zbiezny do zera, co oznacza, ze max(hy, he) € H. Niech (h;) bedzie
niemalejagcym ciggiem funkcji dolnych. Sprawdzimy, ze funkcja h =
lim; .. h; jest réwniez funkcja dolna. Poniewaz ||h;|| < 1, wiec ciag
h; jest zbiezny do h w L'. Ustalmy & > 0. Wtedy istnieje takie i,
ze ||h — h;|| < /2. Poniewaz h; jest funkcja dolna, wiec istnieje ciag
(el) taki, ze P"f > h; — e), oraz lim, . ||€,|| = 0. Dobierajac ng
tak, aby [lel|| < 0/2 dla n > ng otrzymujemy P"f > h — g,, gdzie
| 4+ ||k — hil] < 9, wiec wobec
dowolnosci & > 0 otrzymujemy, ze h jest funkcja dolng. Zauwazmy
réwniez, ze jezeli h € H, to Ph € H. Istotnie, poniewaz P"f > h — ¢/

n’

]
n

en = €, + h — h;. Poniewaz |le,| < ||e

gdzie ciag (g)) jest zbiezny do zera, wigc P f > Ph — Pe! . Kladac
e, = Pel_| otrzymujemy, ze P"f > Ph — ¢,, a poniewaz |&,| <
llel._1|l = 0, wigc Ph jest funkcja dolna. Niech oo = sup{||h|| : h € H}
oraz niech h, bedzie ciagiem elementéw z H takim, ze lim,,_ ||hn|| =
a. Potézmy h* = lim, . max(hy, hs, ..., h,). Wtedy z poprzednich
obserwacji wynika, ze h* € H. Mamy réwniez ||h*|| = . Zauwazmy, ze
poniewaz Ph* € H oraz |Ph*|| = ||h*|| = a, wiec Ph* = h*. Istotnie,
gdyby Ph* # h*, to funkcja h = max(h*, Ph*) bytaby funkcja dolna,
oraz ||h|| > a, co przeczy definicji a. Aby zakonczy¢ dowdd twierdzenia

wystarczy pokazaé, ze ||h*|| = o = 1, bowiem wtedy P"f > h* —¢,, a
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poniewaz | P™ f|| = ||h*||, wiec
| P"f —h*|| =2[|[(P"f — h*)" || < 2|enll,

a zatem lim,, .., P"f = h*. Zal6zmy, nie wprost, ze a < 1. Poniewaz

P"f > h* — e, gdzie lim,,_. ||,|| = 0, wiec przyjmujac
gn:Pnf_h*+5n

otrzymujemy, ze g, > 0 oraz lim, . ||gn|| = 1 — a. Z definicji funkcji
dolnej wynika natychmiast, ze

(3.34) P"gn = |lgullh* — €mm

R

gdzie ciag (em.) spelnia warunek lim,, . ||Emnll = 0. Ze wzoru (3.34)
i definicji g, otrzymujemy

(3.35) P f — P™h* 4+ P, 2 ||gallP* — €mn
a poniewaz P™h* = h*, wiec

(3.36) P f > (14 ||lgal )R — emn — Py,

)

Poniewaz lim,, .« ||gn|| = 1 —«, wiec ze wzoru (3.36) wynika, ze funkcja
h = (2 — a)h* jest funkcja dolna. Poniewaz 2 — a > 1, wiec ||h|| > «,

co przeczy definicji a i konczy dowdd. O

WNIOSEK 3.1. Jezeli potgrupa Markowa ma funkcje dolng, to jest
ona asymptotycznie stabilna.

DowODp. Niech {P(t)}i>0 bedzie nasza podtgrupa Markowa, a h
funkcja dolna. Wtedy h jest rowniez funkcja dolng dla operatora P =
P(1). Z twierdzenia 3.2 wynika, ze operator P jest asymptotycznie
stabilny, a wigc réwniez potgrupa {P(t)}i>o jest asymptotycznie sta-
bilna. O

3.3. Twierdzenie Perrona. Przedstawmy teraz kilka zastosowan
twierdzenia 3.2. Rozpoczniemy od modelu pokoleniowego 1.1. Model
ten opisywany jest macierza P = [p;], 1 < 4,7 < n, o wyrazach
nieujemnych p;;. Udowodnimy, nastepujace twierdzenie pochodzace od

Perrona.
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TWIERDZENIE 3.3. Jezeli macierz P ma wyrazy nieujemne, a dla
pewnego r naturalnego macierz P ma wszystkie wyrazy dodatnie, to

istniejq stata X > 0 oraz ciggi x* = (x3,...,2%) i y* = (y1,...,y.) o
wyrazach dodatnich takie, Ze Px* = Ax* oraz dla dowolnego x € R"
mamy

(3.37) lim A" Pry = 2* (y*, 2),

k—o00

gdzie (-, -} oznacza iloczyn skalarny w R™.
DowOD. Niech
X={zeR": 2,20, 21+ +x, =1}

Wtedy X jest n — 1 wymiarowym sympleksem domknietym (a wiec
zbiorem homeomorficznym z n — 1 wymiarowa kula domknieta). Niech
P* bedzie macierzg transponowang macierzy P. Wtedy P*x # 0 dla
x € X. Rzeczywiscie, gdyby P*z = 0, to P*"x = 0, co jest niemozliwe,
bo macierz P*" ma wszystkie wyrazy dodatnie, a wektor x na wszystkie

wspotrzedne nieujemne i x # 0. Niech
Pz
Yy (Prx);

dlaz € X. Poniewaz P*x # 0dlax € X, wigc Y1, (P*x); > 01 funkcja
f jest poprawnie okreslona. Wprost z definicji funkcji f wynika, ze f

fz) =

jest funkcja ciagla z X w X. Z twierdzenia 2.4 (Brouwera) wynika,
ze istnieje wektor y* € X taki, ze f(y*) = y*. Niech A = 37, (P*y*);.
Wtedy z definicji funkcji f otrzymujemy P*y* = Ay*. Poniewaz macierz
P*" ma wszystkie wyrazy dodatnie oraz y* = \7" P*"y*, wigc ciag y* ma
wszystkie wyrazy dodatnie. Niech QQ = A~!P i niech Q* bedzie macierza
transponowang macierzy . Niech Q = {1,2,...,n}, ¥ = 29 im bedzie
miara na % okreslong wzorem m(A) = Y ;.4 yF. Poniewaz Q*y* = y*,
wigc spetniony jest warunek (3.12). Zatem @) jest operatorem Markowa
na (X, 3, m). Sprawdzimy teraz, ze operator () ma funkcje dolna. Niech
Q" = [gj;] i niech ¢ = min{qj; : 1 <4,j < n}. Poniewaz macierz Q" ma

wszystkie wyrazy dodatnie, wiec ¢ > 0. Niech x € D. Wtedy z; > 0
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dlai=1,...,noraz (x,y*) = x1y; + - - - + z,,y° = 1. Poniewaz

Q)i > q(zr + -+ 2n) > Q(lfg%ﬂﬁ (T2y7 + - + Zayy)
-1

> q( {nax yz-) ;
wiec Q'r > hdlaz e Dih=(a,...,a). Gdy n > r, to Q" "z € D
dla z € D, a stad
dlan > r, a wiec wektor h jest funkcjg dolng dla operatora Q). Z twier-
dzenia 3.2 wnioskujemy, ze () jest operatorem asymptotycznie stabil-
nym. Niech z* bedzie gestoscia niezmiennicza dla (). Poniewaz x} > h;
dla 2 = 1,...,n, wiec wektor z* ma wszystkie wspotrzedne dodatnie.
Poniewaz limy_,., Q*x = 2*, gdy (y*,z) = 1, wiec
(3.38) klim AN FPRy = o* (y* 1),
bo dowolny wektor x mozna przedstawic w postaci r = axr — By, gdzie
T 1y sa gestosciami, a a — 3 = (y*, z). O

Wektor p* = (pk, ... pk), gdzie

(3.39) P =
j:l(P kx)j

opisuje rozktad w k-tym pokoleniu populacji na podpopulacje. Niech

p* = (pi,...,pk), gdzie

(3.40) ==

n * °
j=17%;

Jezeli spetnione sg zatozenia twierdzenia Perrona, to

(3.41) klim P =p.

Zatem niezaleznie od rozktadu wyjsciowego rozktad populacji dazy do
rozktadu p*, zas wielko$¢ populacji rosnie w tempie geometrycznym
(wyktadniczym). Rozktad populacji na podpopulacje, z czasem stabi-
lizuje sie i jest w granicy opisywany wektorem p* okreslonym wzorem
(3.40). Jest to tzw. prawo asynchronicznego wzrostu, bowiem po dtugim
czasie rozktad populacji na podpopulacje przestaje zaleze¢ od wyjscio-

wego rozktadu x. Poniewaz cata populacja ro$nie lub maleje w tempie
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wyktadniczym moéwimy, ze spelnia prawo asynchronicznego wyktadni-
czego wzrostu.
Oznaczmy przez p;; Wyrazy macierzy P Jezeli macierz P ma wyra-

zy nieujemne to p;; > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag ig, i1, . . . , iy

taki, ze 19 = J, i, =1 oraz
(3.42) Pivip—1 - - Pigia Pirig > 0-

Warunek (3.42) oznacza, ze od j-tej podpopulacji mozna dojsé w r
krokach do i-tej podpopulacji idac po krawedziach grafu opisujacego
potaczenia miedzy podpopulacjami.

Przyktad 3.10. Rozwazmy model ze strukturg wiekowa opisany w
Przyktadzie 3.1. Jezeli zatézmy, ze b; > 0 dla j = 1,2,...,n, to wtedy
pi; > 0 dla dowolnej pary i, j. Ciag kolejnych podpopulacji taczacych
j-ta z i-ta w n krokach jest postaci

Go1,...,1,2,3, .0 — 1,4,

a jedynka pojawia sie w nim (n+1—j)-krotnie. Zatem populacja spetnia
prawo asynchronicznego wyktadniczego wzrostu. Zwykle osobniki mto-
de nie mogg mie¢ potomkéw. Zatem zatozenie b; > Odlaj=1,2,...,n
jest zbyt silne. Sprawdzimy, ze wystarczy zalozy¢, ze b,_1 > 01ib, >0
aby byty spelnione zalozenia Twierdzenia 3.3. Po pierwsze zauwazmy,
ze wtedy piy! > 0 oraz pY; > 0 bo mamy dwa ciagi laczace pierw-
szg populacje z samg soba: 1,2,...,n—1,1oraz 1,2,...,n,1. Nastep-
nie zauwazmy, ze dla dowolnej liczby naturalnej k¥ > (n — 1)? mamy

n_Jn—hb:k—Lflkn—n

Stad taczac pierwsza populacje ze sobg a-krotnie za pomocg pierwszego

k=a(n—1)+bn, gdzie a = [

ciggu i b-krotnie za pomoca drugiego ciggu sprawdzamy, ze p¥, > 0. Na
koniec zauwazmy, ze pgf > 0 dla dowolnych 1, j. Istotnie, bierzemy ciag
J,7+1,...,n,1 taczacy 7 z 1 w n — j krokach, nastepnie ciag taczacy
1z1wk=n?>-(n—j)— (i—1) krokach oraz ciag 1,2,...,i taczacy
1z 1 wi— 1 krokach. Otrzymujemy w ten sposob ciag taczacy j z i w
n? krokach. Zatem macierz P"° ma wszystkie wyrazy dodatnie.
Rozwazmy teraz bardziej skomplikowany przypadek, gdy wiek roz-
rodczy ogranicza sie do przedziatu [ni,n.], a wiec gdy b, > 0 dla
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ny < j < ngoraz b; = 0 dla pozostatych j. Zauwazmy, ze gdy ne < n, to
dla kazdego r naturalnego macierz P" bedzie zawierata zerowe wyrazy,
bo z podpopulacji 7 > n, nie mozna przej$¢ do wczesniejszych pod-
populacji. Jezeli w populacji wystepuja tylko osobniki powyzej wieku
rozrodczego, to populacja wymrze w skonczonym czasie. Okazuje sie,
ze réwniez w przypadku gdy ny < ns populacja spelnia prawo asyn-
chronicznego wyktadniczego wzrostu z jedna roznica w stosunku do
Twierdzenia 3.3, ze wyrazy ciagu y* maja wtasnos¢ yf > 0 dla i < no
oraz y; = 0 dla ¢ > ny. Aby udowodni¢ ten fakt zauwazmy, ze ponie-
waz z podpopulacji j > ny nie mozna przejs¢ do podpopulacji ¢ < no,
to mozna ograniczy¢ sie do rozwazania modelu tylko z osobnikami w
wieku rozrodczym i przedrozrodczym. Wtedy b,,, > 0 oraz b,,_1 > 0, a
wiec mamy wcezesniej rozwazany przypadek. Zatem istnieja stata A > 0

oraz ciagi v* = (x3,...,25,) iy* = (y7,...,¥,,) o wyrazach dodatnich

takie, ze Px* = \z* oraz dla dowolnego = € R™ mamy

(3.43) klim A FPRy = 2% (g 1)
gdzie (-, -) oznacza iloczyn skalarny w R"2 a P jest obcieciem wyjscio-
wej macierzy P do pierwszych no kolumn i wierszy. Poniewaz xfill =

k+i
no+1i

i = (1= pny) (1 = ppgs1) oo (1 — ptyprio1) dladi = 1,2,....n — na. Ze
wzoru (3.43) wynika, ze

(1 - ,uj)x;? dla k > 0 oraz ny < j < n, wiec x = k| gdzie

: —k, k+i __ * *
lim A\ ™"z =T, (Y, 7)),

P no+i
a stad
B AR = ed T, (y' o)
dla i = 1,2,...,n — ny. Zatem spetniony jest wzor (3.37) z nowymi
ciggami z* i y* postaci
ot = (2], N G AT ),

Yyt = (yf,...,y,’;Q,O,...,O).
Na koniec zauwazmy, ze jezeli tylko dla jednej wartosci ¢ wyraz b; jest
dodatni, to prawo asynchronicznego wzrostu nie zachodzi, a wiec w
szczegblnosci nie zachodzi w schemacie opisanym na Rysunku 2. Wy-

starczy zauwazyc¢, ze jezeli wystartujemy z populacji ztozonej jedynie z
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osobnikéw w tym samym wieku. Wtedy réwniez potomkowie beda tez
w tym samym wieku. W Zadaniu 3.14 podamy inny przyktady ilustru-

jace nasze rozwazania.

UWwWAGA 3.2. Jezeli w rozwazanym modelu jest mato potaczen mie-
dzy podpopulacjami, to mimo iz zachodzi prawo asynchronicznego wzro-
stu, czas potrzebny do zblizenia sie do rozktadu stacjonarnego moze by¢
duzy. Przyktadem sa wyze i nize demograficzne, a wiec cykliczne zmia-
ny rozktadu wiekowego populacji polegajace na tym, ze ilos¢ ludnosci
w danym przedziale wiekowym cechuje sie duza zmienno$cia powta-
rzajaca sie w przyblizeniu co 25 lat. Tego typu fluktuacje rozktadu
wiekowego ludnosci moga mie¢ przyczyne czesto w odlegtej przesztosci,

na przyktad w gwattownym spadku urodzin w okresie wojny.

3.4. Twierdzenie Perrona dla ré6wnan rézniczkowych. Twier-
dzenie 3.3 mozna réwniez zastosowa¢ w modelu z czasem ciagtym 1.2.

Rozwazamy réwnanie

(3.44) zi(t) = ayx;(t), dla i=1,...,n.
=1

TWIERDZENIE 3.4. Zaktadamy, Ze wspélczynniki a;; spetniaja na-

stepujgcy warunek:
(K) aij > 0 dla i # j oraz dla kazdej pary (i,j), i # j, istnieje
C1Qg 11,12, . . ., iy takt, Ze iy = 7, iy = 1 0raz a;,, ;. > 0 dla

r=1,....,m—1.
Wtedy istniejq stala ¢ oraz ciggi x* = (a3, ..., 2%) 1 y* = (¥, ..., y)
o wyrazach dodatnich takie, ze dla dowolnego rozwigzania x(t) uktadu
(3.44) spetniajgcego warunek poczgtkowy x(0) = x mamy
(3.45) lim e~ “x(t) = 2* (y*, x) .

t—o0

Dowdd twierdzenia 3.4 pozostawiamy czytelnikowi (patrz Zadanie
3.19). Warunek (K) ma ciekawg interpretacje. Oznacza on, ze dla do-
wolnych i, j osobnik z podpopulacji 7 moze przejs¢ z dodatnim prawdo-
podobienstwem do podpopulacji i, a wigc istnieje komunikacja miedzy

podpopulacjami. Wtedy zachodzi warunek (3.45), ktéry oznacza, ze
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di dy dn
PSRN VSN VSN VSN
.\/.\/. \j:\%.

0 1 2 n—1
bo bl bn—l

RYSUNEK 4. Schemat polaczen w procesie urodzin i
$mierci (przyktad 3.11). W tym przypadku p;11,;, = b
oraz piiv1 = d;.

cata populacja rosnie lub maleje w tempie wyktadniczym ze wspot-
czynnikiem Malthusa c¢. Rozktad populacji na podpopulacje, z cza-
sem stabilizuje sie i jest w granicy opisywany wektorem p* okreslonym
wzorem (3.40). Zatem populacja spetnia prawo asynchronicznego wy-
ktadniczego wzrostu, bowiem po dlugim czasie rozktad populacji na
podpopulacje przestaje zaleze¢ od wyjsciowego rozktadu z(0) zas cata
populacja rosnie lub maleje w tempie wyktadniczym.

Przykltad 3.11. Rozwazmy uogélniony proces urodzin i $mierci
ograniczony do skonczonej liczby podpopulacji. Proces ten jest opisany

ukladem réwnan
(3.46) zi(t) = —a;xi(t) + bis1wi1 () + dip12i41(2),

dla:=0,1,...,n w ktorym b_; =0 i d,+1 = 0. Zaktadamy, ze liczby
b; 1 d; sa nieujemne, a a; sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Sche-
mat polaczen w tym modelu przedstawiony jest na Rysunku 4. W tym
przypadku a;i;; = b; oraz a;,_;; = d;, a pozostale wyrazy lezace poza
gtéwna przekatng macierzy A sg rowne zeru. W szczegdlnosci warunek
(K) jest speliony jezeli d; > 0 dla i = 1,2,...,n oraz b; > 0 dla
1=0,1,...,n— 1, a wiec w takiej populacji zachodzi prawo asynchro-

nicznego wyktadniczego wzrostu.

3.5. Asymptotyka rozkladu genoéw. Zastosujemy teraz twier-
dzenie 3.2 do dowodu asymptotycznej stabilnosci potgrupy Markowa
{P(t)}+>0 generowanej przez uklad réwnan (3.10) i opisujacej dynami-
ke rozktadu liczby genéw w genomie.
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TWIERDZENIE 3.5. Jezeli m > 0, to pdlgrupa Markowa {P(t)}i>o
generowana przez uktad (3.10) jest asymptotycznie stabilna.

DowOD. Niech y(0) € D im > 0. Wtedy y(t) € D. Pierwsze z
réwnan ukladu (3.10) mozna zapisa¢ w postaci

Yi(t) = =@r 4+ m)yi(t) + (m + d)ya(t) + 3 mya(t).
n=1
Poniewaz y5(t) > 0 oraz Y02, y,(t) = 1, wiec
yi(t) = —(2r + m)yi(t) + m.
Przeksztatcajac powyzszg nieréwnosé otrzymujemy

d
(e(Zrer)ty1 (t)) > me(2r+m)t.

dt
Po odcaltkowaniu ostatniej nieréwnosci dostajemy
(2r+m)t . 2r+m)t m
e t 0) 2 —e e E—
(0 - n(0) > T
a stad
m m
0> 0) — )e—(2r+m)t ’
yl()/(yl() 2r+m +2r+m
co implikuje, ze
m
liminfy (t) > .
gats () 2r+m

_m__
2r4+m?’

{P(t)}+>0. Z twierdzenia 3.2 wynika, ze polgrupa ta jest asymptotycznie
stabilna. 0

Zatem ciag h postaci ( 0,0,...) jest funkcja dolng dla pélgrupy

Twierdzenie 3.5 mozna rowniez wypowiedzie¢ nastepujaco. Jezeli
m > 0, to istnieje stacjonarne rozwiazanie y* € D ukladu (3.10) oraz
dla dowolnego ciggu y € ! i rozwigzania y(t) uktadu (3.10) spelniaja-
cego warunek poczatkowy y(0) = y mamy

(3.47) Jim yn(t) = Cy;  dla kazdego n > 1,

gdzie C'= 3207, yn.
Korzystajac ze wzoru (3.9), ktory podaje zwiazek miedzy rozwia-
zaniami uktadu (3.7) i uktadu (3.10) mozemy sformutowaé wniosek

dotyczace asymptotyki rozwiazan ukladu (3.7).
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WNIOSEK 3.2. Jezeli cigg x = (z,,) spetnia warunek Y. nlx,| < oo,
n=1
to rozwigzanie x(t) ukladu (3.7) z warunkiem poczgtkowym z(0) = x
ma nastepujoce wtasnosé

(3.48) lim e, (1) = e dia kazdego n > 1,
n

t—o00

gdzie C =307 nwy,.

O asymptotyce rozwiazan uktadéw (3.7) i (3.10) mozna wiecej po-
wiedzie¢, gdy znajdziemy rozwiazania stacjonarne uktadu (3.10). Po-
niewaz y.,(t) = 0 dla rozwiazania stacjonarnego, wiec musi ono spelniaé¢

uktad réwnan

—2r+m)y; + (m+d)ys + my, =0,
i CTEMI DY

yp-1— (d+7r+m+ =Hny, + (d+m)ny,1 =0, n > 2.

Poniewaz poszukujemy rozwiazania w zbiorze gestosci, wiec > 07, y, =

1 i pierwsze z réwnan (3.49) redukuje sie do postaci
—2r+m)y; + (m+d)yys + m = 0.

Ustalajac warto$¢ y; mozemy wyznaczy¢ wartosé ys:

2r+m m

3.50 _ _ _
(3.50) I R A

Przepisujac drugie z réwnan (3.49) w postaci
(351)  ypr1=(d+m)'d+r+m+ =Yy, — (d+m) ry,

widzimy, ze mozna podaé¢ rekurencyjny wzér na rozwiazanie uktadu
(3.49). Gléwna trudnosé polega na tym, ze nalezy dobraé tak y, aby
byt spetniony warunek >°>° ; y,, = 1, co czyni zadanie skomplikowanym
rachunkowo.

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku, gdy wspot-
czynnik Malthusa A = r —d wynosi zero. Jest to przypadek dos¢ istotny
z biologicznego punktu widzenia. Wtedy taczna liczba genéw w komor-
ce jest stata. W przypadku A\ # 0, taczna liczba genéw w komoérce dazy

do nieskonczonosci lub do zera.
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Niech a« = r/(r +m). Wtedy réwnanie (3.51) mozna zapisa¢ w

postaci

(3.52) Ynt1 = (L4 @)y — ayp-1.

Jest to réwnanie rekurencyjne o stalych wspétczynnikach i mozna je
rozwigzaé korzystajac z metody omowionej w Rozdziale 1 w uwadze 1.1.
Poniewaz liczby o i 1 sa pierwiastkami rownania charakterystycznego
A2 = (1+a)\ — «, wiec ogdlne rozwigzanie réwnania (3.52) jest postaci
= C1a™+Cy dlan > 1. Poniewaz chcemy, aby y € D, wiec ciag (y,)
musi by¢ sumowalny i w konsekwecji Cy = 0. Przyjmujac y, = Ca”
wyznaczamy C' z rownania (3.50) i otrzymujemy C' = ™. Zatem

(3.53) va=""(- 1m)" dlan>1

Latwo sprawdzamy, ze y* = (y)) € D. Otrzymane wyniki mozna pod-

sumowac nastepujaco.

WNIOSEK 3.3. Jezeli m > 0 i r = d, to dla dowolnego y € I}

oraz rozwigzania y(t) ukladu (3.10) spelniajgcego warunek poczgtkowy
y(0) =y mamy
(3.54) Jim g, () = O (——)"  dla kazdego n > 1,

r+m
gdzie C'= 32071 .

WNIOSEK 3.4. Jezeli cigg x = (x,,) spetnia warunek Z n|z,| < oo,

to rozwigzanie x(t) uktadu (3.7) z warunkiem pocz@tkowym z(0) =z

ma nastepujace wtasnosé

(3.55) Jim zp(t) = C’%( r )nn_l dla kazdego n > 1,

r+m

gdzie C'= 377 | na,.

Zatem rozktad ilosci typéw gendéw w poszczegdlnych klasach po-
winien by¢ postaci C' % Otrzymany wynik teoretyczny jest zbiezny z
wynikami empirycznymi, w szczegdlnosci z hipotezq Siommskz’ego [29],
[30]. Wedtug tej hipotezy rozklad x, jest postaci T Taki rozktad
otrzymujemy w przypadku, gdy » = m = d, co moze sSwiadczy¢ o
zblizonym prawdopodobienstwie zajécia wszystkich trzech operacji na

genach (podwojenia, mutacji i usuniecia genu).
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4. Alternatywa Foguela

Poznamy teraz inne metody badania asymptotycznego zachowania
operatorow i pétgrup Markowa wygodne w wielu zastosowaniach. Roz-
poczniemy od definicji operatoréw i potgrup czesciowo-catkowych.

4.1. Poélgrupy czesciowo-catkowe. Niech (X, 3, m) bedzie prze-
strzenig z miarg o-skonczong m. Bedziemy bada¢ operatory i pétgru-
py Markowa na przestrzeni L'(X, 3, m). Zauwazmy, ze z operatorem
Markowa P mozna zwiazaé¢ potgrupe z czasem dyskretnym, mianowi-
cie jezeli przyjmiemy, ze P(t) = P' dla t catkowitych nieujemnych, to
P(0) = I oraz P(t + s) = P(t)P(s). Bedzie operowaé¢ pojeciem pot-
grupy Markowa zaréwno w znaczeniu wczesniejszym, gdzie czas byt
rzeczywisty, jak i wprowadzonym powyzej, gdzie potgrupe tworza ite-
racje jednego operatora Markowa. Jezeli sformutowanie definicji lub
twierdzenia bedzie sie odnosito tylko do jednego z tych przypadkow,
to bedziemy uzywac¢ termindéw ciggla lub dyskretna polgrupa Marko-
wa. Pélgrupe Markowa {P(t)};>0 nazywamy czesciowo-catkowq, jezeli

istnieje to > 0 i funkcja mierzalna i nieujemna ¢(z,y) taka, ze

(3.56) /X /X q(z,y) m(dz) m(dy) >0

oraz

(3.57) P(ty) f(x) > /Xq(az,y)f(y) m(dy) dla kazdego f € D.

Jezeli operator Markowa P spelnia warunek (3.57), w ktérym P(to)
zastepujemy przez P, to méwimy, ze jest on czesciowo-catkowy. Jezeli
operator Markowa P jest postaci Pf(x) = [y q(z,y)f(y) m(dy), to mo-
wimy, ze jest to operator catkowy. Podobnie, jezeli potgrupa Markowa
{P(t)}+>0 jest postaci P(t)f(z) = [y q(t,z,y)f(y) m(dy) dla kazdego
t > 0, to méwimy ze jest to pdlgrupa catkowa.

4.2. Asymptotyczna stabilnosé. Podamy teraz twierdzenia o
asymptotycznej stabilnosci potgrup czesciowo-catkowych.

TWIERDZENIE 3.6 ([25]). Niech {P(t)}i>0 bedzie cze$ciowo-calkowq
potgrupg Markowa. Zaktadamy, ze potgrupa {P(t)}i=0 ma gestosé nie-

zmienniczq f* 1 nie ma innych punktow okresowych w zbiorze gestosci.
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Jezeli f* > 0 prawie wszedzie, to potgrupa {P(t)}iso jest asymptotycz-
nie stabilna.

Dowdd Twierdzenia 3.6 bazuje na teorii operatoréw Harrisa [10, 14]
i pominiemy go w tym wykladzie. Jezeli { P(t)}:>0 jest ciagta polgrupa

Markowa to Twierdzenie 3.6 mozna istotnie wzmocnicé.

TWIERDZENIE 3.7 ([24]). Niech {P(t)}+>0 bedzie ciggla czesciowo-
catkowq potgrupg Markowa. Zaktadamy, ze polgrupa { P(t)}i>0 ma jedy-
ng gestos¢ niezmienniczq f*. Jezeli f* > 0 prawie wszedzie, to potgrupa
{P(t)}+>0 jest asymptotycznie stabilna.

4.3. Wymiatanie. Poznamy teraz pojecie wymiatania ktore cha-
rakteryzuje zachowanie pétgrup Markowa w pewnym sensie przeciwne
do asymptotycznej stabilnosci. Potgrupe Markowa {P(t)}:>o nazywa-
my wymiatajgeq ze zbioru A € ¥ jezeli dla kazdego f € D

(3.58) lim / P(t)f(x) m(dx) = 0.

— 00 A
Moéwimy, ze operator Markowa P jest wymiatajocy ze zbioru A € X
jezeli pélgrupa utworzona przez ten operator jest wymiatajaca z A.
Pojecie wymiatania zostato wprowadzone w pracy Komorowskiego i
Tyrchy [17], gdzie réwniez udowodniono nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.8. Niech {P(t)}i>0 bedzie calkowq polgrupg Mar-
kowa. Zakltadamy, ze polgrupa {P(t)}i>0 nie ma gestosci niezmienni-
czej. Zaktadamy rowniez, Ze ta polgrupa i pewien zbior A € ¥ spetniajq
warunek:

(KT) istnieje funkcja mierzalna f* taka, Ze 0 < f* < 0o prawie wsze-
dzie oraz P(£)f* < f* dlat >0, f* ¢ L' i [, f*dm < co.
Wtedy pélgrupa {P(t)}i>0 jest wymiatajaca ze zbioru A.

UwAGA 3.3. W wypowiedzi Twierdzenia 3.8 wystepuje wyrazenie
P(t)f*, a wiec powinnidmy zdefiniowaé dziatanie operatora Markowa
na funkcjach nieujemnych i niecatkowalnych. Przyjmujemy nastepujaca
definicje. Jezeli P jest operatorem Markowa na L'(X,3,m),a f: X —
[0, 0] jest funkcja mierzalna, to przyjmujemy, ze Pf = lim,, o Pfp,
gdzie (f,) jest niemalejacym ciagiem funkcji nieujemnych i catkowal-

nych zbieznym prawie wszedzie do f. Mozna sprawdzi¢, ze definicja
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ta nie zalezy od wyboru ciagu (f,), tj. otrzymane granice dla réznych

ciagéw (f,,) sa réwne prawie wszedzie.

Gléwnym problemem w zastosowaniu Twierdzenia 3.8 jest udowod-
nienie, ze polgrupa Markowa spetnia warunek (KT). Podamy teraz jed-
no z kryteriéw wymiatania wygodne w zastosowaniach nie bazujace na
warunku (KT).

TWIERDZENIE 3.9 ([25]). Niech X bedzie przestrzenig metrycznag, a
Y bedzie o—algebrg zbiorow borelowskich. Zaktadamy, zZe pétgrupa Mar-
kowa {P(t)}+>0 ma nastepujgce wlasnosci:
(a) dla kazdego f € D mamy [;° P(t)fdt > 0 prawie wszedzie lub
oo P"f > 0 prawie wszedzie gdy pétgrupa jest dyskretna,
(b) dla kazdego yo € X istnieje € > 0 i funkcja mierzalna n > 0 takie,
ze [ndm > 0 oraz

Q(x7 y) > 77(55) 1B(y0,e) (y)7

gdzie q jest funkcjq spetniajgcqg warunki (3.56) i (3.57). Jezeli pélgru-
pa {P(t)}i>0 nie ma gestosci niezmienniczej, to jest wymiatajgca ze

zbiorow zwartych.

4.4. Alternatywa Foguela dla pétgrup ciggltych. Méwimy, ze
pétgrupa Markowa {P(t)};>0 spelnia alternatywe Foguela, jezeli jest
asymptotycznie stabilna lub wymiatajaca z dostatecznie duzej rodziny
zbiorow. Zwykle bedziemy rozpatrywaé¢ wymiatanie ze zbioréw zwar-
tych.

Ograniczymy sie teraz do przypadku gdy poétgrupa Markowa okre-
$lona jest na przestrzeni [*. Wtedy kryteria asymptotycznej stabilnosci,
wymiatania i alternatywy Foguela sa wyjatkowo proste. Po pierwsze
zauwazmy, ze dowolny operator Markowa P : [' — [! jest operatorem
catkowym. Istotnie, dla kazdego i funkcja = +— (Px); jest ciagtym funk-
cjonatem liniowym z przestrzeni I w R. Stad istnieje ciag (¢i;)jen € (™
taki, ze

(Pz); =Y qijzj = / qijr; m(dj),
§=0 N
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gdzie m jest miara liczaca na N. Ponadto poniewaz przestrzen jest dys-
kretna oraz [ q(x,y)dz = 1 dla dowolnego y € N, wiec ¢ spelnia waru-
nek (b) Twierdzenia 3.9. Rozwazymy teraz przypadek ciagtej poétgrupy

Markowa na [! generowanej przez réwnanie
(3.59) 2 (t) = Ax(t).

TWIERDZENIE 3.10. Niech {P(t)}i>0 bedzie ciggla pélgrupg Mar-
kowa na I* generowang przez réwnanie (3.59). Zakladamy, ze wyrazy
macierzy A spetniajq warunek:

(T) dla dowolnych i,j € N, i # j, istnieje cigg parami réinych liczb

naturalnych ig, i1, . .., 1, taki, Ze ig = 7, i, =1 oraz
(360) Wiy g+ + - Qi Qg > 0.

Wtedy potgrupa {P(t) }i>0 spefnia alternatywe Foguela. Dokladniej:

a) jezeli potgrupa {P(t)}i=0 ma gestosé niezmienniczq, to jest asymp-
totycznie stabilna,

b) jezeli potgrupa {P(t)}i=0 nie ma gestosSé niezmienniczej, to dla do-

wolnego x € 1! oraz i € N mamy

(3.61) lim (P(t)x); = 0.

t—o0
UWwWAGA 3.4. Warunek (T) oznacza, ze od dowolnej podpopulacji
mozna dojs¢ do dowolnej innej podpopulacji idac po krawedziach grafu
opisujacego potaczenia miedzy podpopulacjami.

Dowdd Twierdzenia 3.10 poprzedzimy nastepujacym lematem.

LEMAT 3.1. Niech P bedzie operatorem Markowa na przestrzeni
LY X, %, m). Jezeli P ma dwie rézne gestosci niezmiennicze, to istniejq

dwie gestosci niezmiennicze o roztgcznych nosnikach.

Przypominamy, ze nosnikiem funkcji mierzalnej f : X — R nazy-

wamy zbior
{r e X : f(z) # 0}.

DowOD LEMATU 3.1. Niech f i ¢ beda gesto$ciami niezmienni-
czymi i niech h = f —g, h*(z) = max(h(x),0). Wtedy Ph*t > Ph = h,
a poniewaz Ph™ > 0, wiec Ph™ > h™. Poniewaz [, Ph™(z)m(dz) =
[x bt (x) m(dz), wiec z nier6wnosci Ph™ > b wnioskujemy, ze Pht =
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ht. Zatem h't /||hT|| jest gestoscia niezmiennicza. Zastepujac f—g przez
g — f sprawdzamy, ze h™/||h~|| jest gestoscia niezmiennicza. Otrzyma-
lismy dwie gestosci niezmiennicze h* /|hT|| i h™/||h~|| o roztacznych

nosnikach. O

Dow6Dp TWIERDZENIA 3.10. Pélgrupe {P(t)}i>0o mozna zapisaé

w postaci
(3.62) (P(t)z); = ipij(t)xj.

Zatozmy, ze a,,, > 0. Pokazemy, ze p,,,(t) dla t > 0. Niech x(t) bedzie
rozwigzaniem réwnania ' = Az z warunkiem poczatkowym z,(0) = 11
2, (0) = 0 dla k # n. Wtedy ppmn(t) = x,(t). Poniewaz A jest macierza
Kolmogorowa, wiec a;; > 0 dla i # j. Stad i z réwnania 2’ = Ax

otrzymujemy nieréwnosci

(3.63) z,(t) = appen(t),
(3.64) 2 (1) = mn@n(t) + Gmmam (t).

annt

Z nieréwnosci (3.63) wnioskujemy, ze x,(t) > e, a stad i z nier6w-

nosci (3.64) wynika, ze

m

(e_“mmt:cm(t)>/ = e_“””"t(a:’ (t) — ammajm(t)) > e et > 0.

Zatem
e "ty (1) > 1,(0) =0 dlat >0,

a wiee pum(t) = z,,(t) > 0 dla ¢ > 0. Zalézmy teraz, ze dla pewnych
1,7 € N, istnieje ciag parami réznych liczb naturalnych ig,1q,...,1%,

taki, ze 19 = j, 1, = 1 oraz
(365) Qirgp_q - Qigiq Qiqig > 0.

Ustalmy ¢ > 0. Z warunku (3.65) i z poprzedniego rozumowania wyni-
ka, ze pik@%l(%) >0dlak=1,2...,r — 1. Poniewaz P(t) = Pr(g),
wiec p;;(t) > 0 dla ¢t > 0. Zatem z warunku (T) wynika, ze dla do-
wolnych i,7 € N, i # j mamy p;;(t) > 0 dla ¢t > 0. Z nieréwnosci
(3.63) wynika natychmiast, ze p;;(t) > 0 dla t > 0 oraz ¢ € N. Stad
dla dowolnego ¢t > 0 macierz [p;;(t)] ma wszystkie wyrazy dodatnie, co

oznacza, ze (P(t)f); > 0 dla dowolnych ¢t > 0 oraz i € N, a wiec jezeli
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polgrupa {P(t)}+>0 ma gesto$é niezmiennicza f, to f > 0 prawie wsze-
dzie i na podstawie Lematu 3.1 f jest jedyna gestoscig niezmienniczg.
Z Twierdzenia 3.7 wnioskujemy, ze pétgrupa {P(t)}i>0 jest asympto-
tycznie stabilna. Poniewaz (P(t)f); > 0 dla dowolnych ¢ > 0 oraz
i € N, wiec pélgrupa spelnia réwniez warunek (a) Twierdzenia 3.9.
Stad, jezeli potgrupa {P(t)}:>o nie ma gestosci niezmienniczej, to jest
wymiatajaca ze zbiorow zwartych, co w przypadku X = N oznacza
warunek (3.61). O

Przykltad 3.12. Rozwazmy proces urodzin i smierci (patrz Przy-

ktad 3.4) opisany uktadem réwnan
(3.66) vi(t) = —aiwi(t) + bio1wio1 (t) + dipa@in (1),

dlai=0,1,..., wktorym b; =b>0dlai=0,1,...,d; =d > 0 dla
1=1,2,...,a;,=b+ddlat=1,2,...,oraz dy =0, agp = b, b_; = 0.
Mozna tatwo sprawdzié¢, ze macierz A dla tego uktadu jest macierza
Kolmogorowa i spetnia warunek sup .y a;; < 00, a wigc rGwnanie (3.66)
generuje potgrupa Markowa { P(t) };>o na ['. Poniewaz w naszym przy-
padku a; ;41 = d > 0oraz a;41;, =b>0dlat=0,1,..., wigc spetniony
jest warunek (T). Sprawdzamy kiedy pétgrupa {P(t)}:>0 ma gestosé
niezmiennicza. Ciag (z;) € D jest gestoscia niezmiennicza wtedy i tylko

wtedy, gdy
(3.67) —bxy + dry =0,

Réwnanie rekurencyjne (3.68) ma rozwiazanie postaci x; = Ci\! +
CoNy, gdzie A\; i Ay sq pierwiastkami réwnania charakterystycznego

d\* — (b+d)A+b=0,

a (7 i Oy sa liczbami zespolonymi. Rownanie to ma dwa pierwiastki

AM=11X= 7 gdy b # d. Poniewaz z réwnania (3.67) otrzymujemy
b b\?
T = 8%’ wiec C7 = 0. Zatem x; = 02(d> dlai=0,1,... . Ciag

(x;) jest gestoscia wtedy i tylko wtedy, gdy b < d oraz Cy = 1 — 7 W
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przypadku, gdy b = d réwnanie (3.68) mozna zapisa¢ w postaci
Tit1 — Ty = Tj — Ti—1,

a poniewaz z réwnania (3.67) otrzymujemy z; = xo, wiec ciag (z;)
jest staly. Zatem, gdy b = d to nie istnieje gestos¢ niezmiennicza. Na
podstawie Twierdzenia 3.10 polgrupa {P(t)}i>0 jest asymptotycznie
stabilna, gdy d > b i wymiatajaca, gdy d < b.

UwAGA 3.5. Twierdzenie 3.10 mozna tatwo uogélni¢ zastepujac
przestrzen [ przestrzenig (N, 2N, m) z miarg
(3.69) m(A) = sz'a
i€A
gdzie (p;) jest dowolnym ciagiem liczb dodatnich (patrz Zadanie 3.25).

4.5. Alternatywa Foguela dla operatoréw Markowa. Zba-
damy teraz asymptotyke dyskretnej potgrupy Markowa na [!. Niech
P : I — [! bedzie operatorem Markowa. Wtedy istnieje nieskoriczona
macierz [p;;] taka, ze
(3.70) (Pz); =Y pyx;, dlaieN.

jEN
Przypominamy, ze operator P zadany wzorem (3.70) jest operatorem
Markowa na ' wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazy p;; sa nieujemne oraz
spelniajg warunek 3;cy pi; = 1 dla dowolnego j € N.

TWIERDZENIE 3.11. Niech P bedzie operatorem Markowa na I'.
Zaktadamy, Ze spelniony jest nastepujacy warunek:
(S) dla dowolnej liczby naturalnej k istnieje liczba naturalna r taka,
ze dla dowolnych © < k oraz j < k istnieje cigg liczb naturalnych
10,01, - - ., 1y taki, Ze 19 = 7, 1, =1 oraz
(371) pirir71 .. 'pi2i1pi1i0 > 0
Wtedy operator P speinia alternatywe Foguela. Dokladniej:
a) jezeli P ma gestosé niezmienniczq, to jest asymptotycznie stabilny,

b) jezeli P mie ma gesto$é niezmienniczej, to dla dowolnego x € I' oraz
1 € N mamy

(3.72) lim (P"x); = 0.

n—oo
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wiN
W
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RYSUNEK 5. Schemat potaczen w przyktadzie z Uwagi 3.6.

UWAGA 3.6. Warunek (S) w wypowiedzi Twierdzenia 3.11 nie moz-
na zastgpi¢ warunkiem stabszym:
(S') dla dowolnych i,j € N istnieje cigg liczb naturalnych ig, iy, ..., i,
taki, ze 19 = j, 1, =1 oraz

(373) Pivip_1 ++ - Pigi1 Ditig > 0.

Rozwazmy przyktad operatora Markowa, ktérego dziatanie jest przed-

stawione na Rysunku 5. Macierz [p;;] ma nastepujace wyrazy pio = 1,
1

Pit1i = 3’ Pii+1 = 3 dla © = 1,2,... oraz p;; = 0 w pozosta-

1

tych przypadkach. Operator P spelnia warunek (S'). Niech z; = 1
3/1I\"

Tiion = 2(4) , Lo, = 0dlan =1,2,... . Wtedy ciag = = (z,,) jest

gestodcig oraz Px # x, P?x = x. Zatem operator P nie jest asympto-

tycznie stabilny i nie jest wymiatajacy ze zbioréw skonczonych.

DowOD TWIERDZENIA 3.11. Niech z € D. Wtedy dla pewnego
j € N mamy z; > 0. Ustalmy ¢ € N i niech n > max(s, j). Wtedy z
warunku (S) wynika, ze istnieje liczba naturalna r taka, ze (P"x); > 0.
Spelniony jest wiec warunek (a) Twierdzenia 3.9. Stad, jezeli opera-
tor P nie ma gestosci niezmienniczej, to jest wymiatajacy ze zbiorow
zwartych, a wiec zachodzi warunek (3.72).

Zaktadamy teraz, ze operator P ma gestos¢ niezmiennicza x. Ko-
rzystajac z Twierdzenia 3.6 udowodnimy, ze P jest asymptotycznie
stabilny. Jezeli = jest gestoscia niezmienniczg operatora P, to x; =
(P"x); > 0 dla dowolnego i € N. Pozostaje sprawdzi¢, ze z jest jedy-
nym punktem okresowym operatora P w zbiorze gestosci. Zakladamy,
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nie wprost, ze dla pewnej gestosci y réznej od x mamy P’y = y dla
pewnego s > 0. Wtedy x i y sa réznymi gestosciami niezmienniczymi
operatora P°; a stad na podstawie Lematu 3.1 istnieje gestosé z ta-
ka, ze P°2 = z oraz z; = 0, z; > 0 dla pewnych ¢,7 € N. Ustalmy
n > max(i,j). Z warunku (S) wynika, ze istnieje r naturalne takie, ze
macierz operatora P" ma wszystkie wyrazy p;; dodatnie dla ¢ < n oraz
J < n. Stad réwniez macierz operatora P™® ma wszystkie wyrazy p;;
dodatnie dla i < n oraz j < n. W szczegélnoscei (P™z); > 0 dla i < n.
7 drugiej strony poniewaz P°z = z, wiec P™z = z co prowadzi do

sprzecznosci bo z; = 0. U

4.6. Funkcja Hasminskiego. W oparciu o prace [23] wprowadzi-
my pojecie funkcji Hasminskiego, ktérej istnienie wyklucza wymiatanie.
I[stnienie funkcji Hasminskiego oraz alternatywa Foguela zapewnia nam
asymptotyczng stabilnos¢ potgrupy Markowa.

Niech P bedzie operatorem Markowa na L'(X,Y,m), a A usta-
lonym zbiorem mierzalnym i niech V' : X — [0,00) bedzie funkcja
mierzalng. Niech Dy oznacza zbior

Dy ={feD: /Xf(x)V(x) m(dz) < oo}.

Poniewaz m jest miarg o-skonczona, wiec zbior Dy jest niepusty. Funk-
cje V nazywamy funkcjg Hasminskiego dla operatora P izbioru A jezeli
istnieja liczby dodatnie M i ¢ takie, ze dla kazdego f € Dy mamy
(3.74)

| V@Pi@mr) < [ Vi) f@)ymda) + [ W@)f()mdz),

gdzie W(z) =M dlaxz € AiW(zx) = —cdlaz ¢ A. Jezeli {P(t)}>0
jest potgrupa Markowa, A € ¥ i dla pewnego pewnego t > 0 funk-
cja mierzalna V' : X — [0,00) jest funkcja Hasminskiego dla opera-
tora P(t) to mowimy, ze V jest funkcjq Hasminskiego dla potgrupy
{P(t)}+>0 1 zbioru A.

TWIERDZENIE 3.12. Zakladamy, Ze istnieje funkcja Hasminskiego
dla operatora Markowa P i zbioru A € Y. Wtedy operator P nie jest

wymiatajgcy ze zbioru A.
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DowOp. Niech f € Dy. Poniewaz W(z) < M dla z € X, wiec z
nieréwnosci (3.74) otrzymujemy
(3.75) | V@ P mide) < [ Vi) f(@)m(de) + M,
b X

a stad wynika, ze P"f € Dy dla n € N. Zakladamy, nie wprost, ze
operator P jest wymiatajacy ze zbioru A. Wtedy istnieje ng > 0 takie,

VAS]
n 9
(3.76) /A Py m(de) < 5o
dla n > ny. Stad
/X V(x) PP () m(dz)
< /X V(2)P"f(x) m(dz) + /X W (2)P" f () m(dz)
< [ V@) P f(a)m(dz) +
(M +¢) /A P f(z) m(de) — /X P f() m(dz)

< /X V()P f(z) m(dz) — /2
dla n > ng. Zatem lim, o [y P"f(x) m(dz) = —oo, co prowadzi do
sprzecznosci, a wiec operator nie jest wymiatajacy ze zbioru A. 0

WNIOSEK 3.5. Zaktadamy, ze istnieje funkcja Hasminskiego dla
pétgrupy Markowa { P(t) }1>0 i 2zbioru A € X.. Wtedy polgrupa { P(t) }i>0

nie jest wymiatajgca ze zbioru A.

UwAcA 3.7. Funkcje Hasminskiego mozna wprowadzi¢ korzystajac
z operatora P* : L>(X,X,m) — L>®(X, X, m) sprzezonego do operato-
ra Markowa P. Operator P* : L*(X, ¥, m) — L*(X, ¥, m) nazywamy

sprzezonym do P jezeli
[ Pro@ f@)mldr) = [ g(@)Pf(x)m(d)
dla dowolnych f € LY(X,%,m)ig € L>(X,X, m) Dzialanie P* mozna

rozszerzy¢ na dowolne funkcje mierzalne i nieujemne przyjmujac naste-
pujaca definicje. Niech V' : X — [0, 00) bedzie funkcja mierzalna. Niech
A, ={xr € X : V(x) < n}oraz V,(x) = V(x)1a,(x). Ciag (V) jest
ciagiem niemalejacym funkcji nieujemnych z przestrzeni L= (X, %, m).
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Ciag (P*V,) jest rowniez ciagiem niemalejacym funkcji merzalnych
i nieujemnych. Przyjmujemy, ze P*V(x) = lim, .o P*V,(z). Niech
f € D. Zauwazmy, ze z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci mono-

tonicznej otrzymujemy

/X f@)P*V (@) m(dz) = lim [ f(x)P*Vi(a) m(d) =

(3.77)
lim [ Vi(2)Pf(z)m(dz) = /X V(2)Pf(z) m(dz).

n—oo X
Funkcja V jest funkcjg Hasminskiego dla operatora P i zbioru A wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieja liczby dodatnie M i e takie, ze P*V(z) <
V(z)+ M dlaxz € Aoraz P*V(z) < V(z) —edlaz ¢ A.

Pokazemy teraz w jaki sposob funkcjonuje pojecie funkcji Hasmin-

skiego dla operatoréw Markowa na przestrzeni .

Przyklad 3.13. Niech P bedzie operatorem Markowa na [! okre-
Slonym wzorem (Px); = ey pijz;. Operator P* na [*° jest postaci
(P*x); = Y jenpjirj. Niech v = (v;) bedzie ciagiem liczb nieujem-
nych. Ciag v jest funkcja Hasminskiego dla operatora P i zbioru A =
{1,...,k} jezeli istnieje € > 0 takie, ze
(3.78) > pjiv;<oo dla i<k, > pyvy<v;—edai>k.

jeN jeN
Zatem warunek (S) z Twierdzenia 3.11 oraz warunek (3.78) zapewniaja

asymptotyczng stabilnos¢ operatora P.

Podamy teraz twierdzenie o asymptotycznej stabilnosci dla potgru-
py ciggtej operatoréw Markowa na I' bazujace na idei funkcji Hasmin-
skiego, ale sformutowane jedynie w jezyku macierzy A generatora tej

potgrupy.

TWIERDZENIE 3.13. Niech A = [a;;], i,j = 1,2,..., bedzie niewy-
buchajgcg macierzqg Kotmogorowa. Zaktadamy, Ze istnieje cigg v = (v;)
liczb niewjemnych oraz liczby dodatnie €, m oraz k takie, ze

> m, dlaj<k
3.79 a;iV; < ’ . ’
(3:79) ; J \{—e, dla j > k.
Wtedy polgrupa minimalna {S(t)}i>0 odpowiadajaca macierzy A nie

jest wymiatajgca ze zbioru {1, ... k}. W szczegdlnosci, jezeli macierz A
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spetnia warunki (T) i (3.79), to pélgrupa {S(t)}i>o jest asymptotycznie
stabilna.

DowOD. Zauwazmy, ze jezeli ciag v = (v;) spetnia warunek (3.79),
to ciag (v; + 1) tez spelnia ten warunek. Zatem mozemy zalozy¢, ze
v; > 1 dlai > 1. Zakladamy, nie wprost, ze potgrupa {S(t)}i>o jest
wymiatajaca ze zbioru {1,...,k}. Niech {S,(¢)}i>0 bedzie polgrupa
generowang przez operator A, = D +rB, r € (0,1), z dziedzing

D(A,) =Do(A) ={z el' > |ajl|z;| < oo},
j=1

patrz czesé¢ 2.4. Niech

o0

lh ={z €l > vz < oo},

i=1
i=1

W przestrzen [} mamy norme ||z|| = Y22, vi|z;|. Na poczatek pokaze-
my, ze jezeli x € DH(A), to S,(t)x € DF(A) dlat > 0. W tym celu
definiujemy macierz A = aij], gdzie a;; = a;jvv; V'dla i # j oraz
aj; = aj; —m. Zauwazmy, ze macierz A jest macierza podkotmogorow-
ska poniewaz wyrazy macierzy A poza gtéwna przekatna sg nieujemne
oraz z warunku (3.79) otrzymujemy

Zaij =—-m-+ (Zaijvi)?)j_l < —m+mvj_1 < 0.

i=1 i=1
Niech {S,(t)};0 bedzie potgrupg podmarkowska generowang przez ope-

rator A, z dziedzing

Jezeli y € Do(A), to S.(t)y € Do(A) dla t > 0. Niech H : I} — I

bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem (Hz); = v;x; i niech
U, (t) = e™H™'S,(t)H.

Wtedy {U,(t)}:+>0 jest ciagta potgrupa operatoréw liniowych okreslona
na [!. Ponadto dla z € D§(A) mamy

tlir(% t YU ()x —x) =ma+ H 'A,He = A.x
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i dziedzina generatora infinitezymalnego B poélgrupy {U,(t)}i>o jest
zbiér DF(A). Operator A, z dziedzina D (A, ) jest domknieciem operato-
ra B w przestrzeni ['. Zatem potgrupa {U, () }+>¢ jest restrykcja potgru-
py {S;(t)}+=0 do przestrzeni . Jezeli x € Dy(A), to U,(t)z € DY(A),
U (T)z dr € DY(A) oraz

(3.80) U (t)e = = + Ar(/ot UT(T):EdT>.

Niech x bedzie gestoscia w I' i niech jednoczeénie x € DJ(A). Ustalmy
t > 01iniech y = [j U,(7)x dr. Wtedy y € Dy(A), a wiec w szczegdlno-
Sci podwojny szereg

(3.81) Z Z a;;Viy;

jest bezwzglednie zbiezny, gdzie aj; sa wyrazami miacierzy A,. Osza-

cujemy wyrazenie
o
Z Vi (Ary)i-
i=1

Mamy

(3.82) Z%(Ary)% = ZU,( azjyz') = Z < Clgjvi)yj.
i— i=1 J=1 !

j=1 Vi=

W ostatnim wyrazeniu mogliSmy zmieni¢ kolejno$¢ sumowania ponie-

waz szereg (3.81) jest bezwzglednie zbiezny. Z (3.79) i (3.82) otrzymu-

jemy
00 k 00 k 0o
(3.83) > v(Ay)i<md yi—e >y <(m+e)d yi—ed yi
i1 i=1 ikt 1 i—1 =1

Z (3.80) i (3.83) wnioskujemy, ze

i v (Up(t)x); < i viz; + (m+¢) i (/Ot U (e d7—> |
(3.84) =1 i=1 i=1 i

~ 52 (/Ot UT(T)xdT)i.
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Poniewaz lim,_; S.(t)x = S(t)z oraz S,(t)r = U,(t)x jezeli x jest
gestoscia w 11 i x € DY(A), wiec

g;vi( ZWC@ (m+e Z/ dT—EZ/ dr
_Zlel (m+e Z/ dr — et.

Zalozylismy, ze polgrupa {S(t) }+>o jest wymiatajaca ze zbioru {1, ..., k},
wiec dla dowolnego i < k i x € I' mamy lim; . (S(t)z); = 0, a stad
istnieje t; > 0 takie, ze

t et
: i dT <
(3.85) | (symyidr < o )
dlat >ty oraz i =1,..., k. Zatem
o0 o t
i=1 i=1

dla ¢t > t,. Poniewaz x € I}, wigc 32, v;z; < 00 1z (3.86) otrzymuje-
my, ze .2, v;(S(t)x); jest liczba ujemna dla dostatecznie duzego t, co
jest niemozliwe, bo z jest gestoscia. Zatem pétgrupa {S(¢)}i>o nie jest
wymiatajaca ze zbioru {1,. .., k}. Jezeli dodatkowo potgrupa {S(¢) >0
spetnia warunek (T), to zachodzi alternatywa Foguela, a wiec potgrupa
jest asymptotycznie stabilna. O

Przyktad 3.14. Rozwazmy proces urodzin i $mierci. Przypomina-

my, ze opisany jest on uktadem réwnan
(387) x;(t) = —aixi(t) + bi_lxi_l(t) + di+1$i+1(t)

dla 2 > 0, w ktorym b; > 0, d;;qy > 0dlat > 0, ag = by, a; = b; + d;
dla ¢ > 1. Zaktadamy, ze istnieje € > 0 takie, ze b; < d; — e dla i > k.
Wtedy uklad (3.87) generuje pélgrupe Markowa (patrz Zadanie 3.7).
Niech v; = ¢ dla ¢ > 0. Poniewaz a; ;41 = d;y1 > 0, a;41,; = b; > 0 dla

i > 0, wiec speliony jest warunek (T). Poniewaz
Zv,aw =G —Dd;j—jgbj+dj)+(G+1)b;=b; —d; < —¢

dla j > k, wiec spelniony jest warunek (3.79). Zatem potgrupa Marko-
wa generowana przez uktad (3.87) jest asymptotycznie stabilna.
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Zadania

Zadanie 3.1. Zaproponowaé model pokoleniowy i z czasem ciaglym ze
strukturg uwzgledniajaca rozmiar komorki. Jaki jest schemat relacji miedzy
pokoleniami w tym modelu?

Zadanie 3.2. Zaproponowaé wersje pokoleniowa modelu procesu uro-
dzin i $mierci (patrz Przyklad 3.4). Jaki jest schemat relacji miedzy pokole-
niami w tym modelu?

Zadanie 3.3. Zaproponowa¢é wersje pokoleniowg modelu omawianego w
Uwadze 3.1. Przyjaé, ze modyfikacje genetyczne zachodza tylko w momen-
cie podziatu komorki. Jaki jest schemat relacji miedzy pokoleniami w tym
modelu?

Zadanie 3.4. Zaproponowal wersje ciagla modelu skracania sie telo-
meréw 3.2.

Zadanie 3.5. Sprawdzié, ze operator Markowa jest kontrakcja.

Zadanie 3.6. Sprawdzié, ze operator zadany macierza (3.4) spelnia wa-
runek (3.12) wtedy i tylko wtedy, gdy

(3.88) > bici=1
=1

oraz
k—1 p

(3.89) i = (1 -y bici) C—l dla k> 2,
i=1 k

gdzie ¢y = 1 oraz ¢ = Hf;ll(l — ;). Podaé biologiczna interpretacje wspot-
czynnikéw ¢y, oraz wzoru (3.88).

Zadanie 3.7. W Przyktadzie 3.3 rozwazaliSmy model opisany uktadem
roéwnan

(3.90) .’L‘;(t) = —aixi(t) + bz-_lxi_l(t) + di_:,_ll'i_;,_l(t),

dla ¢ = 0,1,..., w ktéorym b_; = 0. Sprawdzié¢, ze macierz A dla tego
uktadu jest macierza Kolmogorowa wtedy i tylko wtedy, gdy a; = b; +d; dla
i=0,1,2,... (przyjmujemy, ze dy = 0). Sprawdzié, ze macierz A generuje

potgrupe Markowa na ! wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (x,) zdefiniowany
rekurencyjnie wzorami xp =1, x; =1+ % oraz

dn+0 d
(3.91) Tyl = (1 + = + >mn - 22,1, n>1, 6>0,
bn bn
jest nieograniczony. Sprawdzi¢, ze ciag x, jest nieograniczony, gdy
[e.e]
1
Y2, =
n=0

b) dy, > b, dla dostatecznie duzych n.
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[e.@]
Sprawdzié, ze ciag x,, jest ograniczony, gdy d,, = 0 dlan € N oraz Z bi < 00.
n=0 "
Zadanie 3.8. Korzystajac z Przyktadu 3.9 i Zadania 3.7 udowodni¢, ze
uktad (3.10) generuje pétgrupe Markowa na 1.
Wskazowka. Sprawdzié¢, ze macierz tego uktadu mozna zapisa¢ w postaci
—mI + A + mK, gdzie macierz A odpowiada réwnaniu (3.90) w ktérym
by = (n+1)r, d, = (n—1)(d+m), ap = by = 0, a operator K jest postaci

[o.¢]
Kz = ( Z n,0,0,.. ) Nie rozpatrujemy tu zerowej podpopulacji.
n=1

Zadanie 3.9. Niech P bedzie operatorem Markowa na przestrzeni (N, 2V, m)
7 miara
(3.92) m(A) = Zpi,
€A
gdzie (p;) jest dowolnym ciggiem liczb dodatnich. Niech H : L'(N) — [!
bedzie operatorem zadanym wzorem (Hz); = x;p; oraz niech Q = HPH .

Sprawdzié¢, ze @ jest operatorem Markowa na [! oraz, ze nastepujacy diagram

komutuje

LMN) —2— LY(N)

ll ll
tj. QH = HP.

Zadanie 3.10. Poda¢ warunki wystarczajace, przy ktorych rownanie
' = Ax generuje pélgrupe Markowa na przestrzeni (X,X,m) z X = N,
¥ = 2% i z miara m okreslona wzorem (3.11).

Zadanie 3.11. Sprawdzié¢, ze wzory (3.28) i (3.29) definiuja pdlgrupe
operatoréw {P(t)}+>0 oraz
(a) £P(t)f = (=M + A+ AK)P(t)f,
(b) jezeli f € D, to P(t)f € D dlat > 0.
Wskazéwka. Sprawdzenie warunku pélgrupowego P(t+s) = P(t)P(s) latwo
sprowadza sie do wykazania wzoru

Sp(t+s) = Zn: Si(t)Sn—i(s),
=0

ktory dowodzimy indukcyjnie rozbijajac catke we wzorze

t+s
Snt1(t+s) = So(t+s—T1)KSy(r)dr
0

na sume calek po przedzialach [0,s], [s,s + t] i wykorzystujac fakt, ze
{So(t) }+=0 jest potgrupa.
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Zadanie 3.12. Rozwazmy uklad réwnan
o0
/
vi = —2ry1 + 2ma + d)y2 + ) mnyn,
(393 2 e
Y = —(d+r+my+ 717d)”2Un + rnyp—1 + (d + Mmpi1)nYny1

n

dlan>2zr>0,d>0iciagiem liczb dodatnich (m,,). Sprawdzié¢, uktad
(3.93) generuje pétgrupe Markowa na 1.

Wskazowka. Skorzystaé z Twierdzenia 3.1. Sprawdzi¢, ze x spelnia rownanie
Az = 0z wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(3.94)

B (n—1)(d+my) My
Tnt+1 = (1+ (n+ 1)7’):[;”_'_ (n T 1)7" (xn_xn—l)"i_M(mn_wl)
dlan > 1.

Zadanie 3.13. Niech {P(t)}+>0 bedzie pélgrupa Markowa, tg liczba do-

datnig i niech P = P(t¢). Sprawdzi¢, ze pélgrupa Markowa {P(t)}+>0 jest
asymptotyczne stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy operator P jest asympto-
tycznie stabilny.
Wskazéwka. Trudniejsza implikacje (<) sprawdzamy nastepujaco. Ustal-
my ¢ > 0. Wtedy z ciaglosci funkeji ¢ — P(t)f oraz faktu, ze operatory
Markowa sa kontrakcjami wnioskujemy, ze istnieje 6 > 0 takie, ze ||P(t)f —
P(s)f|| <e/2, gdy |t — s| < J. Nastepnie z warunku lim,, ., P(nto)f = f*
wnioskujemy, ze lim, . P(s + nto)f = lim, o P(nty)(P(s)f) = f* dla
dowolnego s € [0, tg]. Niech m bedzie liczba naturalng taka, ze to/m < 0 oraz
si =1itp/mdlai=1,...,m. Wtedy istnieje ng takie, ze || P(s;+nto) f—f*|| <
e/2dlan>mngorazi=1,...,m. Stad ||P(t)f — f*|| < e dla t > noto.

Zadanie 3.14. Rozwazmy model 3.1 struktury wiekowe]j populacji. Za-
ktadamy, ze b,—o > 01i b, > 0 oraz b; = 0 w pozostatych przypadkach.
Sprawdzi¢ czy zachodzi w nim prawo asynchronicznego wyktadniczego wzro-
stu.

Zadanie 3.15. Rozwazmy model 3.2 skracania sie telomeréow z d; = d
ib; =bdai=12,...,n. Wyznaczy¢ ogélny wzér na macierz P* oraz
zbadaé asymptotyke ciggu (x*) gdy k — oo.

Zadanie 3.16. Rozwazmy dyskretny model uogdlnionego procesu uro-
dzin i $mierci (patrz Rysunek 6). Sprawdzié¢, ze:
a) jezeli r; = 0 dlai =0,1,...,n, to nie zachodzi prawo asynchronicznego
wzrostu,
b) jezeli b; > 0 i d; > 0 dla wszystkich mozliwych 4, j oraz r; > 0 dla
pewnego i, to zachodzi prawo asynchronicznego wyktadniczego wzrostu.

Zadanie 3.17. Rozwazmy model z Zadania 3.16 zd; =0ir; =X >0
oraz b; > 0 dla wszystkich mozliwych ¢. Wyznaczy¢ ogdlny wzor na macierz
P* oraz zbadaé¢ asymptotyke ciagu (x¥) gdy k& — oo.
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70 4 1 p T2 Tn—1 g Tn

A Oe O OO

e
bo b1 "L by

RYSUNEK 6. Schemat potaczen w modelu dyskretnym
uogoblnionego procesu urodzin i $mierci (Zadanie 3.16).
W tym przypadku p;y1,; = b, piiv1 = d; oraz p;; = r;.

Wskazowka. Macierz P przedstawi¢ w postaci P = Al + B i skorzystaé z
faktu, ze B"+1 = 0.

Zadanie 3.18. Rozwazmy model z Zadania 3.16 z d; = 0 oraz b; >
0 dla wszystkich mozliwych ¢. Zaktadamy, ze r; sa parami rézne i niech
r = max{r; : ¢ = 0,1,...,n}. Sprawdzié, ze istnieja wektory x* i y* o
nieujemnych wspélrzednych takie, ze limy_o r*PFx = x* (y*,x). Zbadaé
kiedy liczba (y*,x) jest dodatnia.
Wskazowka. Niech

bibit1 ... b1
(7"1‘ — T‘i+1)(7'i — Tz‘+2) . (Ti — Tk)
a;p =141, dla0<i=k<n,
bibiv1 ... bk

(Ti — T’i_l)(T'i — 7’2'_2) N (T’i — Tk> ’
Sprawdzi¢, ze macierz P ma n + 1 warto$ci wlasnych r;, 1 = 0,1,...,n,
odpowiadajacych wektorom wlasnym v; postaci

, dla0<i<k<n,

dla0<k<i<n.

vi=10,...,0,044, 011, -, Qi pl
oraz sprawdzi¢, ze x = > ;' ¢;Vv; ze wspOlczynnikami ¢; zadanymi wzorem
i
Ci = Zk:o QT
Zadanie 3.19. Udowodnié¢ twierdzenie 3.4.

Wskazowka. Skorzystaé¢ ze wzoru (3.16) i twierdzenia 3.3. Z warunku (K)
wynika, ze macierz P = e? ma wszystkie wspélczynniki dodatnie.
Zadanie 3.20. Rozwazmy uklad réwnan
/
7 = by, — a1y,
(3.95) b

Ty =bi_1wi—1 —ajz;, dlai=2,...,n,

gdzie b; > 0 dla 1 < ¢ < n. Sprawdzié, ze rozwiazania tego ukladu spetniaja
prawo asynchronicznego wyktadniczego wzrostu.



124 3. DYSKRETNE MODELE STRUKTURALNE

Zadanie 3.21. Rozwazmy uklad réwnan

/
] =bixy, —a121
(3.96) , " ’ .
x; =birio1 —ax;, dlai=2,...,n,
gdzie b; > 0 dla 1 < i < n. Sprawdzié, ze rozwigzania tego ukladu spetniaja
prawo asynchronicznego wyktadniczego wzrostu.

Zadanie 3.22. Rozwazmy model z Przykladu 3.11 zd; =01 a; = A dla
wszystkich mozliwych i. Sprawdzié, ze uklad réwnan (3.46) ma rozwiazanie
ogolne postaci

(3.97) z(t) =e N Zn: ' Riz(0),
=0

gdzie R; sa odpowiednio dobranymi macierzami. Uzasadnié, ze jezeli b; > 0
dlaz=0,1,...,n—1, to

lim zi(t)

t—oo0 e~ ALt

(3.98) = ¢;z(0),

gdzie ¢; sa pewnymi stalymi dodatnimi niezaleznymi od warunku poczat-
kowego x(0). Takie zachowanie rozwiazan okreslamy jako wzrost asynchro-
niczny wielomianowo-wykladniczy.

Wskazowka. Macierz A przedstawi¢ w postaci A = —AI + B, a nastepnie
skorzystaé ze wzoru z(t) = e *MeP'z(0) na rozwiazania réwnania z'(t) =

Ax(t).

Zadanie 3.23. Rozwazmy model z Przyktadu 3.11 z d; = 0 oraz b; > 0
dla wszystkich mozliwych ¢. Zakladamy, ze a; sa parami rézne i niech p =
max{—a; : i = 0,1,...,n}. Sprawdzié¢, ze istnieja wektory z* i y* o nie-
ujemnych wspohrzednych takie, ze limy .o, e #lx(t) = x* (y*, 2(0)). Zbadaé
kiedy liczba (y*,z(0)) jest dodatnia.

Wskazéwka. Niech A = max{a; : i =0,1,...,n}, P = A+ M. Skorzystaé ze
wzoru z(t) = e Mel*x(0) oraz Zadania 3.18.

Zadanie 3.24. Niech P i Q beda operatorami z Zadania 3.9. Spraw-
dzié, ze operator P jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
operator () jest asymptotycznie stabilny. Sprawdzi¢, ze operator P jest wy-
miatajacy ze zbioréw skonczonych wtedy i tylko wtedy, gdy operator () jest
wymiatajacy ze zbioréw skonczonych.

Zadanie 3.25. Udowodnié¢ stwierdzenie zawarte w Uwadze 3.5.
Wskazowka. Skorzystaé z Zadania 3.24.

Zadanie 3.26. Rozwazmy czysty proces urodzin opisany ukladem réw-
nan

(399) l’; = bi_la:i_l - bi:z:i, 1= 1, 2, ey
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gdzie b; > 0 dla ¢ > 1 oraz by = 0. Zakladamy, ze b; # b;, gdy i # j.
Sprawdzié, ze rozwigzania tego uktadu sa postaci

(3.100) zi(t) =Y e, i=1,2,...,
j=1
gdzie
j
(3.101) Cij = Z @ijrrk(0),
k=1
i—1 b
(3.102) Qijr = r=k 7 ,

T4 (b — b)) - r—ji1(br — b))

w przypadku pustego iloczynu przyjmujemy, ze ma warto$é¢ jeden.

~.

Zadanie 3.27. Sprawdzié¢, ze rozwiazanie ukladu (3.99) dla b; =
1=1,2,..., jest postaci

(3.103) ai(t) = (1 — e_t)i XZ: (;:i) (e" — 1)_kmk(0), dlai=1,2,... .
k=1

Zadanie 3.28. Wyznaczy¢ rozwiazanie ukltadu (3.99) z b; = i, i =
1,2,..., speliajace warunek poczatkowy z1(0) = 1, z;(0) = 0 dla i > 2.
Sprawdzié, ze

2¢~t

(3.104) a;(t) < G

dlat>1orazi > 1,

a stad wywnioskowaé, ze > 52, x;(t) < 27!

potgrupy Markowa na ['.

, & wiec réwnanie to nie generuje

Zadanie 3.29. Niech {P(t)}+>0 bedzie pélgrupa Markowa zwiazana z
procesem urodzin i $mierci, w ktérym d; = 0, b; = bi, d;iy1 = d(i + 1),
a; = b +d; dlai = 1,2,..., gdzie b,d > 0. Sprawdzi¢ asymptotyczne
zachowanie tej polgrupy.

Zadanie 3.30. Rozwazmy proces urodzin i $mierci, w ktérym d; = 0,
by = bi%, diy1 = d(’i—{—l)a, a; = b +d; dlai = 1,2,..., gdzie b,d > 0.
Sprawdzié, ze dla « > 1 i d > b réwnanie (3.66) generuje asymptotycznie
stabilng pétgrupe Markowa.

Zadanie 3.31. Niech {P(t)}+>0 bedzie pélgrupa Markowa generowana
przez uklad réwnan (3.93). Zakladamy, ze d = r. Sprawdzié¢, ze pélgrupa
{P(t)}+=0 jest asymptotycznie stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy

Sl <
1+m; / T

n=21i=2

o0,
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a gesto$¢ niezmiennicza y* = (y) jest ciagiem o wyrazach

gdzie yj jest wybrane tak, aby > o2y = 1.
Zadanie 3.32. Udowodni¢ stwierdzenie zawarte w Uwadze 3.6.
Zadanie 3.33. Korzystajac z funkcji Hasminskiego sprawdzi¢, ze pol-
grupa Markowa generowana przez uktad (3.10) jest asymptotycznie stabilna.

Wskazowka. Rozwazy¢ funkcje Hasminskiego v; = % z o dodatnim spetnia-
jacym warunek ra < m.



ROZDZIAYL, 4
Modele z op6znieniem

1. Wstep

Do tej pory omawialiSmy modele opisywane za pomocg réwnan roz-
niczkowych zwyczajnych. Cecha charakterystyczna tego typu modeli
jest natychmiastowa reakcja systemu w zaleznosci od jego stanu. W
wielu procesach biologicznych wystepuje opdznienie reakcji. Na przy-
ktad w populacjach komoérkowych jest to czas potrzebny na podziat
komorki, badz tez ich zréznicowanie, jak to ma miejsce przy produk-
cji komoérek krwi. Opodznienie w jeszcze wigkszej skali pojawia sie przy
rozpatrywaniu populacji ludzi, zwierzat lub roslin. W tym przypadku
opo6znienie reakcji moze nawet by¢ rowne dlugosci okresu dojrzewania.
Przyktady modeli z op6znieniem pojawity si¢ juz przy omawianiu mo-
deli epidemiologicznych. Pierwszy model tego typu zaproponowat V.
Volterra w 1928 modyfikujac uktad opisujacy model drapiezca-ofiara.
G.E. Hutchinson w 1948 zaproponowal nastepujaca modyfikacje mo-
delu Verhulsta
(4.1) N'(t) = a<1 _ ]\M)N(t).

K
Przypominamy, ze w modelu Verhulsta opisujacego rozwéj popula-

cji w érodowisku o ograniczonych zasobach wspétczynnik wzrostu po-
N(t)
K
populacji. Modyfikacja polega tu na tym, ze wspotczynnik wzrostu za-

pulacji wynosit 0(1 — ), gdzie stata K byta optymalng wielkoscia
lezy od stanu populacji w okresie wcze$niejszym, na przyktad h moze
by¢ czasem od ztozenia jaj do pojawienia si¢ dojrzalej postaci. W na-
stepnym rozdziale poznamy model dynamiki erytrocytow, w ktérym
opOznienie jest bardzo istotnym elementem modelu. Model ten jest

opisywany réwnaniem

(4.2) N'(t) = —puN(t) + ge ™M,
127



128 4. MODELE Z OPOZNIENIEM

ktore jest szczegdlnym przypadkiem réwnania
(4.3) N'(t) = —uN () + f(N(t — 1))

czesto spotykanego w modelach biologicznych. Réwnanie (4.3) ma na-
stepujaca interpretacje biologiczng. Przyrost populacji, opisany po-
chodng N'(t) zalezy od dwdéch czynnikéw. Smiertelnoéci, ktéra jest
proporcjonalna do ilosci osobnikow w chwili ¢ oraz od funkcji f ilo-
Sci osobnikow zdolnych do rozrodu, a wiec od stanu populacji w czasie
t—h, gdzie h jest dhugoscia okresu dojrzewania. W istocie nalezaloby tu
uwzgledni¢ $miertelnosé, ktora wyeliminuje cze$é osobnikéw z populacji
w chwili £ — A, co skomplikowatoby znacznie model. Przyjmujemy, wiec,
ze ilos¢ osobnikéw z populacji w chwili ¢, ktorzy przezyja do chwili ¢
zalezy jedynie od wielkosci populacji w chwili ¢ — A, a wiec $miertelnosé
mozemy uwzgledni¢ w funkcji f. Najprostszym i zarazem naturalnym

przypadkiem réwnania typu (4.3) jest rownanie liniowe.

(4.4) N'(t) = —uN(t) + Xe "N (t — h),

gdzie p jest wspotezynnikiem smiertelnodci, zas A jest wspotezynnikiem
rozrodczoéci populacji. Czynnik e #" opisuje nam jaka cze$é populacji
z chwili t — h przezyta do chwili t. Wtasno$ci rozwiazan rownania (4.4)
poznamy w dalszej czesci ksiazki. Rozpoczniemy od uwag ogdlnych do-
tyczacych réwnania rozniczkowego z opdznionym argumentem. Nastep-
nie przedstawimy metody badania stabilnosci rozwigzan oraz istnienia

rozwigzan okresowych.

2. Réwnanie z op6znionym argumentem

Rozwazmy réwnanie

(4.5) 2'(t) = f(x(t), z(t — h))

z h > 0. Nie jest to najogélniejsza posta¢ rownania z opdznionym ar-
gumentem, ale dla naszych celéw wystarczy sie do niej ograniczy¢. O
funkcji f(x,y) bedziemy zaktadac. ze jest okreslona i rézniczkowalna w
obszarze G C R2. Aby wyznaczy¢ rozwigzanie rownania (4.5) okreslone
w przedziale [0, 00), nie wystarczy zna¢ wartosci funkeji z(¢) w punkcie

t = 0, bowiem po prawej stronie réwnania wystepuje sktadnik z(t — h).
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Zatem, aby wyznaczy¢ 2'(t) dla t € [0, h] powinni$my znaé rozwiaza-
nie z w przedziale [—h,0]. Powyzsza obserwacja prowadzi do metody
rozwiazywania réwnania (4.5) zwanej metodg krokéw. Zaktadamy, ze
znamy warto$¢ funkcji @ w przedziale [—h,0], np z(t) = ¢(t), gdzie
¢ : [=h,0] — R jest dana funkcja ciagla (czasami wygodnie jest za-
lozy¢ ciagtosé tylko w przedziale [—h,0), zas w zerze zaktadamy tylko
istnienie granicy lewostronnej).
Zatem dla t € [0, h] mamy

(4.6) 2(t) = f((t), gt — h).

Rozwiazujemy réwnanie (4.6) w przedziale [0, h] z warunkiem poczatko-
wym x(0) = ¢(0). Jezeli rozwiazanie jest okreslone w calym przedziale
[0, k], to nastepnie rozwazamy t € |h,2h]. Poniewaz wartosé¢ funkcji
x(t — h) jest znana dla ¢ € [h, 2h], wiec znowu otrzymujemy réwnanie
rézniczkowe zwyczajne, ktore rozwiazujemy dla ¢t € [h, 2h]. I w ten spo-
séb rozwigzujemy réwnanie (4.5) w kolejnych przedziatach [nh, (n+1)h]
Jezeli G =R x R oraz

(2, y)| < aly)|z] + B(y),

gdzie «, 3 sa funkcjami ciaglymi, to réwnanie (4.6) ma doktadnie jedno
rozwigzanie x okreslone w catym przedziale [—h, c0). W tym przypadku
z rébwnaniem (4.6) mozemy zwiazaé¢ polgrupe operatoréw na przestrzeni

C[—h,0]. Niech x; : [—h, 0] — R bedzie funkcja okreslona wzorem

(4.7) r,(0) =zt +6) dla 6¢€[—h,0].
Wtedy dla ¢t > 0 definiujemy odwzorowania S(t) : C[—h,0] — C[—h, 0]

WZOremi:

(4.8) (S()p)(0) = z:(0).
Mozna tatwo sprawdzi¢, ze {S(t)}i~o jest ciagta potgrupa operatoréw

nieliniowych.
3. Rownanie liniowe

Zbadamy réwnanie liniowe

(4.9) Z'(t) = ax(t) + bx(t — h),
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z warunkiem poczatkowym z(0) = p(0) dla 6 € [—h,0]. Korzystajac z
metody krokéw mozna tatwo sprawdzi¢ (patrz Zadanie 4.2), ze istnieja
stale A1 M takie, ze

(4.10) [2(t)] < Ae™loll,

gdzie || - || jest standardowa norma maksimum w przestrzeni C[—h, 0].
W celu wyznaczenia rozwiazania réwnania (4.9) uzyjemy transformacji
Laplace’a. Niech f : [0,00) — C bedzie funkcja mierzalng taka, ze
|f(t)| < ceMt dla t > 0. Funkcje zespolona £{f} okre$lona wzorem

SUHe) = [ et

nazywamy transformatq Laplace’a funkcji f. Funkcja £{f} jest po-
prawnie okreslona dla z € C spetniajacych warunek Re z > M. Bedzie-
my korzysta¢ z nastepujacych wlasnosci transformacji Laplace’a:

a) L{f Hz} = —f(0) + 2£{f}(2),
b) jezeli f x g(t) := [5 f(t — s)g(s)ds, to

(4.11) L{f gt = £/ g}
Ponadto, gdy ¢(t) = f(t — h), to

£{g}(z) = / Tt (t—R)dt = e / T e N p( B dt

0 h
+ /Oh e *f(t — h)dt,
a wiec
Lg}(z) = e[} + £{/"},
gdzie

fh(t):{f(t—h) dla te[0,h],

0 dla t > h.

Stosujac transformate Laplace’a do obu stron réwnania (4.9) oraz po-

Wyzsze wzory otrzymujemy
—2(0) + 2&{z} = aL{z} + be " L{x} + bL{V"}.

Stad

(4.12) (z —a—be ") e{x} = 2(0) + bL{p"}.
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Funkcje p(z) = 2 — a — be™*" nazywamy quasi-wielomianem charakte-
rystycznym roéwnania (4.9). Jezeli z jest miejscem zerowym funkcji p
to e** jest rozwiazaniem réwnania (4.9).

Przez X (t) oznaczamy rozwiazanie rownania (4.9) spelniajace wa-
runek poczatkowy

X(6) = 0 dla 6€[-1,0),
1 dla 6=0.

Rozwiazanie X (0) nazywamy rozwigzaniem podstawowym. Ze wzoru

(4.12) otrzymujemy
(4.13) p(2)2{X} =1.
7 (4.12) i (4.13) wynika, ze
£z} = 2(0)L{X} + bL{p"}L{X}.
Ze wzoru (4.11) i liniowosci transformaty Laplace’a dostajemy
2} = £{2(0)X + b+ X},

Z jednoznacznosci transformacji Laplace’a na przestrzeni funkcji cia-

gtych wnioskujemy, ze
z(t) = 2(0)X (1) +be" x X (1),
a stad
h
(4.14) () = (0)X (t) + b/o X(t— 8)p(s — h) ds.

Wzér (4.14) pozwala wyznaczyé dowolne rozwiazanie réwnania (4.9)
zaktadajac, ze znamy rozwigzanie podstawowe. Bedziemy korzystaé z
tego wzoru przy badaniu stabilnosci rozwigzan réwnania (4.9). W szcze-
gblnosci ze wzoru tatwo wynika nastepujacy lemat.

LEMAT 4.1. Jezeli rozwigzanie podstawowe X (t) réwnania (4.9)
spetnia warunek | X ()| < ke, gdzie k,a € R, to istnieje stala k taka,
ze |z (t)] < ke®||¢|| dla dowolnego rozwigzania spelniajgcego warunek
poczgtkowy x(0) = ¢(0) dla 6 € [—h,0].

Dowo6d Lematu 4.1 pozostawiamy czytelnikowi (Zadanie 4.5). Po-

zostaje nam zadanie wyznaczenia mozliwie najmniejszego « takiego, ze
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| X (t)| < ce™ dla pewnego ¢ > 0. Przypominamy, ze jezeli z jest pier-
wiastkiem quasi-wielomianu charakterystycznego p(z) = z — a — be™*",
to e*! jest rozwigzaniem réwnania (4.9), a zatem wzrost rozwigzania

Rez

podstawowego jest nie mniejszy niz e(®¢?)?. Zatem najpierw nalezy zba-

da¢ zbiér pierwiastkow funkeji p(z).

LEMAT 4.2. Dla kazdego ¢ € R w zbiorze {z € C : Rez > ¢} mamy

co najwyzej skonczong liczbe pierwiastkow wielomianu p(z).

DowoOD. Niech (z,) bedzie ciagiem réznych pierwiastkéw funkcji
p(z). Poniewaz p(z) jest funkcja catkowita, wiec w dowolnym obszarze
ograniczonym ma skonczona liczbe miejsc zerowych. Zatem |z,| — oo.

Mamy z, — a — be™*"" = 0, a wiec
|20 — a| = [plle™™"| = |ple™" e,

a poniewaz |z, — a| — oo, wiec lim,,_,., Re z, = —00, co konczy dowdd

lematu. O

TWIERDZENIE 4.1. Jezeli ap = max{Rez : p(z) = 0}, to dla do-

wolnego o > «y istnieje stala k = k(a) taka, ze
(4.15) | X (1) < ke** dla t>0.

DowOD. Ustalmy « > ag. Rozwiazanie podstawowe ma transfor-
mate Laplace’a postaci £{X}(z) = ﬁ. Poniewaz zgodnie ze wzorem
(4.10) | X (t)| < AeMt, wige dla dowolnego b > M funkcja X (t)e™" jest
catkowalna na [0, 00) i z twierdzenia o transformacji odwrotnej mamy

(4.16) 4X@)::hnll/@HT£{X}(ﬂe“dz

T—00 271 Je—iT
dla ¢ > b > M oraz t > 0. Mozemy zaltozy¢, ze ¢ > a. Rozwazmy
catke z funkcji e*/p(z) po obwodzie prostokata przedstawionego na
Rysunku 1. Poniewaz funkcja p(z) nie ma pierwiastkow w tym prosto-
kacie, wiec funkcja e* /p(z) jest w nim analityczna. Ze wzoru catkowego
Cauchy’ego mamy

(4.17) A+&:A+m’
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a+iT c+1T
M,
LA | W
a—1iT M, c—1T
RYSUNEK 1.

gdzie funkcja podcatkowa jest e*' /p(z). Zauwazmy, ze na boku M; ma-
my z =x 41T, a <z < ¢, a wtedy

p(2)| = |z +4T — a — be "D > T — o — af —[ble"".

Poniewaz x € [a, ], wigc dla dostatecznie duzych T' mamy |z — a| +
ble=h® < T/2, a wige [p(2)| > T/2. Stad

zt
|/ ¢ dz
My p(Z)

a wigc przy ustalonym ¢ catka [y, dazy do zera, jezeli T" — oo. Podobnie

2e(c — a)
T Y

<

catka [y, dazy do zera, gdy T' — oo. Zatem ze wzoréw (4.16) i (4.17)

otrzymujemy

1 at+iT  p#t
(4.18) X(t) = lim / dz

T=00 20 Ja—ir p(2)

Oszacowanie X (t) otrzymamy zastepujac funkcje p(z) funkcja z — ayp.
Niech
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Wtedy dla z = a + 1y mamy

1 I g —a — be *h lag — a| + |ble=oh
p(2)  z—ag| |(z—a)(z—a—be=*h)| " |z — ||z — a — be=#|’
Poniewaz

_ —a—2> —zh
lim M =1 oraz lim |z —a—be™] =1,
= [yl lyl—o0 vl

wiec istnieja state dodatnie yq i C takie, ze

lgla+iy)| < Coy™ dla y>yo i y<—uo
Zatem dla dowolnego T' > 0 mamy

[ e az] < [ eglatip)ldy < Kie™,

gdzie K jest pewna stata dodatnig niezalezng od ¢ i T'. Pozostaje do

sprawdzenia, ze istnieje Ky > 0 takie, ze

a+iT €Zt
(4.19) | / dz| < Ky
a—iT Z — O

dla dowolnego t > 0 i 7" > 0. Nieréwnosé¢ (4.19) jest réwnowazna

nieroéwnosci

T eyt
‘/_Ta—a0+iydy‘ S K,

a ta z kolei jest rownowazna warunkowej zbieznosci catek w przedzia-
tach [Tp, 00) i (—00, Tp), gdzie Ty jest dowolna stata dodatnia. Postepu-
jac podobnie jak dla funkcji g(z), sprawdzamy, ze wyrazenie o — o+ i
mozemy zastapi¢ wyrazeniem yi. Wtedy
/00 ei"'dy _ /OO sin y dy — Z,/00 cos y a.
Ty Yi T, Y T, Y

a zbiezno$¢ obu catek jest standardowym faktem znanym z analizy

matematycznej, co konczy dowod. 0

WNIOSEK 4.1. Jezeli ag = max{Re z : p(z) = 0}, to dla dowolnego
a > o istnieje stala k = K(a) taka, Ze

j2(t)] < el dla >0,

gdzie x(t) jest rozwigzaniem réwnania (4.9) spelniajgcym warunek po-
czatkowy x(0) = ¢(0) dla 6 € [—h,0].
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WNIOSEK 4.2. Jezeli wszystkie pierwiastki funkcji p(z) majg ujem-
ne czeSci rzeczywiste, to rozwigzanie zerowe réwnania (4.9) jest asymp-

totycznie stabilne.

Przypominamy, ze rozwiazanie xq(t) jest stabilne, jezeli dla kazdego
e > 0, istnieje § > 0 takie, ze dowolne rozwiazanie x(t) spetniajace nie-
réwnosé |xz(0) —xo(6)] < 6 dla 6 € [—h, 0] istnieje dla ¢ > 0 oraz spetnia
nieréwnos¢ |x(t) — xo(t)| < e dla t > 0. Warunek ten oznacza, ze male
zaburzenie warto$ci poczatkowych rozwigzania niewiele zmienia cate
rozwiazanie. Rozwiazanie x((t) nazywamy asymptotycznie stabilnym,
gdy jest stabilne oraz
(4.20) lim |x(t) — xo(t)| =0

t—o00

dla rozwigzan spetniajacych warunek |z(0) —z(0)| < § dla 8 € [—h, 0].

UwAcGA 4.1. Stabilnos$é réwnania (4.9) ma charakter globalny bo-
wiem warunek (4.20) jest spetniony dla wszystkich rozwiazan réwna-
nia (4.9).

4. Stabilno$é rozwigzan réwnania nieliniowego

Zbadamy teraz stabilno$¢ rozwiazan stacjonarnych réwnania (4.5).
Przez proste podstawienie y(t) = x(t) — x¢ rozwiazanie stacjonarne x
sprowadza sie do rozwiazania zerowego. Zatem do uproszczenia rozwa-
zan przyjmujemy, ze xg = 0 jest rozwigzaniem stacjonarnym, a wtedy
powinnismy zatozy¢, ze f(0,0) = 0. Niech a = £(0,0), b = 2£(0,0).
Podobnie jak w przypadku liniowym definiujemy quasi-wielomian cha-
rakterystyczny p(z) = 2 — a — be™*".

TWIERDZENIE 4.2. Jezeli wszystkie pierwiastki funkcji p(z) majq
ujemne czesci rzeczywiste, to rozwigzanie zerowe jest asymptotycznie

stabilne.

DowODp. Niech g(z,y) = f(z,y) — (ax + by). Niech z(t) bedzie

rozwiazaniem réwnania (4.5) oraz niech

(4.21) U(t) = g(x(t), x(t = h)).
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Wtedy

(4.22) 2'(t) = ax(t) + bx(t — h) + ¥ (¢).
Niech y(t) bedzie rozwiazaniem réwnania liniowego
(4.23) y'(t) = ay(t) + by(t — h)

speliajacym ten sam warunek poczatkowy co x(t), to znaczy y(0) =
x(f) = p(f) dla 0 € [—h,0]. Niech X (t) bedzie rozwiazaniem podsta-

wowym réwnania (4.23). Sprawdzimy, ze

(4.24) o(t) = y(t) + | "X (= s)(s) ds.
Niech Lip(t) = aib(t) + by (t — h). Wtedy

/Ot LX(t — s)b(s)ds = /Ot [aX (t —5) + 0X(t — h — 5)](s) ds
:a/OtX(t—s)w(s) ds+b/0thX(t— h— s)i(s) ds
+b [ X(t—h—s)(s)ds = L(/OtX(t — 5)(s)ds).

t—h
Catka [' , X(t — h — s)1(s)ds znika, bo X(0) = 0 dla 6 € [—h,0).

Zatem
S+ [ X0 = )p()ds) =/ (@) + [ X't~ spis(s) ds + (1)
= Ly(t)+ [ LX(t— 9)ils) ds + v (1)
= Ly(t)+ L [ X(6 = $)ils) ds + 61
= L(y(0)+ [ X(t— s)(s)ds) + (o),

a wiec funkcja u(t) = y(t)+ f5 X (t—s)1(s) ds jest rozwigzaniem réwna-
nia (4.22), a poniewaz X (t —s) = 0, gdy t < 0, wiec u(t) = y(t) = x(t)
dla t € [—h,0]. Zatem funkcja u(t) i z(t) sa rozwigzaniami réwnania
(4.22) spelniajacymi ten sam warunek poczatkowy, wiec u(t) = x(t)
dla t > 0, a wiec zachodzi wzor (4.24).

Ustalmy n > 0. Poniewaz ¢(0,0) = 0 oraz %(O, 0) = 2—5(0,0) =0,
wiec istnieje o > 0 takie, ze

(4.25) lg(z, )| < n(lz|+ |y|)
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o ile |z] < p oraz |y| < o. Zatem
(4.26) ()] < n(lz(t)| + |=(t — R)|,

gdy |z(t)| < o oraz |z(t — h)| < p. Niech ap = min{Re\ : p(A) = 0}
oraz niech o € (o, 0). Z wniosku 4.1 wynika, ze istnieje stala k > 1
taka, ze |y(t)] < ke™||¢| oraz |X(t)] < ke* dla t > 0. Stad oraz z
(4.24) 1 (4.26) otrzymujemy

¢

(427) ()] < re™|ol] +/O ke |z (s)| + |a(s — h)|) ds

oile |z(s)] < o dla s € [—h,t]. Niech w(t) = x(t)e”*. Wtedy (4.27)
mozemy zapisa¢ w postaci

WO < llgl+ [ mnu(s)] +e s - ) ds
(4.28) 0 .
<rllell + (1 + =) [ fuw(s)|ds.

oile [e*w(s)| < odla s € [—h,t]. Korzystamy z nieréwnosci Gronwalla
(patrz Zadanie 4.7). Jezeli w(t) jest funkcja ciaglta w przedziale [0, ¢o],
c1 >0, cog >0 oraz

w(t) < c1 4+ e /Otw(s) ds dla te 0,1,
to w(t) < cre®’. W naszym przypadku ¢; = «l|¢||, co = kn(1 + e "),
a wiec
(4.29) w(®)] < slell explrn(l +e)z.
Poniewaz a < 0, wiec mozemy dobra¢ tak mate n > 0, ze
(4.30) y=rn(l+e ) +a <0,
a stad 1 z (4.29) otrzymujemy
(4.31) jz(t)] = e w(t)] < re™|ol].

Podsumujmy nasze rozwazania. Dla ustalonego a € (ap,0) dobiera-
my 1 > 0 tak aby zachodzita nier6wnosé (4.30), za$ dla n dobieramy
0 > 0 tak aby zachodzita nieréwnosé (4.25). Ustalmy € > 0 i przyjmu-
jemy, ze § = min{e/k, o/k}. Zakladamy, ze ||p| < §. Wtedy z (4.31)

otrzymujemy, ze

(4.32) lz(t)] < k|l¢ll <e dla t>0.
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Istotnie, dla dowolnego ¢ > 0 mamy |z(s)| < o dla s € [—h,t], bo w
przeciwnym przypadku istnieje najmniejsze t; > 0 takie, ze |z(t1)| = o,
ale wtedy z (4.31) otrzymujemy, ze |z(t1)| < k0 < o, sprzecznosé. Po-
niewaz |z(s)| < o dla wszystkich s > 0, wigc nieréwnos¢ (4.32) jest spel-
niona dla wszystkich ¢ > 0. Ponadto z (4.31) wynika, ze lim; .., z(t) = 0
o ile [|¢|| < 6, co korficzy dowdd. O

UwAcCA 4.2. Analogiczne twierdzenie mozna udowodni¢ dla réw-
nan z opdéznieniem, w ktorych funkcja niewiadoma wystepuje z kilko-
ma opoOznieniami lub opdznienie jest roztozone w sposob ciagly np.
Jo° x(t — h)a(h) dh oraz dla uktadéw rownan z opéznieniem. W szcze-
gblnosci, dowodd Twierdzenia 4.2 mozna tatwo zamieni¢ na dowod twier-
dzenia dotyczacego asymptotycznej stabilnosci rozwigzan uktadow row-
nan rézniczkowych zwyczajnych zastepujac w odpowiednich miejscach

moduty normami w R"

UWACGA 4.3. Twierdzenie 4.2 ma charakter lokalny. W szczegdlnosci
zbiér tych warunkéw poczatkowych dla ktorych rozwigzania daza do
zera, gdy t — oo, moze ogranicza¢ sie¢ do malego otoczenia zera w
przestrzeni C|—h, 0]. Z punktu widzenia zastosowan istotna informacja
bytoby gdyby taki zbiér byt duzy. Uzyskanie takich informacji wymaga
uzycia innych metod na przyktad metody funkcjonatéw Lapunowa, a
wiec bedacej uogdlnieniem metody funkcji Lapunowa na réwnania z

opo6znionym argumentem.

Badanie stabilnosci rozwigzania zerowego réwnania liniowego (4.9)
i rozwiazan stacjonarnych réwnania nieliniowego (4.5) sprowadza sie

do podania warunkéw, przy ktérych réwnanie
(4.33) z—a—be " =0

ma tylko rozwigzania z o ujemnych czesciach rzeczywistych. Badanie
potozenia miejsc zerowych rownania (4.33) mozna przeprowadzi¢ przy
uzyciu rozmaitych metod. W szczegolnosci uzyteczne sg tu twierdzenia
dotyczace ilosci zer funkcji analitycznych w okre$lonym obszarze (w
tym przypadku w zbiorze {z : Rez > 0}) oraz twierdzenie Rouchégo.
Stosunkowo proste rozwiazanie, oparte na metodzie D-podziatu, przed-

stawione jest w Zadaniu 4.8. Obszar G wspotezynnikéw a, b, dla ktérych



4. STABILNOSC ROZWI™ZAN ROWNANIA NIELINIOWEGO 139

=

RYSUNEK 2. G — obszar wspétczynnikéw a, b, w ktorym
rozwiazanie zerowe réwnania (4.9) jest asymptotycznie
stabilne, a w zbiorze miedzy poétprostymi b = —aib=a
jest absolutnie asymptotycznie stabilne.

réwnanie (4.33) ma tylko rozwiazanie o ujemnych czeéciach rzeczywi-

L oraz krzywa zadana

stych lezy migdzy prostag a +0 = 0 dla a < 5

parametrycznie

_ycosthy) .y
sin(hy) ’ sin(hy)’

T
0<y<2,
Y=

i zawiera potprosta b = 0, a < 0 (patrz Rys. 2). Dla dowolnego h > 0 w
obszarze G zawarty jest zbiér {(a,b) : a <0, a < b < —a}. W szczegdl-
nosci réwnanie (4.9) ma zerowe rozwiazanie asymptotycznie stabilne,
gdy [b] < —a niezaleznie od h > 0. Te cze$é obszaru asymptotycz-
nej stabilnosci przy dowolnym h > 0 nazywamy obszarem absolutnej

asymptotycznej stabilnosci.
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5. Globalna stabilnosé

7 Twierdzenia 4.2 wynika jedynie lokalna asymptotyczna stabilnos¢
rozwiazania zerowego réwnania (4.5). W szczegdélnosci nie wiemy jak
duzy jest zbior warunkéw poczatkowych ¢, dla ktorych odpowiadajace
im rozwigzania daza do zera. Interesujace i wazne z punktu widze-
nia zastosowan jest zbadanie dla jakiego podzbioru X C C[—h, 0], dla
dowolnego ¢ € X rozwiazania x(t) speliajace warunek poczatkowy
z(0) = p(0) dla 6 € [—h,0] zmierza do zera, gdy t — oco. Zagadnie-
nie to jest badane przy uzyciu funkcjonaléw Lapunowa, metody po-
dobnej do funkcji Lapunowa stosowanej w przypadku uktadow rownan
rozniczkowych zwyczajnych. Gléwna trudnosé polega na znalezieniu
funkcjonatu Lapunowa dostosowanego do konkretnego réwnania. Nie
bedziemy doktadnie omawia¢ tego zagadnienia a jedynie ograniczymy
sie do podstawowego twierdzenia oraz podania przyktadu. Czytelnikow
zainteresowanych ta tematyka odsytam do ksiazki ([11]).

Niech ¢ € C[—h, 0] i niech x(t) bedzie rozwigzaniem rownania (4.5)
speliajacym warunek z(0) = ¢(0) dla 8 € [—h,0]. Rozwazmy funk-
cjonat V' : C[—h,0] — R. Pochodng funkcjonatu V wzdluz rozwigzania
réwnania (4.5) nazywamy wyrazenie

(4.34) V() = T +[Vi(z) - V().

t—0+ ¢

Przyktad 4.1. Niech
0
V) = glp0) + [ w

gdzie g jest funkcja rozniczkowalna, a W jest funkcja ciagta. Wtedy

sznm[ f/ ))do m<w—/ﬂwwmmﬂ

— t%ﬂgmt +/ (0 + 1)) df — /Oh\p(x(e))de]
— ¢/(2(0))2'(0) +t1ir§1+1[/t_h\11(x(0))d9 /_Ohxy(x(e))w]

t—h

t—0+ —h

— g/(2(0)) F(2(0), #(—h)) + lim 1[/{)@@(@))%-/ \II(x(G))d@]
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Niech X C C[—h,0] bedzie podzbiorem niezmienniczym wzgledem
rownania (4.5), tj. jezeli ¢ € X, to dla rozwiazania x(t) startujacego z
¢ mamy x; € X dla t > 0. Funkcjonat V : C[—h,0] — R nazywamy
funkcjonatem Lapunowa dla réwnania (4.5) na zbiorze niezmienniczym
X, jesli V jest funkcja ciagla na domknieciu X zbioru X oraz V < 0
na X.

TWIERDZENIE 4.3. Niech V bedzie funkcjonatem Lapunowa na zbio-
rze niezmienniczym X, Z = {p € X : V(p) = 0} oraz niech M bedzie
najwiekszym podzbiorem niezmienniczym w Z. Jezeli x(t) jest rozwigza-
niem startujgcym z ¢ € X 1 x(t) jest funkcjg ograniczong, to x, — M,
gdy t — oo.

DowOD. Poniewaz x(t) jest funkcja ograniczona i spetnia réwnanie
(4.5), a f jest funkcja ciagta, wiec z/(t) jest rowniez funkcja ograniczo-
na. Z twierdzenia Arzeli-Ascoliego zbiér {z; : t > 0} jest wzglednie
zwarty. Zatem zbiér graniczny w(yp) jest niepusty, z; — w(yp), gdy
t — oo oraz funkcja V (z;) jest ograniczona z dohu. Poniewaz V() < 0
dla ¢ € X, wiec V(z;) jest funkcja nierosnaca, a wiec V(z;) — ¢, dla
pewnego ¢ € R, gdy t — oco. Poniewaz V jest funkcjg ciagta na X, wiec
V() = ¢ dla ¢ € w(p). Trajektoria funkeji ¢ ze zbioru granicznego
w(ip) jest zawarta w w(y). Stad V(¥) = 0, a wiec w(p) C Z. Poniewaz
M jest najwiekszym podzbiorem niezmienniczym w 7, wiec w(p) C M,
a stad xr; — M, gdy t — oo. O

Twierdzenie 4.3 ma réznorodne zastosowania, w szczegdlno$ci moz-
na z niego wywnioskowaé kryteria asymptotycznej stabilnosci rozwia-
zania stacjonarnego réwnania (4.5). Na przyklad jezeli zbiér M sklada
sie tylko z jednego elementu ¢ — rozwigzania stacjonarnego, V' > 0 na
X oraz spelniony jest warunek:

(S) dla kazedego L > 0 istnieje K > 0 takie, ze

Vip) < L= |p(0)] <K,

to dla dowolnego rozwigzania x startujgcego z ¢ € X mamy tlim x(t) =

c. Istotnie, z nieréwnosci V' < 0 wynika, ze V(z,) < V(). Z warunku
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(S) otrzymujemy, ze |x;(0)| < K dla pewnego K € R, a wiec rozwia-
zanie x(t) jest ograniczone i na podstawie Twierdzenia 4.3 zmierza do
zbioru M = {c}.

Przyktad 4.2. Rozwazmy réwnanie

(4.35) a'(t) = —f(x(t)) + cf (x(t — h)).

O funkcji f zaktadamy, ze jest rézniczkowalna oraz, ze f(x)x > 0 dla
x # 0. Warunek ten zapewnia globalne istnienie rozwigzania dla dowol-
nego ¢ € C[—h,0]. Sprawdzimy, ze jezeli |c| < 1 oraz liminf |f(x)| > 0,

|z|—o00
to z(t) — 0 dla dowolnego rozwiazania réwnania (4.35). Niech F(z) =

Iy f(r)dr oraz
(1.36) V(o) = Fle) +5 [ o)) dr
Wtedy V' > 0 oraz

V() = F((0)¢(0) + 5 F(p(0)) — 5 (o)

= Fp(0)( ~ Fo(0)) + ef(p(~h) + 3 F((0)) — £ F(o(~h)
<~ (1= A)((0)).

Zatem V() < 0 oraz jezeli V(¢) = 0, to f2(¢(0)) = 0, a wiec ¢(0) = 0.
Stad Z C {¢: ¢(0) = 0}, a poniewaz zbiér M C Z jest niezmienniczy,
wiec z(t) = 0 dla rozwiazania startujacego z ¢ € M. Zatem M = {0}.
Warunek (S) wynika natychmiast z faktu, ze limg| . F'(z) = oo.

UwAcA 4.4. Globalng stabilnos¢ rozwiazan réwnan z op6znionym
argumentem mozna réwniez bada¢ przy uzyciu innych, czesto prost-
szych metod. Zadanie 4.13 poswiecone jest zastosowaniu prostych nie-
rownosci rézniczkowych do badania asymptotycznej stabilnosci rozwia-

zania stacjonarnego réwnania (4.2).

6. Rozwigzania okresowe

Cecha charakterystyczna wielu typéw réwnan z opdéznionym argu-
mentem jest pojawianie si¢ rozwigzan okresowych wraz ze wzrostem
opdznienia. Jezeli na przyktad réwnanie rézniczkowe zwyczajne opisu-

je wielkos¢ populacji, ktora ma pewna optymalng liczbe osobnikow K,
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to zwykle mechanizm samoregulacji dziata w ten sposob, ze populacja
rosnie (lub maleje), gdy liczba osobnikéw jest, odpowiednio, mniejsza
(lub wieksza) od K. W rzeczywistosci biologicznej taki mechanizm sa-
moregulacji jest zaburzony opdznieniem reakcji. Opodznienie to moze
prowadzi¢ do pojawienia sie oscylacji wielkosci populacji w poblizu po-
tozenia réwnowagi, a nawet rozktad czasowy wielkosci populacji moze
mieé charakter chaotyczny. Poznamy, bez wchodzenia w szczegdly tech-
niczne, podstawowe metody badania istnienia rozwigzan okresowych
rownan z opdznionym argumentem. Metody te zostaly przeniesione z
rownan réozniczkowych zwyczajnych na réwnania z opdznionym argu-
mentem, ale ich adaptacja okazata sie¢ dos¢ trudna. Pokrétce omowimy

trzy metody istnienia rozwigzan okresowych:

1) teoria bifurkacji,
2) punkty state,
3) metoda Poincarégo-Bendixsona.

6.1. Bifurkacja. Przy badaniu bifurkacji Hopfa dla réwnan roz-
niczkowych z op6znieniem korzystamy z podobnych metod jak dla réw-
nan rozniczkowych zwyczajnych. Réznica polega gltownie na tym, ze
jako parametr bifurkacyjny przyjmuje sie czesto opdznienie h, a wiec

rozwazamy rownanie

(4.37) 2(t) = fla(t)a(t — )

i zmieniamy wielko$¢ h. Rozwazmy standardowy przypadek, gdy funk-
cja x = 0 jest rozwiazaniem tego réwnania, a wiec f(0,0) = 0. Be-
dziemy zakladaé, ze dla h = 0 rozwiazanie zerowe réwnania (4.37) jest
asymptotycznie stabilne, a bedzie nas interesowaé, czy po przejsciu
pewnej wartosci krytycznej h, rozwiazanie zerowe przestanie by¢ sta-
bilne i pojawi sie rozwiazanie okresowe, na dodatek orbitalnie stabilne.
Bedziemy méwié, ze rozwigzanie okresowe () o okresie T' jest orbital-
nie asymptotycznie stabilne, jezeli dla dowolnego rozwiazania x(t) star-
tujacego z funkcji () dostatecznie bliskiej x°(6), 6 € [—h, 0]. istnieje
ciag (tn), t, — oo taki, ze t, 4 —t, — T oraz |z(t, +s) — 2°(s)| — 0
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dla s € [0,T], gdy n — oo. Nalezy podkresli¢, ze tak okreslona sta-
bilnos¢ nie implikuje asymptotycznej stabilnosci w sensie Lapunowa
rozwiazania xq(t).

Podstawiajac y(t) = x(ht) do réwnania (4.37) otrzymujemy

(4.38) y'(t) = ha'(ht) = hf(y(t),y(t = 1)),

a wiec parametr bifurkacyjny zostal przeniesiony z op6znienia do funk-
cji wystepujacej po prawej stronie rownania. Bedziemy rozwazac nieco

ogolniejsza sytuacje mianowicie réwnanie

(4.39) y'(t) = fy(t), y(t — ), p),

gdzie 7 jest stata dodatnia, a p parametrem bifurkacyjnym. Zaktadamy;,
ze funkcja x = 0 jest rozwiazaniem réwnania (4.39), a wiec f(0,0, u) =
0. Niech

(4.40) y'(t) = a(p)y(t) + b(p)y(t — 7)
bedzie linearyzacja réwnania (4.39) w zerze przy ustalonym p, a wiec

of . of

a(p) = =—(0,0,p) i b(p) = =

() ayl( p) i b(p) s
nanie quasi-charakterystyczne

(0,0, ). Bedziemy zaktadaé, ze réw-

(4.41) a(p) +b(p)e™™ = A

ma rozwiazanie \(u), ktore jest rézniczkowalna funkcja 1 w otoczeniu

zera i ma nastepujace wlasnosci
(4.42) ReA(0) =0, ImA(0)>0, Re\(0)#D0.

Wtedy istnieja po > 0 i ag > 0 takie, ze dla dowolnego a € (0, ao)
istnieje pu € (—po, fo) 1 rozwigzanie okresowe y,(t) réwnania (4.39)
odpowiadajace parametrowi y o amplitudzie a. Ponadto okres rozwia-
zania y,, dazy do 27/Im A(0) gdy o — 0.

Zatem warunek (4.42) implikuje istnienie rozwiazan okresowych, ale
nie podaje nam informacji o tym jaki rodzaj bifurkacji mamy dla p = 0.
W szcezegolnosci interesujace jest kiedy wystapi bifurkacja nadkrytycz-
na, tj. przejscie od rozwigzania stacjonarnego asymptotycznie stabil-
nego do rozwiazania okresowego orbitalnie asymptotycznie stabilnego.

Tak zdefiniowana bifurkacja zalezy istotnie od skladnikéw wyzszych



6. ROZWI™7ZANIA OKRESOWE 145

rzedow rozwiniecia funkcji f i jest to zagadnienie bardziej ztozone, po-
dobnie jak w przypadku uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Pelny opis bifurkacji Hopfa dla réwnan z odchylonym argumentem
mozna znalezé w pracy [8]. Ograniczymy sie jedynie do sformutowa-
nia gléwnego rezultatu w odniesieniu do réwnania (4.39). Zapiszmy
réwnanie (4.39) w postaci

y'(t) = a(pw)y(t) + b(p)y(t — ) + F(ys, 1),
a wiec funkcjonal F' powstaje przez odjecie od prawej strony réwnania
(4.39) jej czesei liniowej. Niech w = Im A(0) oraz niech
F(z1™? 4 207 + 231 + 0072 0)
= B(2,0,0,0)$% + Ba,1,007172 + B(1,0,1,00T173+
+ B(0,1,0,1)T2T4 + B(2,1,0,0)$%$2 +...,
gdzie kropki oznaczaja pozostate sktadniki rozwinigcia Taylora. Mozna
sprawdzié, ze
B2,0,0,0) = %fm + fue T + %fozfi*%m;
B100) = f20 + f11(e77 + 7)) + foo,
B0 = fao + fii(1+e7™7) + fooe ™7,
Bo,1,0,1) = fao + fi1(e77 +€%7) + fooe ™7,
B@a,1,00) = %f30 + %fm(@im +2e7™7) + %f12(2 + e ) + %fo3€_iw,
gdzie fi; = 2 _(0,0,0). Niech Lo(¢) = a(0)(0) + b(0)p(—7) oraz

8:(:3(’%%
1 B1,1,00B1,0,1,0  B2,000 B0,1,0,1)
K =Re |~ By 00— ~0A00 20010 | ZE000TOLOL ) |
“ 11~ Lo(fei) < (2:1,00) To(1) | Ziw — Lo(e20)

TWIERDZENIE 4.4. Zakladamy, Ze spelniony jest warunek (4.42)
oraz K # 0. Wtedy
(1) jezeli K Re N(0) < 0 (odpowiednio K Re N'(0) > 0), to w otoczeniu
rozwigzania zerowego istnieje, jedyne z dokladnos$cig do przesuniecia
czasowego, rozwigzanie okresowe réownania (4.39) dla pu < 0 (odpowied-
nio, dla p > 0) i nie ma rozwigzan okresowych dla p > 0 (odpowiednio,
dla p < 0),
(i1) nietrywialne rozwigzanie okresowe jest orbitalnie asymptotycznie
stabilne, gdy K < 0 oraz niestabilne, gdy K > 0.
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Przypominamy, ze okres rozwigzania okresowego dazy do 27/w.

Amplituda rozwigzania okresowego wynosi
[~ Re N(0)/K]'? + O(p).

Zbadamy teraz kiedy speliony jest warunek (4.42). Rozwiazujac
réwnanie charakterystyczne mozna tatwo sprawdzi¢, ze warunki Re A(0) =
0 iIm A(0) # 0 sa rownowazne warunkom

(4.43) a(0) + b(0) cos (V?(0) — a*(0) 7) = 0,

(4.44) b?(0) > a*(0),
za$ warunek Re A'(0) # 0 jest réwnowazny warunkowi
(4.45) 7H(0)(V'(0)b(0) — a’(0)a(0)) # ' (0)a(0) — a’(0)b(0).

Wrécimy teraz do réwnania (4.37) i podamy warunki na istnienie mi-
nimalnego h, takiego, ze rozwigzanie zerowe przestaje by¢ stabilne i

pojawiaja si¢ rozwiazania okresowe. Niech

a:ﬁ(o,()) Py

8x1 - 871'2

Wielomian quasi-charakterystyczny ma pierwiastek urojony dla A = h,

(0,0).

spetiajacego réwnanie
a+ bceos(vVb? —a?h,) =0,

poniewaz interesuje nas sytuacja taka, ze dla h € (0, h,) rozwiazanie
zerowe réwnania (4.37) jest asymptotycznie stabilne, wiec minimalne
h, istnieje, gdy b < —|a| oraz

1 a
(4.46) h. = T3 arecos ( — 5)
(patrz. Rys. 2). Korzystajac z weze$nie] wspomnianego podstawienia
y(t) = z(ht) otrzymujemy réwnanie postaci (4.38), a nastepnie przyj-

mujemy

a(p) = (hs +pa, b(p) = (e +p)b, 7=1

i sprowadzamy problem do badania warunkéw (4.43), (4.44) i (4.45).

Pierwsze dwa zachodza automatycznie, a trzeci tez jest spetniony, bo

V(0)6(0) — @' (0)a(0) = (b* — a*)h, # 0,
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v'(0)a(0) — a’(0)b(0) = (ba — ba)h, = 0.

Zatem, jezeli b < —|al, to dla h, danego wzorem (4.46) w jego dowol-
nie malym otoczeniu pojawiajq sie rozwigzania okresowe. Aby zbadac
rodzaj bifurkacji w h, nalezy skorzysta¢ z Twierdzenia 4.4. Poniewaz
w naszym przypadku Re X' (0) > 0, wiec gdy K < 0 to bedziemy mieé
bifurkacje nadkrytyczna, a wiec rozwigzania okresowe pojawia sie dla
1 > 0 oraz beda one orbitalnie asymptotycznie stabilnie, a gdy K > 0,
to rozwigzania okresowe beda wystepowac dla p < 0 oraz nie beda one

stabilne (bifurkacja podkrytyczna).

Przyktad 4.3. Rozwazmy réwnanie
(4.47) 2'(t) = —ox(t — h)(1 4+ z(t)), X>0,
ktére otrzymujemy podstawiajac w réwnaniu (4.1)
z(t)= -1+ N(t—h)/K.

W naszym przypadku a = 0 oraz b = —o. Ze wzoru (4.46) otrzymujemy
h, = 7/(20). Podstawienie y(t) = xz(ht) prowadzi do réwnania

(4.48) y(t) = —ohy(t —1)(1 +y(t))
Zastepujac oh wyrazeniem p + oh, otrzymujemy rownanie
(4.49) y'(t) = —(u+oh)y(t = (1 +y(t))

i badamy rodzaj bifurkacji dla p = 0 korzystajac z Twierdzenia 4.4.
Zauwazmy, ze w = 5, Lo(p) = —5¢(—1) oraz F(yo,0) = —5y(0)y(—-1).
Stad
F<x1€iw0 + :1:26*“"9 + 1’31 + x467iw9’ 0) —
T . , ‘
— —§(x1 + 2y + 25 4+ 14) (2167 + 29€™ + 231 + 2427)
0 . .
= —5(:1:1 + 9 + x5 + x4)(—11 + iT2 + T3 — T4)
T , . .
=5 [ — iz} 4+ 0129 + (1 — i) 3125 + (0 — 1)x2x4},

a WIQC B(270’0’0) = %i’ B(l,LO,O) = 0, B(l 1,0) = 7T(Z'2—1)’ B(O,I,O,l) @7

707 9 =
B(2,1,0,0) = 0. Poniewaz Lo(0e™?) = -5 —le ™) = —5i, Lo(1) = =73,
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Lo(e**?) = 5, wiec

~ Re S T S S LAY
1+351 m—3 5(1_,_(%)2)

2
Zatem po przejsciu h przez punkt h, pojawiaja si¢ rozwiazania okre-

=

1 L 7r(1—1‘)] B 1(1 _ §ﬂ-)

sowe orbitalnie asymptotycznie stabilne.

6.2. Metoda punktu statego. Omowimy teraz korzystajac z pra-
cy [5] metode dowodu istnienia rozwiazan okresowych réwnan z opéz-
nieniem oparta na twierdzeniu Browdera o punkcie statym. Rownania
z opOznionym argumentem wystepujace w zastosowaniach majg zwy-
kle rozwigzania stacjonarne, ale przy zmianie parametréw, na przyktad
opdznienia pojawiaja, sie rozwigzania okresowe rozne od statych. Efekt
ten juz czesciowo omawialiémy przy okazji metody opartej na bifurkacji
Hopfa, ale twierdzenie bifurkacyjne pozwala tylko na uzyskanie rozwia-
zania okresowego w poblizu parametru bifurkacyjnego. Metoda, ktora
pozwala uzyskac istnienie rozwazan dla szerszego zakresu parametrow
opiera sie na twierdzeniach o punkcie stalym. Cata trudnosé¢ polega
na tym, ze réwnania majg juz rozwigzania stacjonarne, a nam zalezy
na udowodnieniu istnienia rozwiazan okresowych réznych od stalych.
Zatem twierdzenia Banacha i Schaudera o punkcie stalym nie beda tu
uzyteczne, bo w pierwszym przypadku mamy jednoznacznos$é¢ punktu
statego, a w drugim przypadku nie jesteSmy w stanie odréznic¢ rozwia-
zania stacjonarnego od nietrywialnego rozwigzania okresowego.

Bedziemy korzystaé¢ z twierdzenia Browdera o nieodpychajacym
punkcie staltym. Niech K bedzie nieskonczenie wymiarowym domknie-
tym i wypuktym podzbiorem przestrzeni Banacha X iniechT : K — K
bedzie odwzorowaniem petnociagtym (tj. 7' jest ciagte i domkniecie
zbioru T'(K) jest zbiorem zwartym). Punkt staly zo € K odwzorowa-
nia 7' nazywamy odpychajgcym (ang. ejective), jesli istnieje otoczenie U
punktu z, takie, ze dla dowolnego x € U\ {x(} istnieje liczba naturalna
n = n(z) taka, ze T"(x) € K\ U.

TWIERDZENIE 4.5 (Twierdzenie Browdera o punkcie staltym). Przy
powyzszych zatozeniach na T 1+ K, odwzorowanie T" ma zawsze przynaj-
mniej jeden punkt staty, ktory nie jest odpychajgcy.
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UwAcA 4.5. Twierdzenie Browdera nie jest prawdziwe, gdy K jest
zbiorem skonczenie wymiarowym (patrz Zadanie 4.18).

W zastosowaniach dla réwnan z opdznionym argumentem przyj-
mujemy, ze K jest pewnym domknietym i ograniczonym podzbiorem
C[—h,0], zas T : K — K dane jest wzorem

TQO = Tr(p),

gdzie x(t) jest rozwiazaniem réwnania (4.5) startujacym z ¢, x,(0) =
x(0 +t), zas 7 : K — [h,00) jest pewna funkcja ciagta. Na przyktad

dla réwnania
(4.50) 2'(t) = —ox(t) 4 e 2N

przyjmujemy, ze
1

Kz{(pEC[—h,O}:(x<go<a+;, ©0(0) = a},

gdzie « jest rozwiazaniem stacjonarnym (4.50) tj. « spelnia réwnanie
e ™ = oa. Niech p € K\ {a}, a x(t) jest rozwiazaniem startujacym z
. Wtedy 7(p) jest definiowane nastepujaco. Niech

2 =sup{t:z(s) <a, 0<s<t},

zg =sup{t:z(s) > a, 2z <s<t}.

Wtedy 21 i 29 sa pewnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze z; > h i
29 2 21 + h. Przyjmujemy, ze 7(¢) = 25. A wigc mowiac niedoktadnie,
7 jest drugim punktem ¢ > 0 takim, ze z(t) = a. Zatem T = x,, dla
¢ # 0. Przyjmujemy, ze T'(«) = . Dowdd, ze T przeprowadza zbior
K w siebie oparty jest na prostych nierownosciach rézniczkowych, zas
fakt, ze domkniecie zbioru K jest zbiorem zwartym wynika natychmiast
z twierdzenia Arzeli-Ascoliego. Zakladajac, ze rozwigzanie stacjonarne
ro = « jest niestabilne dowodzi sie, ze punkt staty xo = a odwzorowa-
nia 7" jest odpychajacy, a wigc istnieje inny punkt staly ¢. Rozwiazanie
startujace z @ jest okresowe bowiem z (6 + z3) = ¢(#) dla 6 € [—h, 0], a
poniewaz rownanie (4.50) jest autonomiczne, wige z(t + 29) = z(t) dla
t > 0.
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RYSUNEK 3.

Metode opisang powyzej mozna zastosowaé¢ do dowodu istnienia

rozwigzan okresowych innych réwnan, np. dla réwnania
(4.51) ' (t) = —ox(t — 1)[1 + z(t)],

ktore otrzymujemy przez proste przeksztatcenie rownania (4.1). W tym
przypadku wygodnie jest przyjac¢, ze K C C[—1,0] sktada sie z funkcji
rosnacych takich, ze p(—1) = 0 oraz p(0) < e” — 1, zas 7(p) = 29 + 1,
gdzie z jest drugim zerem rozwiazania x(t) startujacego z ¢ (patrz
Rysunek 3 i Zadanie 4.19).

6.3. Metoda Poincaré-Bendixsona. Korzystajac z pracy [15]
pokazemy jak mozna przenies¢ metody geometryczne dowodu istnienia
rozwigzan okresowych omawiane przy okazji modelu Kolmogorowa na
przypadek réwnan z opdznionym argumentem. W pracy [15] dowodzi
sie nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 4.6. Rozwazmy réwnanie (4.5) z prawg strong spel-

niajgcq nastepujgce warunki:

(1) f(0,0)=0,

(2) g‘;(x,y) <0 dla (z,y) € R?,

(3)  f(0,y) < B dlay € R,

(4) —-M< of (r,9) <0 dla (z,y) € R?,

oz
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2'(t) 4

N
N,

I

RYSUNEK 4.

gdzie M i B sq pewnymi statymi. Jezeli réwnanie z — a — be™"* = 0,

gdzie a = %(0,0) ib= a—y(0,0), ma rozwigzanie o dodatniej cze-

Sci rzeczywistej, to réwnanie (4.5) ma rozwigzanie okresowe rézne od

statego.

Dowdéd twierdzenia 4.6 oparty jest na metodzie przedstawionej na
Rysunku 4. Rozpatrujemy krzywa v, = {(x(t),2'(t)), t > 0}, gdzie
x(t) jest rozwiazaniem startujacym z ¢ dodatniego. Gdy ¢ jest dosta-
tecznie male, to krzywa ' = 7, jest spirala rozkrecajaca sie (a wigc
nie przecina si¢ z soba) i podobnie dla duzego ¢ krzywa v* = v, jest
spiralg skrecajaca sie. Wykresy obu spiral nie mogg sie przeciaé, a wiec
krzywa ! jest ograniczona i zbiér graniczny punktéw (z(t), z'(t)), gdy
t — 00, jest krzywa zamknieta I'y. Podobnie dla krzywej o otrzymamy
zbior graniczny ', ktory jest tez krzywa zamknieta. Krzywa I'y lezy w
zbiorze ograniczonym krzywa I's (nie wykluczone, ze I'y = T'y). Krzy-
we zamkniete I'y 1 I'y odpowiadaja rozwigzaniom okresowym. Niech

K C C[—h,0] bedzie zbiorem funkcji, ktére maja co najwyzej jedno



152 4. MODELE Z OPOZNIENIEM

zero w [—h,0] 1 jezeli takie zero maja to zmieniaja swoj znak w nim.
Rozwiazania odpowiadajace takim funkcjom nazywamy wolno oscylu-
jacymi. Dowodzi sie, ze jezeli ¢ € K, to zbiér graniczny I' odpo-
wiadajacy ¢ lezy w pierScieniu P ograniczonym krzywymi I'y i ['s.
Zatem zbior P jest zbiorem ,przyciagajacym” rozwigzania i bedziemy
mowic, ze P jest atraktorem. W szczegdlnosci, gdy I'y = I's, to ma-
my jedno rozwigzanie okresowe 2°(t) o okresie T, ktére jest orbitalnie
asymptotycznie stabilne dla dowolnego rozwiazania z(t) startujacego z
¢ € K, a wiec istnieje ciag (t,), t, — oo taki, ze t,413 —t, — T oraz
|z(t, +s) —2°(s)| — 0 dla s € [0,T], gdy n — oo.

UWAGA 4.6. Ostatnie 40 lat to okres intensywnych badan réwnan
z opdznionym argumentem. W tym czasie pojawito si¢ wiele prac do-
tyczacych réznych wtasnosci rozwigzan, miedzy innymi ich atraktorow.
Czes¢ prac dotyczy istnienia rozwiazan chaotycznych, ktore obserwuje
sie w symulacjach komputerowych. Prace teoretyczne dotyczace chaosu
bazuja na aparacie teorii uktadéw dynamicznych (np. trajektoriach ho-

moklinicznych), ktérego omoéwienie przekracza znacznie nasz wyktad.

Zadania

Zadanie 4.1. Sprawdzié, ze rodzina operatoréw {S(t)},>o tworzy pél-
grupg ciagla.

Zadanie 4.2. Sprawdzi¢ nieréwnos¢ (4.10).
Wskazowka. Korzystajac z nieréwnosci rézniczkowej

' ()] < lall=(®)] + (bl ]

dla t € [0, h] sprawdzié, ze ||z, < K||¢|, gdzie K = e|“‘h‘al‘a$|]g0\\, gdy a #
0 oraz K = (1+41b|h), gdy a = 0. Stad |z(¢)| < K"||¢|| dlat € [h(n—1), hn].

Zadanie 4.3. Sprawdzi¢ wlasnosci a) i b) transformaty Laplace’a.

Zadanie 4.4. Korzystajac z metody krokéw wyznaczyé rozwigzanie
podstawowe réwnania z/(t) = ax(t — h), a nastepnie ze wzoru (4.14) wyzna-
czy¢ rozwiazanie spelniajace warunek poczatkowy p(6) = —6 dla 6 € [—h, 0].

Zadanie 4.5. Udowodni¢ Lemat 4.1.

Zadanie 4.6. Sprawdzié, ze dla dowolnego Ty > 0 nastepujace calki

0 a7 o
/ Sy dy i / Ccosy dy
To ) To Yy
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sa zbiezne.

Wskazowka. Calki zastapi¢ szeregami, ktorych wyrazami sa, odpowiednio,
calki po przedziatach [nm, (n+ 1)7| oraz [nm — /2, nm 4 7/2] i skorzystaé z
kryterium Leibniza zbieznosci szeregéw.

Zadanie 4.7 (nier6wnos$¢ Gronwalla). Udowodnié, ze jezeli z(t) jest
funkcja ciagta w przedziale [0, t], ¢1 > 0, c2 > 0 oraz

t
z(t) < a1 +02/ z(s)ds dla t€]0,t],
0

to
z(t) < cre?t.

Wskazowka. Niech y(t) = c1 + c2 fotx(s)ds. Sprawdzi¢, ze y'(t) < coy(t) i
y(0) = c1, a stad wywnioskowaé, ze y(t) < cre?t.

Zadanie 4.8. Sprawdzi¢, ze zbiér G przedstawiony na Rysunku 2 opi-

suje zbiér parametréw a,b € R dla ktorych rozwiazanie zerowe réwnania
(4.9) jest asymptotycznie stabilne.
Wskazowka. Ustalamy h > 0. Korzystajac z twierdzenia o funkcji uwikta-
nej, sprawdzié, ze jezeli z = = + iy jest pierwiastkiem réwnania (4.33), to
x 1y sa funkcjami ciagltymi a i b. Wynika stad, ze plaszczyzne parametréw
(a,b) mozemy podzieli¢ na obszary, w ktérych réwnanie (4.33) ma ustalona
liczbe pierwiastkéw o dodatniej czesci rzeczywistej, krzywymi dla ktérych
réwnanie (4.33) ma pierwiastki SciSle urojone. Sprawdzié, ze G jest jedynym
z takich obszaréw. Punkt (a,b) = (—1,0) lezy w G, a wtedy réwnanie (4.33)
jest postaci z+1 = 01 tylko —1 jest jego pierwiastkiem. Zatem dla par (a, b)
nalezacych do G wystepuja tylko pierwiastki o ujemnych czedciach rzeczywi-
stych. Iloé¢ pierwiastkéw o dodatniej czesci rzeczywiste] w poszczegdlnych
obszarach podzialu mozna uzyska¢ wyznaczajac znak dx przy przejéciu przez
granice podziatu.

Zadanie 4.9. Zbada¢ kiedy rozwiazania N(¢) =01 N(¢) = K réwnania
(4.1) sa asymptotycznie stabilne.

Zadanie 4.10. Zbada¢ kiedy rozwiazanie N (t) = 0 réwnania (4.4) jest
asymptotycznie stabilne.

Zadanie 4.11. Zbadaé, kiedy stacjonarne rozwiazanie réwnania (4.2)
jest asymptotycznie stabilne.

Zadanie 4.12. Sprawdzi¢, ze jezeli f i g sa funkcjami rézniczkowalnymi,
fl@)z > 01 f2(z) — g*(z) > 0 dla z # 0 oraz liminf, . |f(x)| > 0, to
rozwiazanie zerowe réwnania

'(t) = —f(z(t)) + g(z(t — 1))

jest globalnie asymptotycznie stabilne.
Wskazéwka. Funkcja Lapunowa jest okreslona wzorem (4.36).
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Zadanie 4.13. Rozwazmy rownanie
(4.52) o' (t) = —ox(t) + e~

z o > 01ir > 0. Niech a bedzie liczba dodatnia spelniajaca warunek
e~ = oa. Sprawdzié, Ze « jest rozwiazaniem stacjonarnym réwnania (4.52).
Udowodnié, ze jezeli o > 1/e, to rozwiazanie stacjonarne jest globalnie
asymptotycznie stabilne.
Wskazéwka. Niech T(y) = Le™Y. Sprawdzi¢, ze

jezeli liminfz(t) > m, to limsupx(t) <7T(m)

t—o0 t—o0

oraz

jezeli limsupz(t) < M, to liminfx(t) > T(M).

t—o0 t—oo
Korzystajac z indukcji wykazaé, ze
T2"(0) < liminf 2(t) < limsup z(t) < T*"1(0).
t—o0 t—o0

Nastepnie sprawdzié¢, ze lim, ., 7"(0) = a.

Zadanie 4.14. Sprawdzié, ze warunek (4.42) jest réwnowazny zespolowi
warunkéw (4.43), (4.44), (4.45).

Zadanie 4.15. Jaki rodzaj bifurkacji wystepuje w réwnaniu liniowym
2'(t) = ax(t) + bx(t — h), gdy b < |a|, a punkt bifurkacyjny h. dany jest
wzorem (4.46).

Zadanie 4.16. Sprawdzi¢ wzory na B2 00,0, B(1,1,0,0)s B(1,0,1,0)» B(0,1,0,1)
B2,1,0,0)-
Zadanie 4.17. Zbadac rodzaj bifurkacji Hopfa dla réwnania
2’ (t) = ax(t — h)[1 — 2%(t)].

Zadanie 4.18. Niech K = {(z,y) CR? : 22 +4° < 1},aT: K - K
bedzie odwzorowaniem okreslonym za pomoca wspotrzednych biegunowych
wzorem

T(r,0) = (2r —r%,0 +6y), gdzie 6 € (0,27).
Sprawdzi¢, ze jedynym punktem stalym 7T jest (0,0), ale nie jest to punkt
odpychajacy.

Zadanie 4.19. Rozwazmy réwnianie (4.51) z o > 1. Niech K be-
dzie zbiorem funkcji ciaglych i rosnacych ¢ takich, ze p(—1) = 0 oraz
©(0) < e? — 1. Zakladamy, ze ¢ € K \ {0} i niech x(¢) bedzie rozwia-
zaniem réwnania (4.51) spelniajacym warunek poczatkowy z(6) = ¢(0) dla
6 € [0,1]. Sprawdzi¢, ze istnieje liczba z; € (0, 2] taka, ze z(z1) =0, z(t) > 0
dla t € (0,21) oraz z jest funkcja malejaca w przedziale (0, z1). Sprawdzié,
funkcja z jest Scisle malejaca na przedziale [21, z1 + 1]. Sprawdzié, ze istnieje
liczba 29 € (2141, 21 +3] taka, ze x(22) = 0 oraz x jest funkcja $cisle rosnaca
na przedziale (z1 + 1,20 + 1] oraz —1 < x(t) < e? — 1 dla t € (21,22 + 1].

Wywnioskowac stad, ze odwzorowanie T' okreslone wzorami T = x,(,),
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gdzie 7(¢) = z2 + 1, oraz T0 = 0, jest odwzorowaniem pelnociaglym z K
w K.
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Modele strukturalne

Do tej pory badaliSmy modele, w ktérych wystepowalto kilka po-
pulacji lub jedna populacja podzielona na skonczong lub przeliczalng
liczbe podpopulacji. Modele tego typu stabo uwzgledniaja ztozony cha-
rakter populacji. Najstarszy model strukturalny zostal zaproponowany
w 1926 roku przez McKendricka [20], w ktérym badal rozktad wiekowy
populacji. Podobny model rozpatrywal w 1959 roku Von Forester [9] i
to jemu czasami przypisuje si¢ jego wprowadzenie. Wspotczesne modele
strukturalne sg szeroko rozpowszechnione. Oprécz rozktadu wiekowego,
opisujg one inne rozktady populacji, np. w populacjach nowotworowych
rozktad przestrzenny, lub tez tzw. ,dojrzatos¢” w populacjach komor-
kowych. Nasze rozwazania rozpoczniemy od modelu produkcji krwinek
czerwonych zaproponowanego przez M. Wazewska—Czyzewska i A. La-
sote [32], ktéry dobrze wyjasnia dlaczego warto rozpatrywaé¢ modele

strukturalne.

1. Dynamika uktadu krwinek czerwonych

1.1. Wprowadzenie biologiczne. Rozpoczniemy od podania nie-
zbednych faktow biologicznych. Krwinki czerwone (tzw. erytrocyty) po-
wstajg w szpiku kostnym z niezréznicowanych komorek szpiku kostnego
zwanych macierzystymi. Proces ten jest do$¢ zlozony i wymaga kil-
ku podziatow komorki i jej wyspecjalizowania si¢ do transportu tlenu.
W procesie powstawania erytrocytu kluczowsg role odgrywa substancja
zblizona do hormonu, tak zwana erytropoetyna. Proces réznicowania
trwa u zdrowego cztowieka okoto 7 dni. Po opuszczeniu szpiku kostne-
go erytrocyty przedostaja sie do krazenia, gdzie zyja okoto 120 dni, a
nastepnie sa eliminowane. W warunkach chorobowych erytrocyt moze

157
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szybciej starze¢ sie oraz moga gina¢ réwniez krwinki mtode. Czas prze-
ksztalcenia sie komodrki niezréznicowanej do erytrocytu moze rowniez
ulec zwiekszeniu. Zaobserwowano, ze u zdrowego cztowieka istnieje sil-
na tendencja do utrzymywania ilosci krazacych erytrocytéow na statym
poziomie. Nagte zmniejszenie ich ilosci prowadzi do wyraznego pobu-

dzenia procesu ich tworzenia.

1.2. Model. Oznaczmy przez n(t,a) rozktad wiekowy populacji
krwinek, a wiec fOA n(t,a) da jest iloscia krwinek, ktérych wiek w chwili
t nie przekracza A. Przez N(t) oznaczamy catkowita liczbe krwinek w
chwili ¢, tj. N(t) = [5° n(t, a) da. lo$¢ krwinek w wieku a, ktére zginely
w przedziale czasu (¢,t + At) wynosi

n(t,a) —n(t + At,a + At),

a wiec liczba
n(t,a) —n(t + At,a + At)
n(t, a)

jest prawdopodobienstwem, ze krwinka ktéra w chwili ¢ jest w wieku

a, zginie w przedziale [t,t + At]. Zaktadamy, ze istnieje granica

. n(t,a) —n(t + At,a + At)
1 =1
(5.1) At a) = lim n(t, ) At

Wtedy A(t,a) nazywamy wspdlczynnikiem destrukcji. Zakladajac ist-
nienie pochodnych czastkowych funkeji n(t, a), wzér (5.1) mozna zapi-
saé¢ za pomocg rownania czastkowego

on  On

at " oa
Produkcje krwinek opisuje funkcja p(t) = n(¢,0). Poniewaz p/(t) opisuje

(5.2) A(t,a)n(t,a).

przyrost produkcji krwinek, wiec jednostkowy przyrost produkeji

()
(5.3) st =215

bedziemy nazywaé stopniem pobudzenia ukltadu (w warunkach réwno-

wagi S(t) = 0). Bedziemy zaktadaé, ze stopienn pobudzenia jest propor-
cjonalny do zmiany ilosci krwinek w krwioobiegu, a wiec

LN = 1),

(5.4) S(t) =~y
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gdzie 7 jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci (wspdtczynnik pobudli-
wosci), a h oznacza op6znienie z jakim dziata uktad krwiotworczy. Za-
tem ubytkowi krwinek odpowiada wzrost pobudzenia uktadu. Ze wzo-

réow (5.3) 1 (5.4) otrzymujemy

p(t) :
5.5 — _AN'(t—h),
(5.5) P = N h)
a stad po odcatkowaniu obu stron réwnania (5.5) dostajemy
(5.6) p(t) = ge M,

gdzie o jest stata catkowania. Wspotczynnik p zwiazany jest z zapo-
trzebowaniem organizmu na tlen - im wieksze zapotrzebowanie, tym
wieksze o. Zestawiajac wzory (5.2) i (5.6) otrzymujemy opis uktadu

produkcji krwinek czerwonych.

o on _
(5.7) ot Oda

n(t,0) = gexp{—~ /OOO n(t — h,a)da}.

=\t a)n,

1.3. Rozwiazania stacjonarne. Uktad réwnan (5.7) mozemy roz-
wiazywaé przy uzyciu metody charakterystyk i zastapi¢ ukltad (5.7)
odpowiednim réwnaniem catkowym na funkcje n(t,0). Metode charak-
terystyk omowimy przy okazji ogélnych rozwazan dotyczacych modeli
strukturalnych, a teraz ograniczymy sie¢ do modeli zredukowanych zwia-
zanych z uktadem (5.2).

Rozpoczniemy od rozwiazania stacjonarnego. Zaktadamy, ze wspot-
czynnik destrukeji A(, a) nie zalezy od t, tj. A(t,a) = A(a) i bedziemy
szukaé rozwiazania n niezaleznego od t, tj. n(t,a) = n(a). Wtedy z

réwnania (5.2) otrzymujemy
n'(a) = —A(a)n(a),
a wiec
(5.8) n(a) = n(0) exp (— /0 “As) ds) ,

a po podstawieniu do réwnania catkowego z uktadu (5.7) otrzymujemy

n(0) = pexp {—771(0) /OOO exp {— /Oa A(s) ds] da} :
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Przyjmijmy oznaczenie ¢ = [;° exp(— [y A(s) ds) da. Wtedy n(0) moz-

na wyliczy¢ z réwnania przestepnego
(5.9) n(0) = ge= 7",

Dalsze badania rozwigzania stacjonarnego mozna prowadzi¢ wybierajac
postaé¢ wspotezynnika destrukeji A(a). W tym modelu dosé dobrze zga-
dza sie z danymi eksperymentalnymi krzywa Gompertza A(a) = Ke*®.
Wtedy

(5.10) n(a) = n(0) exp{—E[exp(aa) — 1]}.

1.4. Model z opéznieniem. W przypadku, gdy chcemy badaé

jedynie catkowity ilos¢ krwinek w chwili ¢, mozemy dokona¢ pewnego
uproszczenia modelu (5.7). Wprowadzamy wspétezynnik

_ JoZ At a)n(t,a) da
Joo n(t,a)da

ktory mozemy interpretowac jako prawdopodobienstwo zniszczenia krwin-

(5.11)

ki w jednostce czasu. Formalnie p zalezy od ¢, ale bedziemy przyjmo-
wac, ze p jest stala. Uproszczenia tego rodzaju czesto dokonuje sie,
gdy chcemy zastapi¢ model bardziej skomplikowany, modelem tatwiej-
szym do analizy matematycznej. Catkujac wzgledem a réwnanie (5.2)

w przedziale [0, 00) dostajemy:

(5.12) /OOO gtn(t, a)da + /Ooo ;ln(t, a)da = — /OOO At,a)n(t,a) da.

Poniewaz N(t) = [;° n(t, a) da, wigc pierwsza catke we wzorze (5.12)
mozna zapisa¢ w postaci N'(t). Jezeli przyjmiemy naturalne zatozenie,
ze lim, oo n(t,a) = 0, to druga caltka wynosi —n(t¢,0). Zas ze wzoru
(5.11) trzecia catke mozna zastapi¢ wyrazeniem —uN(t). Zatem wzor
(5.12) mozna zapisaé¢ w postaci

(5.13) N'(t) = n(t,0) = —puN(t).

Korzystajac z drugiego rownania uktadu (5.7), mozemy zastapi¢ n(t,0)
przez oexp{—yN(t — h)}, a wiec ostatecznie otrzymujemy réwnanie

N'(E) = =N (8) + e 00,

ktore badaliSmy w Rozdziale 4.
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2. Podstawowy model strukturalny

W tej czesci ksiazki przedstawimy ogdlne podejscie do modeli struk-
turalnych. Bedziemy rozwaza¢ populacje osobnikéw z ktorych kazdy
charakteryzowany jest poprzez zespdt parametréw x = (xy ..., x,). Po-
niewaz model ma by¢ na tyle ogdlny, aby mogt by¢ stosowany zardéwno
do opisu populacji komérkowych, jak rowniez w opisach demograficz-
nych, wigc na poczatek nie bedziemy zajmowac sie zagadnieniem jakie
parametry majg osobniki potomne w chwili narodzin, jezeli znamy pa-

rametry rodzica (rodzicéw).

2.1. Podstawowe réwnanie cigglosci. Zakladamy, ze dla do-
wolnego osobnika parametry (z; ..., z,) naleza do jakiego$ zbioru G.
Wygodnie jest przyja¢, ze G jest obszarem, lub ze G jest zbiorem do-
mknietym, ktérego wnetrze jest obszarem i domkniecie wnetrza pokry-

wa si¢ z G. Zaktadamy, ze uktad roéwnan

(5.14) (1) = g(x(t))

opisuje zmian¢ parametréw niezaleznie od wyboru osobnika, gdzie g :
G — @ jest funkcja klasy C! taka, ze dla dowolnego xy € G rozwiazanie
x(t) spelniajace warunek poczatkowy z(0) = ¢ istnieje dla wszystkich
t > 0. W dalszej czesci bedziemy rozwazaé réwniez modele, ktore nie
spetniaja tego zaltozenia.

Przyjmujemy, ze osobnik o charakterystyce z moze umrze¢ w prze-
dziale czasu At z prawdopodobienstwem p(z)At+o(At). W przypadku
populacji komérkowych bedziemy formalnie przyjmowac, ze komoérka
macierzysta dzielgc sie umiera, a wiec wspdtezynnik p(x) obejmuje
Smiertelnos¢ osobnika oraz prawdopodobienstwo podziatu komoérki w
jednostce czasu.

Niech u(t, z) bedzie rozktadem populacji ze wzgledu na zesp6t pa-
rametrow x, a wiec dla dowolnego zbioru A C G, [, u(t,z) dx oznacza
ilos¢ osobnikéw o parametrach x € A w chwili ¢, o takich osobnikach
bedziemy krétko méwic, ze sg to osobniki ze zbioru A. Nalezy podkre-
sli¢, ze wu(t, x) nie jest rozkladem w sensie probabilistycznym, bo nie

zakladamy, ze [, u(t,x)dr = 1, a nawet, ze ta calka jest stala.
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Rozwazmy model bez doptywu nowych osobnikéw do populacji.

Sprawdzimy, ze funkcja u spetnia nastepujace rownanie czastkowe

Ju(t, x)

(5.15) 815’ +div(g(z)u(t,x)) = —p(x)u(t, x),

gdzie

(5.16) div(g(x i a:m u(t,)).

W tym celu ustalmy obszar regularny D o gtadkim brzegu i szacujemy
wyrazenie

(5.17) I(At) = /Du(t+At,x) dx — /Du(t, x)d.

Wyrazenie I(At) opisuje nam zmiane ilosci osobnikéw ze zbioru D po
czasie At. Po pierwsze, w wyniku Smierci z obszaru D ubedzie w czasie
At

(5.18) At/ ult, ) da + o(At)

osobnikéw. W wyniku zmiany parametréow czesé osobnikéw ze zbioru
D w chwili ¢ znajdzie sie poza tym zbiorem w chwili ¢t + At, zas czesé
osobnikéw spoza zbioru D znajdzie sie w chwili t + At w zbiorze D.

Przeptyw ten odbywa sie poprzez brzeg S zbioru D i wynosi
(5.19) —At/s(n(x) ~g(x)u(t, x)) do(x) + o( At),

gdzie n(x) jest wektorem normalnym prostopadtym do brzegu S zbioru
skierowanym na zewnatrz, o(z) jest miara Riemanna na powierzchni
S, n(x) - g(x) jest iloczynem skalarnym wektoréw n(z) i g(z). Przy-
pominamy, ze iloczyn n(x) - g(x)AS opisuje predkosé przeptywu na
zewnatrz powierzchni przez element powierzchni o polu AS. Poniewaz
u(t, x) jest gestoscia rozkltadu osobnikéw, wiec n(z)-g(x)ASAL jest ilo-
$cia osobnikow, ktére wyplywaja z (odp. wplywaja do) obszaru o polu
AS w czasie At, gdy n(z)-g(z) > 0 (odp. n(z)-g(z) < 0). Korzystamy

ze wzoru Gaussa—Ostrogradskiego

(5.20) /S (n(x) - g(x)ult, 2)) do(z) = /D div(g(z)u(t, z)) dz
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i ze wzoréw (5.17), (5.18), (5.19), (5.20) otrzymujemy
/ u(t + At ) — u(t,z)] de =
D

5.21
21 - At/ div(g(x)u(t, z)) dx — At/ u(t, z) dx + o(At).

Dzielac obie strony réwnania (5.21) przez At i przechodzac do granicy

At — 0 otrzymujemy

lim / u(t + At,x) — u(t, ) s
At—0 . D At

~ [ div(g(@)ult,2) o~ [ p(@)ult.x)da.

Zaktadamy, ze w pierwszym wyrazeniu mozemy przej$¢ do granicy pod

znakiem catki. Wtedy ostatni wzor przyjmuje postac

(5.22) /D@uta: /le a:))dx—/D,u(:L’)u(t,x)dx.

Poniewaz réwnosé¢ (5.22) jest prawdziwa dla dowolnego dostatecznie

regularnego zbioru D, wigc mozemy opusci¢ znak catki i dostajemy
wzor (5.15).

2. Warunki brzegowe - kontra operator rozmnazania. Dal-
sze rozwazania powinny dotyczy¢ modelu uwzgledniajacego narodziny
nowych osobnikéw. Rozwiazanie tego zagadnienia nie jest jednoznaczne
i oczywiste. Pojawiaja sie tu dwie istotnie rézne mozliwosci. Jezeli na
przyktad z jest parametrem jednowymiarowym opisujacym wiek ko-
morki, zwykle przyjmujemy oznaczenie a, to nowe osobniki maja wiek
0 bez wzgledu jaki byl wiek jego rodzica (rodzicéw). Zatem w tym
przypadku ilosé nowych osobnikéw u(t,0) jest pewnym funkcjonatem
rozkltadu ilosci osobnikéw w populacji u(t,0) = F(u(t,a)) przy kazdym
ustalonym ¢. Na przyktad, gdy rozpatrujemy populacje komorkowe w
idealnych warunkach, to zwykle przyjmujemy, ze

(5.23) u(t,0) = 2/ a) da,

gdzie b(a)At opisuje prawdopodobienstwo podziatu komoérki w wieku a
w przedziale czasu dtugosci At. Podobne modele dotyczace innych po-
pulacji. Na przyktad w modelach demograficznych dotyczacych ludzi,
zwykle wystarczy ograniczy¢ sie jedynie do populacji kobiet i b(a)At
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bedzie prawdopodobienstwem urodzin cérki w przedziale czasu dhugo-
sci At, 1 wtedy u(t,0) = [;° u(t,a)b(a) da. Jezeli uwzglednimy zasoby
srodowiska, to wzor (5.23) ulega sporym modyfikacjom. Prawdopodo-
bienstwo urodzin zalezy od ilosci osobnikéw w populacji, a wiec b bedzie
funkcja dwéch zmiennych a i [5° u(t, a) da.

Jezeli rozwazymy populacje komoérkowsa, a parametrem bedzie masa

komorki m, to w wyniku podziatu komérki otrzymamy dwie komorki
5
postuzy¢ sie warunkiem brzegowym typu (5.23). Musimy zmodyfiko-

potomne zwykle o tej samej masie W tym przypadku nie mozemy
waé rownanie (5.15) tak aby uwzglednié proces otrzymywania nowych
komorek. Zatézmy, ze prawdopodobienstwo podziatu komérki o ma-
sie m w przedziale czasu (¢,t + At) wynosi b(m)At, za$ prawdopodo-
biefistwo $mierci (bez uwzglednienia podziatu) wynosi d(m)At, a wiec
wu(m) = d(m) + b(m). Ilos¢ nowych komérek o masie nie wigkszej niz

m powstatych w czasie At wynosi
2m
(5.24) At / 2b(rYu(t, ) dr + o(At)
0

bowiem kazda komorka o masie » < 2m moze podzieli¢ sie¢ na dwie

komorki o masie § < m z prawdopodobienistwem b(r)At. Podstawiajac

w calce (5.24) r = 2s wzor (5.24) zapisujemy w postaci
At /0 " Ab(2s)u(t, 25) ds + o(Al),
a ogblne prawdopodobienstwo pojawienia si¢ nowych komoérek o masie
ze zbioru D w przedziale czasu dtugosci At wynosi
(5.25) At /D 4b(2s)ul(t, 25) ds + o( At).
Wzér (5.25) i wzory (5.17), (5.18), (5.19), (5.20) prowadza do nowej

wersji réwnania (5.15) uwzgledniajacej pojawienie sie nowych komorek
w wyniku podziatu

(5.26)
aatu(t, m) + a?n(g(m)u(t, m)) = —p(m)u(t,m) + 4b(2m)u(t, 2m),

gdzie u(m) = d(m)+b(m), a réwnanie m’ = g(m) opisuje wzrost masy
komorki.
Zatem pojawianie si¢ nowych osobnikow mozna uwzglednia¢ w mo-

delach strukturalnych na dwa sposoby, albo poprzez podanie warunkoéw
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brzegowych, albo poprzez dodanie do prawej strony réwnania sktadni-
ka opisujacego proces dziedziczenia zbioru parametréw przez osobniki

potomne.

2.3. Metoda charakterystyk. Omowimy teraz metode rozwig-
zywania rownania (5.15). Zauwazmy, ze réwnanie to mozna zapisa¢ w

postaci

21: + ;n:lgz(x)g;z = - {N(I) + Zi: giz (x)] u(t, x).

Przyjmijmy oznaczenie

fau) =~ [ula) +

" Oy
i—1 GIZ

Wtedy réwnanie (5.15) mozna zapisa¢ w postaci

n

(5.27) ?91; + 2 gi(z)

aa;i = f(x,u).
O funkcjach g1(z),...,g.(z) bedziemy zakladaé, ze maja ciagte po-
chodne czastkowe, a funkcja u(x) jest ciagta w zbiorze G. Wtedy f jest
funkcja ciggly zmiennej = i liniowg wzgledem zmiennej u, w szczegol-
noéci f ma ciggta pochodng czgstkows wzgledem wu.

Bedziemy szukaé¢ rozwiazania réwnania (5.27) speliajacego waru-
nek poczatkowy

(5.28) u(0,2) = v(z),

gdzie v jest funkcja okreélong na G o warto$ciach w R. Poczatkowo be-
dziemy zaktada¢, ze v jest funkcja rozniczkowalng. Pokazemy, ze wte-
dy istnieje rozwiazanie réwnania (5.27) spelniajace warunek (5.28), a
wiec istnieje funkcja rézniczkowalna u spelniajaca réwnania (5.27) i
(5.28). Takie rozwiazanie bedziemy nazywawaé klasycznym. Pdzniej
wprowadzimy pojecie rozwigzania uogolnionego, ktore bedzie granicg
rozwigzan klasycznych, ale moze nie by¢ funkcja rézniczkowalng.
Rozwiazanie z(t) uktadu réwnan

(5.29) 2'(t) = g(x(t))
spelniajace dla pewnego t € R warunek z(t) = x, gdzie xy € G, na-
zywamy charakterystykq przechodzacy przez punkt xg. Czasami bedzie
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wygodnie oznacza¢ charakterystyke spelniajaca warunek poczatkowy
x(0) = o przez mxy. Z réwnaniem (5.27) zwigzany jest uktad réwnan

rozniczkowych zwyczajnych

2'(t) = g(x(t)),
(5.30) {z’(t) = f(z(t), 2(t)).

Roéwnania te nazywamy réownaniami charakterystycznymi dla réwnania
(5.27).

TWIERDZENIE 5.1. Jezeli u jest rozwigzaniem réwnania (5.27) w
zbiorze (—a, ) x D, gdzie D jest obszarem zawartym w G, a « licz-
bg dodatniq, to dla dowolnej charakterystyki x(t) lezgcej w D funkcja
z(t) = wu(t,z(t)) spelnia uklad (5.30). Na odwrdt, jezeli u jest funk-
cjg rozniczkowalng takg, Ze dla dowolnej charakterystyki x(t) funkcja
z(t) = u(t, x(t)) spelnia uklad (5.30), to u jest rozwigzaniem réwnania
(5.27).

DowOD. Niech u bedzie funkcja rézniczkowalna w zbiorze (—a, «) x
D i niech z(t) bedzie charakterystyka lezaca w zbiorze D. Przyjmijmy
oznaczenie z(t) = u(t z(t)). Wtedy

(5.31) /( + Z 8“ 6”

Zgz
Jezeli u jest rozwigzaniem réwnania (5.27), to z (5.31) otrzymujemy

(5.32) Z(t) = flx(t),ult,z(t))) = f(x(t), 2(t)),
a wiec funkcje x(t) 1 z(t) spetiaja uktad (5.30). Przypusémy teraz, ze u

%

jest funkcja rézniczkowalna taka, ze dla dowolnej charakterystyki x(t)
funkcja z(t) = u(t, z(t)) spetnia uktad (5.30). Wtedy ze wzoru (5.31) i
z ostatniego réwnania uktadu (5.30) otrzymujemy

0 1, a(0) + Zg@ ()5 (1. 2(6) = £(a(t),u(t (1),

dla dowolnej charakterystyki x(t). W szczegdlnodei, jezeli punkt (¢, z)
nalezy do dziedziny funkcji u, to biorgc charakterystyke przechodzaca
przez punkt x w chwili ¢ otrzymamy z(t) = x i u spelnia réwnanie

(5.27) w punkcie (t,z). O



2. PODSTAWOWY MODEL STRUKTURALNY 167

Y t, ) ]

RYSUNEK 1. Metoda charakterystyk

Z twierdzenia 5.1 wynika metoda rozwiazywania rownania (5.27).
Zakladamy, ze funkcja rézniczkowalna v jest okreslona w obszarze D
zawartym w G. Przez 7 (z) dla © € G oznaczamy dziedzine rozwiaza-
nia z(t) réwnania (5.29) spetniajacego warunek poczatkowy z(0) = x.
Niech

E={(tz): z2=my dla yeD i teT(y)}.

Wtedy w obszarze E istnieje rozwiazanie réwnania (5.27) spelniajace
warunek poczatkowy u(0, ) = v(z). Rozwiazanie to mozemy otrzymaé
w nastepujacy sposéb (patrz Rys. 1). Ustalmy punkt (¢, z) € E. Szuka-

my punktu y takiego, ze x = my, a nastepnie rozwiazujemy rownanie
(5.33) (1) = Flmy, 2(2))
z warunkiem poczatkowym z(0) = v(y). Wtedy

u(t,z) = z(t).

Przyktad 5.1. Wyznaczymy rozwigzanie réwnania
ou Ou
o " da
speliajace warunek poczatkowy u(0,a) = v(a) dla @ > 0. Rownanie

(5.34) —u(a)u

(5.29) redukuje sie do réwnania ¢’ = 1, a wiec my = y + t. Stad
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E = {(t,a) : a > t}, boa = my > t dla y > 0. Réwnanie (5.34)
przyjmuje postac

Z(t) = —p(t +y)a(t).
Rozwiazujac ostatnie réwnanie z warunkiem poczatkowym z(0) = v(y)

otrzymujemy
t+y

() = v)exp {~ |

Poniewaz a = myy = y + t, wiec

u(t,a) = z(t) = v(a —t)exp {— /aa p(r) dr}

p(r) dr} :

dla a > t. Zauwazmy, ze jezeli znamy rozktad populacji w chwili ¢ = 0,
to w chwili ¢ > 0 z réwnania (5.34) mozemy jedynie odtworzy¢ rozktad
osobnikéw w wieku a > t. Rozklad osobnikéw mtodszych otrzymamy
uwzgledniajac warunek brzegowy (5.23).

Metode¢ opisang w przyktadzie 5.1 mozna zastosowa¢ w ogblnej sy-
tuacji. Uwzgledniajac postaé¢ funkcji f wzér (5.33) mozna zapisaé na-
stepujaco:

(5.35) (0 = = |utms) + 32 52 )| 20

a stad

5 s(0) = = [t + 35 5 )

Po odcatkowaniu i prostych przeksztatceniach otrzymujemy

5:36) ()= =(0)exp{~ [ lulmy) + (dive)(mp)]ds |

Przeksztatcimy catke [J(div ¢)(m,y) ds korzystajac ze wzoru Liouville’a

na zmiang¢ pola obszaru pod dziatanie uktadu dynamicznego zwiaza-
nego z réwnaniem rézniczkowym (5.29). Niech A bedzie obszarem w
G i niech vol(mg(A)) bedzie objetoscia zbioru mg(A). Wtedy ze wzoru

Liouville’a mamy

(5.37) ;S vol(m,(A)) = /ﬁ Ly dvg(o) da.

Poniewaz

(5.38) vol(7s(A)) = /Adet [d;jy] dy,
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d drmgy . drmsy
L et d:/d ) - det dy,
dS/Aeldy]y | divg(msy) e[dy]y

gdzie det oznacza wyznacznik macierzy. Poniewaz A byl dowolnym

wiec

obszarem, wiec

d dmsy
5.39 — det
(539 or| 4

s ] = div g(msy) - det [dﬂsy] .

dy
Kladac ¢(s) = det {dg—;y} i Y(s) = div g(mgy) réwnanie (5.39) mo-

zemy zapisa¢ w postaci

a stad
t
o(t) = p(0)exp [ (s) ds.
Poniewaz myy = y, wiec ¢(0) = 1, a stad

dmy
5.40 det
(5.40) |

t
] = exp/ div g(7sy) dy.
0

Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami z(t) = u(t,z), z = my, 2(0) =

v(y), wiec wzér (5.36) mozemy zapisaé w postaci

(541)  ultx) = v(r_yr) det |- ]exp{ - e a) ds},

| dmyy

a stad

(542)  u(t,z) = v(r_z) det :dzf"} exp{ -/ Ot () ds}.

2.4. Rozwigzania klasyczne i uogélnione. Wzér (5.42) wyzna-
cza nam rozwigzanie réwnania (5.15) spelniajace warunek poczatkowy
u(0,z) = v(x). Rozwiazanie to jest poprawnie okreslone dla ¢t > 0 i
x € G, jezeli v jest funkcja rozniczkowalng oraz sz € G dla s € [—t,0].
Moéwimy wtedy o rozwigzaniu klasycznym, a wiec o funkcji ktora spet-
nia réwnanie. Zauwazmy, ze we wzorze (5.42) jako v mozemy podstawié
na przyktad funkcje ciggla. Wtedy u tez bedzie funkcja ciaglta. Bedzie-
my wtedy mowicé, ze u jest rozwigzaniem wogélnionym. Rozwiazanie
u mozna réwniez otrzymac jako granice ciggu rozwiazan klasycznych.

Wystarczy rozwazy¢ ciag (v,,) funkeji rézniczkowalnych zbiezny niemal
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jednostajnie do v na zbiorze G. Wtedy ciag rozwiazan (u,) spelnia-
jacych warunek poczatkowy w,(0,2) = v,(z) bedzie zbiezny niemal
jednostajnie do u. Rozwazajac rozwiazania uogélnione réwnania (5.15)
warto uwzgledni¢ funkcje poczatkowe v z przestrzeni L'(G) z miara
Lebesgue’a na G. Zauwazmy, ze jezeli v jest funkcja mierzalng, to u
jest funkcja mierzalng ze wzgledu na zespdl zmiennych (¢, z) jak i przy
kazdym ustalonym ¢. Niech G; = {z : 7_sx € G dla s € [0,¢]} i niech
U(t,x) = exp{— [°, p(msx) ds}. Wtedy 0 < U(t,z) < 1dlat > 01
x € Gy. Stad
/ lv(x)| da.

dm_
/\ut:c|d:c /|v ta;)\detlﬂtx

Zatem, gdy v € LY(G), to u(t,-) € L*(G) dla dowolnego ¢ > 0. Sensow-
nie jest przyjaé, ze u(t,z) = 0 dla z € G \ G;. Mozemy wtedy okresli¢

polgrupe ciaglta {S(t)}i>0 operatoréw dodatnich na przestrzeni L'(G)

(5.43) S(t)v(z) = u(t, x),

gdzie u jest rozwigzaniem uogdlnionym réwnania (5.15) odpowiadaja-
cym v € LY(@). Podamy teraz interpretacj¢ probabilistyczng wzoru
(5.42), ktéra pozwoli wprowadzi¢ nam jeszcze ogdlniejsze rozwiazania
réwnania (5.15), mianowicie rozwiazanie okreslone na przestrzeni miar
skonczonych. Niech m; bedzie miarg skonczong na o-algebrze podzbio-
réw borelowskich G o gestosci rozktadu u(t, x), tj.

(5.44) my(A) :/Au(t,x) dx

dla dowolnego zbioru borelowskiego A. Niech f bedzie funkcjg ciggta i
ograniczona z G w R. Z (5.42) i (5.44) otrzymujemy
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gdzie G, = {z : mex € G dla s € [0,t]}. Wygodnie jest dotaczyé
do zbioru G dodatkowy stan, bedziemy go oznaczaé * i przyjac, ze
mx = *, gdy dla pewnego s € [0,t] wyrazenie msx nie jest okreslone

lub nie nalezy do zbioru G. Niech

(5.45) O(t,x) = exp {— /Ot p(msz) ds}

dlat>01ixz e G} oraz ®(t,x) =0 gdy ma = *. Wtedy

(5.46) /G F(@)me(dz) = /G Flma) B (t, 2)mo(da).

Wzér (5.46) pozwala okresli¢ rozwiazania na przestrzeni miar. Miano-
wicie, niech my bedzie pewna skonczona miara borelowska na G. Wtedy
prawa strona réwnania jest pewnym funkcjonatem ciagltym na prze-
strzeni funkcji ciagglych i ograniczonych. 7Z twierdzenia Riesza istnieje
miara skoniczona my taka, ze dla kazdej funkcji ciagtej i ograniczonej
f zachodzi réwnos¢ (5.46). W szczegélnosci gdy miara my jest miara
probabilistyczna skupiona w punkcie xy (taka miare nazywamy delta
Diraca i oznaczamy 6, ), to my = ®(t, £9)dr,4,, & Wiec miara m; skupio-
na jest w punkcie 7z i odpowiednio przeskalowana za pomoca funkcji
O (t, x0). Okazuje sie, ze funkcja ®(t, z) jest funkcja przezycia. Przyjmu-
jemy definicje, ze funkcja ®(t,x) jest funkcjg przeiycia, jezeli wyraza
ona prawdopodobienstwo, ze osobnik o wyjsciowym zestawie parame-
trow x dozywa do wieku ¢. Sprawdzimy, ze istotnie funkcja przezycia
jest dana wzorem (5.45). Prawdopodobiefistwo warunkowe, ze osob-
nik, ktéry dozyl wieku ¢, umrze w przedziale wieku [t,t + At], wynosi
p(mx) At + o(At). Niech T* oznacza zmienna losowa opisujaca diu-
gos¢ zycia osobnika, ktéry w chwili urodzin byt opisywany zestawem
parametrow x. Wtedy

Prob(T* € [t,t + At]|T" > t) = p(mx) At + o(At).

Z drugiej strony z definicji funkcji ®(x,t) mamy

_ Prob(T7 € [t,t + At])
B Prob(T% > t)

Prob(T* €ft,t + At] | T% > 1)

O(t,x) — P(t + At, x)
O(t, ) '
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Zatem
O(t,z) — O(t + At, x)
O(t,x)

Dzielac obie strony ostatniego réwnania przez At i przechodzac do

= p(mzx)At 4+ o( At).

granicy, gdy At — 0 otrzymujemy

altr) _
—W—M(Wﬂ)a
a stad
5.47 0 In (¢ =
(5.47) o ()] = —pu(ma).

Poniewaz ®(0,z) = 1, wiec z réwnania (5.47) wynika ze

t
In®(t,x) = —/ p(msz) ds,
0

a wiec funkcja @ jest okreslona wzorem (5.45). Rozwazmy teraz proces
&P opisujacy parametry osobnika w wieku ¢, jezeli w chwili narodzin
mial parametry x. Przyjmijmy oznaczenie & = *, gdy T% < t tj.
wtedy, gdy osobnik zmart lub opuscit zbiér G w chwili s < t. Wtedy

Prob(§f = mx) =1 — Prob(&f = %) = ®(¢, x).

Po uzupeieniu zbioru G o punkt * i przyjeciu, ze ®(¢,x) = 1 dlat > 0
otrzymamy réwniez wzor (5.46), ale dodatkowo mamy

my(G U {+}) = mo(G U {+}),

a wiec, w szczegdlnosci miary probabilistyczne przechodzg na miary
probabilistyczne. Wzér (5.46) podaje nam w jaki sposéb zmienia sie

miara m;. Mamy
(5.48) ma(my(A)) = /A (t, 2)mo( dz)

dla dowolnego zbioru borelowskiego A C G U {*}. Z transformacja
(5.48) zwiazana jest rodzina proceséw Markowa, w szczegblnosci dla
kazdego x € GU{x} proces & jest procesem Markowa. Zagadnienie to
bedziemy rozwaza¢ w dalszej czesci ksiazki, a teraz jedynie sprawdzimy

jakie réwnanie spetia funkcja u(t,x) = Ef(&F), gdzie f jest funkcja
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ograniczona okreslona na G U {*} i ma ciagla pochodng na G. Zgodnie
ze wzorem (5.46) mamy

ult,a) = BR(&) = [, Fw)mldy)

~ Jougs f(mey)®(t, y)mo(dy) = f(mx)D(t, )

bo mg = d,. Zatem
(5.49) u(t,z) = f(ma)®(t, z).

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze wzor (5.49) okresla pdlgrupe operatoréw
dodatnich na przestrzeni C'(G U {x}):

(5.50) U f(z) = flma)d(t,z), t>0.

Poélgrupa ta moze nie by¢ ciagla (patrz Zadanie 5.4). Korzystajac ze
wzoru (5.45) 1 (5.49) otrzymujemy

(5.51) u(t,z) = f(max)exp {— /Ot p(msx) ds} :
Stad
u(t, m_x) = f(z)exp {— /Ot w(msz) ds} )

a poniewaz

iu(t,ﬂ_tx) u(t, tx)c;lt {_ /(1 pi(ms) ds} = —u(t, ™) p(T4)

oraz

d ou Kou d, | " Ou
N t _ —_ L _ 77 B
dt“( i) ot +;6xi dt( —0) = By Za gilm—sz),
a wiec funkcja spehlia roOwnanie
(5.52) Zz:l gi(x (‘9@ = —u(z)u(t, ).

Réwnania (5.15) i (5.52) nazywamy réwnaniamsi sprzezonymi. Row-
nania (5.15) 1 (5.52) mozna zapisa¢ w postaci, odpowiednio,
ou ou
5.53 9 Au, L= A
(5.33) ot~ oo T
gdzie operatory A i A* dane sa wzorami

Ap = —pp — Z gm
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A= — -y
@ M@+;gzaxi

Operatory A i A* sg sprzezone, tj.

(5.54) | Ap@)(e)dz = [ o(x)A" () da,
gdy ¢ i 1 sa funkcjami o ciggtych pochodnych takimi, ze f i Af sa

funkcjami catkowalnymi, a f i A*f sa ograniczone. Ze wzoru (5.46)
wynika natychmiast, ze potgrupy {S(¢)}iso0 1 {U(t) }i=0 sa sprzezone,
tj.

(6555 [ SOe@)dr = [ p@)UE() d
dla ¢ € LY(G) oraz ¢ € C(G).

2.5. Ogdlny operator rozmnazania. Juz ze wstepnej analizy
zaprezentowanej w czesci 2.2 widaé, ze dodanie do modelu (5.15) proce-
su narodzin moze prowadzi¢ do duzych komplikacji. Sprobujemy wpro-
wadzi¢ jednolity model obejmujacy miedzy innymi modele z warun-
kiem brzegowym (5.23) i z operatorem rozmnazania (5.26). Tak jak
poprzednio bedziemy przyjmowac, ze kazdy osobnik jest opisany za
pomocy parametru x € G, G C R", ktéry zmienia si¢ w czasie zgodnie
z rébwnaniem (5.14). Przyjmujemy, ze osobnik o parametrze x, w usta-
lonym matym przedziale czasu At, moze mie¢ k nowych potomkéow z
prawdopodobiefistwem by (x)At + o( At).

Rozktad parametrow osobnikow potomnych zalezy zaréwno od typu
rozpatrywanej populacji jak rowniez od wyboru parametrow. Najprost-
sze sytuacje zostaly opisane w czesci 2.2, mianowicie, jezeli parametrem
jest wiek, to nowy osobnik ma wiek zero, a jezeli masa komorki, to przy
zatozeniu, ze komorki potomne sg identyczne, to masa komorki potom-
nej wynosi m/2, gdzie m jest masa dzielacej sie komorki. Jezeli odrzu-
cimy tu zasade réwnego podziatu to rozktad masy komorek potomnych
ma charakter losowy.

W ogélnej sytuacji wygodnie jest przyjac¢, ze jezeli osobnik ma pa-
rametr z i ma k potomkow, to rozktad parametrow u tych potomkow
opisany jest miara probabilistyczna Py (x, ), a wiec Pr(z, A) jest praw-

dopodobienstwem, ze dowolny z jego potomkéw w chwili narodzin ma
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parametr ze zbioru A C G. Na przyktad, gdy parametr x jest wiekiem,
to

1, gdy 0€A,
5.56 P, A) =

a gdy rozwazamy populacje komoérkowa, x jest masg, a komorki po-

tomne sg identyczne, to

1, gdy =z/2¢€ A,

(557) P2($,A) = {O gdy x/2 ¢ A

a w przypadku podziatu nieréwnomiernego mozemy przyjac, ze

(5.58) Pofa, A) = [ ple,y)dy.

gdzie przy kazdym ustalonym x funkcja y — p(z,y) jest gestoscia roz-
ktadu komoérek potomnych. Nawet w przypadku populacji komorko-
wych i gdy jedynym parametrem jest masa komoérki, miary Py(z,-)
moga mie¢ bardziej skomplikowana posta¢ niz (5.57) lub (5.58). Na
przyktad u niektorych rodzajoéw bakterii moze wystepowaé jednocze-
$nie podzial na komorki identyczne jak i pojawienie si¢ tzw. minikomo-
rek, a wiec podzial losowy nierownomierny. Zauwazmy, rowniez, ze ten
sam operator P, moze opisywaé rozne typy podziatéw. Na przyktad
miara (5.58) z p(z,y) = 1/x dla y € (0,z) oraz p(z,y) = 0 w prze-
ciwnym przypadku odpowiada zaréwno procesowi podziatu w ktorym
obie komoérki potomne maja ten sam parametr y roztozony jednostaj-
nie w przedziale (0,z) jak réwniez podziatowi na komorki o réznych

parametrach y i x — y, gdzie y jest roztozone jednostajnie w przedziale

(0,x).
Niech
(5.59) Pz, A) = i kbg(x) Py (z, A).
k=1

Wtedy P(z, A)At jest prawdopodobienstwem, ze w krétkim przedziale
czasu At osobnik o dojrzatoéci x bedzie mial potomka o dojrzatosci w
zbiorze A. Ta sama miara P moze odpowiadaé zupelnie ré6znym proce-

som rozmnazania, a wiec nie opisuje w pelni procesu rozmnazania, ale
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moze by¢ uzywana do opisu ,statystycznego” populacji, a wiec gdy ma-
my duze populacje lub gdy interesuje nas ,Sredni” rozktad parametru
2 u osobnikéw potomnych.

Spréobujemy teraz wlaczy¢ do modelu opisanego w czesci 2.1 proces
rozmnazania. Zauwazmy, ze jak pokazano w czedci 2.2, nie nalezy ocze-
kiwa¢ uzyskania jednolitego opisu, gdy bedziemy rozpatrywaé rozktad
gestosci populacji. Okazuje sie, ze wygodnie jest rozpatrywaé ewolucje
miar i poszukiwaé réwnania sprzezonego do réwnania na gestosciach
tak jak to robiliSmy w poprzedniej czesci. Przypomnijmy, ze jezeli my ,
jest miarg opisujaca rozktad populacji (bez procesu rozmnazania) w
chwili ¢ taka, ze mo, = 0, oraz f jest funkcja okreslong na G U {x}
klasy C*, to funkcja

(5.60) ultr) = [ ) mia(dy)

GU{x}
spetnia rownanie czastkowe
ou ” ou
.61 — = — () = .
B6) Gt = —plult ) + Y ale) 5 1)

Niech teraz miara m,, opisuje rozklad populacji w chwili ¢ z uwzgled-
nieniem procesu rozmnazania. Poniewaz opis wzrostu populacji jest

jednorodna w czasie, wigc miara m, , spelnia nastepujacy warunek:

(5.62) M (A) = / ey (A) o (dy).
GU{x}

Z (5.60) i (5.62) wynika, ze

u(t+s,x) = / / f(2) mey(dz) ms (dy)

(5.63) GU{*} GU{*}

= [ ult.y)mendy).
GU{*}

Aby wyprowadzi¢ wersje rownania (5.61) uwzgledniajaca rozmnazanie
wystarczy wyznaczy¢ miare ma;, dla matych At. Miara ta wynosi:

(5.64)  marz(A) = (1 — p(2)At) 0 p,(A) + P, A) At + o(At),

gdzie, odpowiednio, 1 — p(z)At jest prawdopodobiefistwem przezycia
osobnika o parametrach x do chwili At, ma;x jego parametrami w chwili



2. PODSTAWOWY MODEL STRUKTURALNY 177

At, P(z, A) At jest prawdopodobienstwem ze pojawi sie jego potomek o
dojrzatosci w zbiorze A w przedziale czasu dtugosci At, a o(At) jest su-
marycznym bledem wystepujacym w tych trzech wyrazeniach. Z (5.63)
i (5.64) otrzymujemy

u(t+ At,x) —u(t,z) = (1 — p(x)At) u(t, max) — u(t, x)

(5.65) _,_/C;u(t’y)??(aj,dy) At + o(At)

Dzielac obie strony réwnania (5.65) przez At, a nastepnie przechodzac

z At do granicy w zerze i uwzgledniajac wzor

TAL — T (2)
Ao Ar IV
otrzymujemy
(5.66)
ou
St a) =~ t:v—i—Zgl tx+/ (t,y) P(x, dy).

Nagladujac rozwazania z poprzedniego punktu, réwnanie (5.66) mozna

zapisa¢ w postaci

Ju .
gdzie operator A* dany jest wzorem
Apla) = —p()ol@) + Y 0i() 02 (@) + [ o(y) Pl dy).
i—1 axz G ’

Podobnie jak w poprzednim punkcie chcemy wyznaczy¢ operator A
taki, ze operatory A i A* sg sprzezone, tj.

(5.68) /Ago dx—/an(x)A*z/J(x) dx,

gdy v 11 sg funkcjami o cigglych pochodnych takimi, ze f 1 Af sg funk-
cjami catkowalnymi, a f 1 A*f sg ograniczone. W tym celu wystarczy
znalez¢ operator S sprzezony z operatorem S*Y(z) = [ ¢(y) P(z, dy),

a wiec operator S powinien spelnia¢ zalezno$c¢

(65:69) [ Selp@)de= [ [ p@)ly)P.dy)da.

Bedziemy zaktadac, ze wzor (5.69) zachodzi dla ¢ € L'(G) oraz ¢ €
L>=(G), a szukany operator S odwzorowuje L' (G) w siebie. Wzér (5.69)
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wystarczy sprawdzi¢ dla 1 funkcji charakterystycznych zbioréw mie-

rzalnych. Wtedy wzor ten redukuje si¢ do postaci:

(5.70) /AScp(x) dm:/Ggo(x)P(x,A) dx

dla A mierzalnych i ¢ € L'(G). Aby operator S byt poprawnie okre-
slony wystarczy aby spetniat nastepujace dwa warunki warunki:
(a) istnieje liczba dodatnia M taka, ze P(z,G) < M dla prawie
wszystkich z,
(b) jezeli |A] = 0, to P(z, A) = 0 dla prawie wszystkich z, gdzie
|A| jest miara Lebesgue’a zbioru A.
[stotnie, z warunku (b) wynika, ze gdy ¢ jest funkcja catkowalna nie-
ujemna, to miara zadana wzorem m(A) = [, p(x) P(z, A) dz jest ab-
solutnie ciggta wzgledem miary Lebesgue’a. Z twierdzenia Radona-
Nikodyma wnioskujemy, ze istnieje funkcja mierzalna nieujema f taka,
ze [, f(x)dr = [ p(x) P(x, A) dr, za$ warunek (a) gwarantuje catko-
walno$¢ funkcji f. Ktadac Sp = f otrzymujemy szukane odwzorowanie
S. Odwzorowanie S przedtuzamy w naturalny sposéb do L*(G) i otrzy-

mujemy liniowy i ograniczony operator na L'(G).

Przyktad 5.2. Jezeli mamy populacje komoérkowa, a komoérka o
masie dzieli sie z prawdopodobienistwem b(z) At w przedziale czasu dtu-

gosci At na dwie identyczne komorki o masie /2, to

20(z), gdy xz/2€ A,

(5.71) Pz, A) = {O oly 2/2¢ A

W tym przypadku

(5.72) S*(x) = 2b(x)@/)(323> oraz  Se(x) = 4b(2z)p(22).

Zauwazmy, ze w ten sposob otrzymaliSmy wyprowadzenie rownania

(5.26).
Przyktad 5.3. W przypadku podziatu nieréwnomiernego mamy

(5.73) P(x, A) :/AZb(x)p(x,y) dy,

gdzie przy kazdym ustalonym z funkcja y — p(z,y) jest gestoscia roz-
ktadu komérek potomnych, a b(z) ma taka sama interpretacje jak w
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poprzednim przyktadzie. Wtedy
(5. 74)

S /1/1 p(z,y) dy, Sp(x —2/<p (¥)p(y, ) dy.

Przyktad 5.4. Jezeli x jest wiekiem komorki, to komérki potomne

maja wiek zerowy i wtedy

20(z), gdy 0¢€ A,

(5.75) Pz, A) = {O ady 0¢ A

Operator S* jest postaci S*(x) = 2b(z)1(0). W tym przypadku nie
istnieje operator S spelniajacy warunek (5.70) . Gdyby dopusci¢, ze
operator S ma wartosci w przestrzeni miar, to wtedy Sy = cdy, gdzie

c= [2b(x)p(z)d.

Nasuwa si¢ naturalne pytanie czy podstawowy model dynamiki

strukturalnej zaproponowany przez McKendricka [20] opisany réwna-

niem
u(t,a) Ou(t,a)
(5.76) % T g p(a)u(t,a)
z warunkiem brzegowym
(5.77) u(t,0) = 2 / ~ u(t, a)b(a) da
0

mozna wyprowadzi¢ korzystajac z réwnania (5.66) 7 Réwnanie (5.76)

mozna zapisa¢ w postaci

(5.78) — = Au,

ot
gdzie operator A jest postaci

(5.79) Ap(a) = —p(a)p(a) — ¢'(a).

Nalezy jeszcze zaznaczy¢, ze funkcje nalezace do dziedziny operatora

A spelniajg warunek catkowy

(5.80) 0(0) = /0 " 20 (a)b(a) da.

Skorzystajmy z réwnania (5.68) i wyznaczmy operator sprzezony do

A. Korzystajac z catkowania przez czesci oraz wzoréw (5.79) i (5.80)
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otrzymujemy
| Ag(@pi(a)da = [ (=u(a)p(a) = ¢ (@)¥(a) da
=~ [7 m@p(aysia) da+ ¢(0)p(0) + [ ola)(@)da
= [ pla)-u(a)i(a) + 2b(a)(0) + ¥ (@)] da

Zatem
AY(a) = —p(a)¥(a) + ' (a) + 2b(a)ip(0)
= —u(a)y(a) + ¢'(a) + S*Y(a),

a wiec S* jest operatorem z przyktadu 5.4.

Zadania

Zadanie 5.1. Rozwiaza¢ rownanie
0 0
% + %()\mu) = —p(z)u

z warunkiem poczatkowym u(0,z) = v(z) dla z > 0.
Zadanie 5.2. Niech g bedzie funkcja dodatnia dla > 0 oraz g(0) = 0.
Sprawdzi¢, ze rozwiazanie rownania
0 0
5+ 5 (9@) = —cu
spelniajace warunek poczatkowy u(0,x) = v(x) dane jest wzorem
)9(7r —1)
g(x)
Zadanie 5.3. Sprawdzié, ze wzor (5.43) definiuje polgrupe ciagla ope-
ratoréw dodatnich na L'(G).

ct

u(t,x) = e “v(r_yx

Zadanie 5.4. Sprawdzi¢, ze {U(t) };+>0 okre$lona wzorem (5.50) jest pél-
grupa operatoréw dodatnich na C'(GU{x}). Podaé przyklad, ze ta pdlgrupa
moze nie by¢ ciagla.

Wskazéwka Rozwazyé G = [0,00), pu(z) = 0 dla z € G, mz = etz oraz
f(z) =sinx.

Zadanie 5.5. Sprawdzi¢ wzér (5.54).
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