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Wst¦p

Odkrycie zbiorów analitycznych przypisuje si¦ Suslinowi [27], który podaª de�nicj¦ zbioru

analitycznego z u»yciem operacji (A), ale równie» scharakteryzowaª zbiory analityczne

na prostej jako rzuty podzbiorów borelowskich (lub podzbiorów typu Gδ) pªaszczyzny.

Wykazaª on równie» kluczowe twierdzenie o tym, »e istniej¡ zbiory analityczne nieborelowskie.

W latach mi¦dzywojennych XX wieku opublikowano kilka interesuj¡cych wyników pokazu-

j¡cych przykªady zbiorów analitycznych lub koanalitycznych nieborelowskich wyst¦puj¡-

cych w analizie rzeczywistej. W±ród nich znane jest twierdzenie Mazurkiewicza [19] o tym,

»e rodzina wszystkich funkcji ci¡gªych na [0, 1] ró»niczkowalnych w ka»dym punkcie jest

zbiorem koanalitycznym nieborelowskim. Zainteresowanie takimi zbiorami wzmogªo si¦

pocz¡wszy od lat 80-tych XX wieku, gdy odnotowano znaczny post¦p bada« opisowej

teorii mnogo±ci (por. [21], [14], [26]). Pojawiªy si¦ techniki dowodowe, za pomoc¡

których podano nowe dowody znanych twierdze« oraz uzyskano nowe wa»ne rezultaty

dotycz¡ce zbiorów analitycznych i koanalitycznych nieborelowskich wyst¦puj¡cych w anal-

izie, topologii i teorii miary. W±ród tych technik dowodowych bardzo u»yteczna okazaªa si¦

metoda redukcji do znanych zbiorów Π1
1�zupeªnych za pomoc¡ funkcji ci¡gªej (borelowskiej).

W wielu przykªadach jako standardowy zbiór Π1
1�zupeªny wyst¦puje zbiór WF drzew do-

brze ufundowanych na N.

W niniejszej rozprawie (rozdziaªy 2�4) zbadano deskryptywn¡ zªo»ono±¢ pewnych

naturalnych zbiorów wyst¦puj¡cych w analizie rzeczywistej. W rozdziale 2 rozwa»ane

s¡ zbiory zwarte nale»¡ce do hiperprzestrzeni K(R) opisane przez zachowanie si¦ op-

eratorów porowato±ci i g¦sto±ci Lebesgue'a. Pewne zbiory okazuj¡ si¦ by¢ borelowskie

odpowiedniego poziomu, a inne Π1
1�zupeªne. Zastosowano metod¦ redukcji do standard-

owych zbiorów borelowskich odpowiedniego poziomu oraz do pewnej rodziny W̃F drzew

dobrze ufundowanych (która jest Π1
1�zupeªna). Najwi¦ksz¡ trudno±ci¡ w tych dowodach

jest konstrukcja stosownego odwzorowania redukuj¡cego (ci¡gªego lub borelowskiego). W

rozdziale 4 przedstawiono odpowiedni¡ konstrukcj¦ pokazuj¡c¡, »e zbiór SSH+ wszystkich
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autohomeomor�zmów przedziaªu [0, 1] bez dodatniej i sko«czonej pochodnej prawostron-

nej w ka»dym punkcie x ∈ [0, 1) jest Π1
1�zupeªny (Twierdzenie 3.5). Zmody�kowana kon-

strukcja (Twierdzenie 3.1) potwierdza hipotez¦ Grafa, Mauldina i Williamsa [11] o tym, »e

zbiór ±ci±le singularnych autohomeomor�zmów przedziaªu [0, 1] jest Π1
1�zupeªny. Wyniki

rozdziaªu 4 nawi¡zuj¡ do klasycznego twierdzenia Mazurkiewicza [19] i jego uogólnienia

uzyskanego ostatnio przez Sofronidisa [25]. Mody�kuj¡c metod¦ dowodu z monogra�i

Kechrisa [14], uzyskano istotne uogólnienie obu twierdze«. Zaproponowano te» alternaty-

wn¡ metod¦ z wykorzystaniem specjalnych drzew dobrze ufundowanych.

Rozdziaª 5 jest po±wi¦cony zachowaniu si¦ ci¡gów zbiorów analitycznych w przestrzeni

polskiej ze wzgl¦du na operacje przeci¦cia i granicy górnej. Laczkovich [17] i Halmos [12]

zastanawiali si¦, czy z faktu, »e granica górna lim supn∈H A
n ci¡gu zbiorów (An) w R jest

zbiorem �du»ym� dla ka»dego H ∈ [N]ω wynika, »e przeci¦cie
⋂
n∈GA

n jest �du»e� dla

pewnego G ∈ [N]ω. Halmos znalazª naturalny kontrprzykªad, gdy zbiór �du»y� oznacza

zbiór miary dodatniej, za± Laczkovich udowodniª prawdziwo±¢ powy»szej implikacji, gdy

(An) jest ci¡giem zbiorów borelowskich, za± zbiór �du»y� oznacza zbiór nieprzeliczalny.

Twierdzenie Laczkovicha uogólniª potem Komjáth [15] na przypadek zbiorów anality-

cznych. Uwzgl¦dniaj¡c jego rezultat i przykªad Halmosa, naturalne byªo wprowadze-

nie wªasno±ci (nazwanej wªasno±ci¡ (K) Komjátha) dla σ�ideaªu J , który determinuje

poj¦cia: zbiór �du»y� lub zbiór �maªy�. Gªównym wynikiem rozdziaªu 5 jest rozszerze-

nie twierdzenia Komjátha na przypadek σ�ideaªu generowanego przez podziaª X/E dla

relacji równowa»no±ci E ⊂ X ×X typu Fσ na przestrzeni polskiej X (Twierdzenie 5.7).

Wzmocnieniem tego twierdzenia jest jego wersja parametryczna (Wniosek 5.13).

Rezultaty rozdziaªu 2 weszªy w skªad artykuªu [10] przyj¦tego do druku, za± odpowied-

nie wyniki rozdziaªów 3 i 4 znalazªy si¦ w pracach wysªanych do druku. Praca doktorska

zostaªa przygotowana w ramach grantu promotorskiego nr 1P03A02330.



Rozdziaª 1

Podstawowe fakty, oznaczenia i

terminologia

1.1 Oznaczenia

Wi¦kszo±¢ stosowanych w rozprawie oznacze« jest standardowa i zgodna z oznaczeniami

u»ywanymi w monogra�i Kechrisa [14]. Niech N = {0, 1, ...}. Podobnie jak w [14] symbol

| · | w zale»no±ci od sytuacji b¦dzie oznacza¢ warto±¢ bezwzgl¦dn¡ liczby rzeczywistej, dªu-

go±¢ przedziaªu, liczb¦ wyrazów ci¡gu lub moc zbioru. Ta wieloznaczno±¢ nie powinna jed-

nak prowadzi¢ do nieporozumie«. Dla niesko«czonego zbioru A przez [A]ω oznaczmy rodz-

in¦ niesko«czonych i przeliczalnych podzbiorów A, a przez [A]<ω rodzin¦ wszystkich sko«c-

zonych podzbiorów A. Przestrze« topologiczn¡ X nazywamy przestrzeni¡ polsk¡, gdy jest

o±rodkowa i metryzowalna w sposób zupeªny. Znanymi przykªadami przestrzeni polskich

s¡ {0, 1}N (przestrze« Cantora), NN (przestrze« Baire'a), R. Ustalmy nieprzeliczaln¡

przestrze« polsk¡ X. Dla liczby porz¡dkowej α takiej, »e 1 ≤ α < ω1, de�niujemy hier-

archi¦ zbiorów borelowskich w X w nast¦puj¡cy sposób: Σ0
1(X) � zbiory otwarte, Π0

1(X)

� zbiory domkni¦te; dla 1 < α < ω1, Σ0
α(X) = {

⋃
n∈NAn : ∀n ∈ N(An ∈

⋃
β<α Π0

β)}
oraz Π0

α(X) = {X \A : A ∈ Σ0
α(X)}. W dalszym ci¡gu zamiast Σ0

α(X), Π0
α(X) b¦dziemy

pisa¢ krótko Σ0
α, Π0

α. Zbiór A ⊂ X nazywa si¦ analityczny, gdy jest on rzutem zbioru

borelowskiego B ⊂ X ×X (równowa»ne de�nicje zbioru analitycznego mo»na znale¹¢ w

[14, 14.A]). Zbiór C ⊂ X nazywa si¦ koanalityczny, gdy X \C jest zbiorem analitycznym.

Klasy zbiorów analitycznych i koanalitycznych oznaczamy odpowiednio Σ1
1 oraz Π1

1.

Przez K(X) oznaczamy hiperprzestrze« wszystkich niepustych podzbiorów zwartych
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przestrzeni X, wyposa»on¡ w topologi¦ Vietorisa, tj. najmniejsz¡ topologi¦, w której

zbiory postaci {K ∈ K(X) : K ∩ U 6= ∅} oraz {K ∈ K(X) : K ⊂ U} s¡ otwarte, dla

dowolnego zbioru U otwartego w X; równowa»nie jest to topologia generowana przez

metryk¦ Hausdor�a zadan¡ wzorem ρH(K,L) = max(maxx∈K ρ(x, L),maxx∈L ρ(x,K)),

gdzie ρ(x,A) oznacza odlegªo±¢ punktu x od zbioru A w sensie metryki przestrzeni X.

Dla zbioru A ⊂ X × Y i punktu x ∈ X oznaczmy Ax = {y ∈ Y : (x, y) ∈ A} � jest to

ci¦cie zbioru A generowane przez x.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡. Mówimy, »e zbiór A ⊂ X jest zbiorem Γ�hard

(gdzie Γ oznacza klas¦ zbiorów w hierarchii borelowskiej lub rzutowej, tzn. Γ = Π0
α, Σ0

α,

Π1
n, Σ1

n itp.), gdy dla ka»dej przestrzeni polskiej Y i zbioru B ∈ Γ(Y ) istnieje funkcja

ci¡gªa f : Y → X taka, »e f−1(A) = B. Je±li dodatkowo A ∈ Γ(X), to zbiór A nazywa si¦

Γ�zupeªny. Je±li w powy»szej de�nicji zast¡pimy warunek istnienia funkcji ci¡gªej przez

warunek istnienia funkcji borelowskiej, to otrzymamy tzw. zbiory borelowsko Γ�zupeªne.

Zbiory Γ�zupeªne s¡ �najbardziej skomplikowane� w klasie Γ, co znaczy, »e w hierarchii

borelowskiej lub rzutowej znajduj¡ si¦ dokªadnie w klasie Γ, a nie poni»ej; np. zbiór

Σ0
3�zupeªny nie jest zbiorem Π0

3, a zbiór Π1
1�zupeªny nie jest Σ1

1 (w szczególno±ci nie jest

borelowski). Wprost z de�nicji wnioskujemy, »e poj¦cie Γ�zupeªno±ci jest niezmiennikiem

homeomor�zmów. Liczne przykªady zbiorów Γ�zupeªnych mo»na znale¹¢ w [14] - s¡ w±ród

nich przykªady zbiorów w naturalny sposób pojawiaj¡cych si¦ w analizie matematycznej

oraz zbiory w pewnym sensie �kanoniczne�. Te wªa±nie kanoniczne przykªady b¦d¡ dla nas

miaªy du»e znaczenie, gdy», po pierwsze, maj¡ one przejrzyst¡ budow¦ kombinatoryczn¡, a

po drugie, daj¡ si¦ one stosunkowo prosto wykorzysta¢ do pokazania Γ�zupeªno±ci innych

zbiorów � je±li B ∈ Γ(Y ) oraz istniej¡: zbiór A ⊂ X, który jest Γ�zupeªny i ci¡gªa funkcja

f : X → Y o tej wªasno±ci, »e f−1(B) = A, to B tak»e jest Γ�zupeªny (wynika to wprost z

de�nicji Γ�zupeªno±ci). Zatem aby pokaza¢, »e zbiór B jest Γ�zupeªny, wystarczy dobra¢

odpowiedni Γ�zupeªny zbiór kanoniczny A i funkcj¦ f .

1.2 Kanoniczne zbiory Γ�zupeªne

Poni»ej przedstawimy przykªady zbiorów Γ�zupeªnych, które b¦d¡ wykorzystywane w

dalszej cz¦±ci pracy.

Fakt 1.1 [14, 23.A] Zbiór C3 = {α ∈ NN : limn→∞ α(n) = ∞} jest Π0
3�zupeªny (Fσδ�

zupeªny).
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Fakt 1.2 [14, 23.A] Zbiór N2 = {α ∈ {0, 1}N : ∀k ∈ N∃n > k (α(n) = 0)} jest Π0
2�

zupeªny (Gδ-zupeªny).

Niech A b¦dzie dowolnym zbiorem niepustym. Przez A<N oznaczmy zbiór wszystkich

ci¡gów sko«czonych (wraz z ci¡giem pustym) o wyrazach ze zbioru A. Zbiór T ⊂ A<N

nazywa si¦ drzewem na A, gdy ci¡g pusty nale»y do T oraz z faktu, »e (a(0), ..., a(n)) ∈ T
wynika, »e (a(0), ..., a(k)) ∈ T dla wszystkich k < n. Ciaªem drzewa T nazywa si¦

zbiór {x ∈ AN : ∀n ∈ N (x(0), x(1), ..., x(n)) ∈ T} wszystkich niesko«czonych gaª¦zi

drzewa T , który oznaczamy przez [T ]. Drzewo T nazywa si¦ dobrze ufundowanym, gdy

[T ] = ∅, inaczej mówi¡c, gdy T nie ma niesko«czonych gaª¦zi. W dalszym ci¡gu wszys-

tkie rozwa»ane drzewa b¦d¡ drzewami na N. Drzewo mo»emy uto»samia¢ z jego funkcj¡

charakterystyczn¡, a co za tym idzie zbiór wszystkich drzew Tr mo»emy uto»samia¢ z

podzbiorem {0, 1}N<N
(jako przeliczalny produkt przestrzeni {0, 1}, przestrze« {0, 1}N<N

jest homeomor�czna z przestrzeni¡ Cantora). Okazuje si¦, »e Tr jest podzbiorem typu

Gδ w przestrzeni {0, 1}N<N
, zatem Tr mo»na rozwa»a¢ jako przestrze« polsk¡.

Fakt 1.3 [14, 32.B] Zbiór WF wszystkich dobrze ufundowanych drzew jest Π1
1�zupeªnym

podzbiorem przestrzeni Tr wszystkich drzew na N.

Rozwa»my podprzestrze« wszystkich drzew Tr zde�niowan¡ nast¦puj¡co

T̃ r = {T ∈ Tr : ∀s ∈ N<N ∀n ∈ N (ŝ n ∈ T ⇒ ∀m ∈ N ŝ m ∈ T )} =

⋂
s∈N<N

⋂
n∈N

({T ∈ Tr : ŝ n /∈ T} ∪
⋂
m∈N

{T ∈ Tr : ŝ m ∈ T}),

gdzie ŝ n oznacza konkatenacj¦ ci¡gu s ∈ N<N, która rozszerza ten ci¡g o ostatni wyraz n.

St¡d wynika, »e T̃ r jest przestrzeni¡ polsk¡, gdy» jest domkni¦tym podzbiorem przestrzeni

polskiej Tr. Przez W̃F oznaczamy WF ∩ T̃ r. Przez UB oznaczmy zbiór wszystkich

drzew T takich, »e ciaªo [T ] jest zbiorem jednoelementowym (drzewo T ma dokªadnie

jedn¡ niesko«czon¡ gaª¡¹). Przez ŨB oznaczymy UB ∩ T̃ r. Mówimy, »e zbiory rozª¡czne

A,B ⊂ X dadz¡ si¦ borelowsko rozdzieli¢, gdy istnieje zbiór borelowski C ⊂ X taki, »e

A ⊂ C i C ∩B = ∅.

Fakt 1.4 Zbiór W̃F jest Π1
1�zupeªnym podzbiorem przestrzeni T̃ r. Ponadto W̃F i ŨB

s¡ par¡ zbiorów koanalitycznych, które nie daj¡ si¦ borelowsko oddzieli¢.
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Dowód. Zauwa»my, »e dla dowolnego T ∈ Tr

T ∈ WF ⇐⇒ T ∪ {ŝ m ∈ N<N : (∃n ∈ N ŝ n ∈ T ) i m ∈ N} ∈ W̃F .

Na mocy Faktu 1.3 zbiór WF jest Π1
1�zupeªny. Nast¦puj¡ce odwzorowanie

(∗) Tr 3 T 7→ T ∪ {ŝ m ∈ N<N : (∃n ∈ N ŝ n ∈ T ) i m ∈ N} ∈ T̃ r

jest borelowskie jako granica ci¡gu odwzorowa« ci¡gªych Rk : Tr → T̃ r, k ∈ N, zde�n-

iowanych nast¦puj¡co

Rk(T ) = T ∪ {ŝ m ∈ N<N : (∃n < k ŝ n ∈ T ) oraz m < k}, T ∈ Tr.

Wiadomo, »e poj¦cia Π1
1�zupeªno±ci i borelowskiej Π1

1�zupeªno±ci s¡ równowa»ne (patrz

[13]). Zatem W̃F jest Π1
1�zupeªnym podzbiorem T̃ r.

Wiadomo, »eWF i UB s¡ par¡ zbiorów koanalitycznych, które nie daj¡ si¦ borelowsko

oddzieli¢ (patrz [14, 35.2]). Gdyby W̃F i ŨB daªy si¦ borelowsko oddzieli¢, to odw-

zorowanie opisane w (∗) ±wiadczyªoby o tym, »e tak»e WF i UB daj¡ si¦ borelowsko

oddzieli¢, co jest niemo»liwe. �



Rozdziaª 2

Zbiory zwarte opisane przez operatory

g¦sto±ci i porowato±ci

W tym rozdziale wyznaczymy zªo»ono±¢ deskryptywn¡ podzbiorów hiperprzestrzeni K(R)

zde�niowanych przy u»yciu operatora porowato±ci oraz operatora g¦sto±ci Lebesgue'a.

Zarówno porowato±¢ jak i g¦sto±¢ Lebesgue'a okre±laj¡ lokaln¡ wielko±¢ zbioru w otocze-

niu ustalonego punktu. Poj¦cia te graj¡ istotn¡ rol¦ w analizie matematycznej (patrz

[4]). Poni»sze rozwa»ania dotycz¡ce porowato±ci maj¡ swoje ¹ródªo w pracy [23] Pelanta

i Zelený'ego, gdzie wykazano, »e zwarte zbiory σ�porowate s¡ Π1
1�zupeªnym podzbiorem

K(R). Wynik ten uogólnili Zaji£ek i Zelený w pracy [29] na inne typy porowato±ci.

Deskryptywne wªasno±ci porowato±ci byªy tak»e badane w pracy [32]. Wiele faktów doty-

cz¡cych porowato±ci mo»na znale¹¢ w przegl¡dowych artykuªach [30] and [31].

Niech E ⊂ R, x ∈ R oraz R > 0. Przez λ+(x,R,E) oznaczmy sup{b − a : (a, b) ⊂
(x, x + R) \ E} (je±li przedziaª (a, b) ⊂ (x, x + R) \ E nie istnieje, to przyjmujemy

λ+(x,R,E) = 0). Prawostronn¡ porowato±ci¡ zbioru E w punkcie x nazywamy liczb¦

p+(E, x) = lim sup
R→0+

λ+(x,R,E)

R
.

Analogicznie de�niujemy lewostronn¡ porowato±¢ zbioru E w punkcie x i oznaczamy j¡

symbolem p−(E, x). Mówimy, »e zbiór E jest porowaty (silnie porowaty) z prawej strony

punktu x, gdy p+(E, x) > 0 (p+(E, x) = 1). Zbiór E nazywamy obustronnie porowatym

(silnie obustronnie porowatym) w x, gdy jest porowaty (silnie porowaty) jednocze±nie z

prawej i lewej strony punktu x.

Niech µ b¦dzie miar¡ Lebesgue'a na prostej R. Dla mierzalnego podzbioru E ⊂ R

oraz punktu x ∈ R, przez d+(x,E) oznaczamy prawostronn¡ g¦sto±¢ zbioru E w punkcie

9
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x, tzn. liczb¦ d+(x,E) = limh→0+
µ([0,h]∩E)

h
, przy zaªo»eniu, »e ta granica istnieje. Sym-

bolem d+(x,E) oznaczamy doln¡ prawostronn¡ g¦sto±¢ zbioru E w x, to znaczy liczb¦

lim infh→0+
µ([0,h]∩E)

h
(ta granica zawsze istnieje). Podobnie de�niujemy d+(x,E) � górn¡

prawostronn¡ g¦sto±¢ zbioru E w punkcie x. Oczywi±cie 0 ≤ d+(x,E) ≤ d+(x,E) ≤ 1.

Je»eli d+(x,E) = 1, to x nazywamy prawostronnym punktem g¦sto±ci zbioru E. Analog-

icznie de�niujemy doln¡ i górn¡ lewostronn¡ g¦sto±¢ d−(x,E) i d−(x,E) oraz lewostronne

punkty g¦sto±ci. Je±li d+(x,E) = 1 = d+(x,E), to x nazywa si¦ (obustronnym) punktem

g¦sto±ci zbioru E. Klasyczne twierdzenie Lebesgue'a (por. [4, Tw. 5.1]) mówi o tym, »e

prawie ka»dy punkt zbioru mierzalnego E jest jego punktem g¦sto±ci.

Wyniki zaprezentowane w tym rozdziale zostaªy opublikowane w artykule [10].

2.1 Zbiory zwarte o ustalonej porowato±ci w zerze

Lemat 2.1 Niech 0 < ε < 1 oraz R > 0. Wówczas zbiory {K ∈ K(R) : λ+(0, R,K) >

εR} oraz {K ∈ K(R) : λ+(0, R,K) < εR} s¡ otwarte w K(R).

Dowód. Niech K0 ∈ K(R) b¦dzie takie, »e λ+(0, R,K0) > εR. Wówczas znajdziemy

domkni¦ty przedziaª I ⊂ (0, R) dªugo±ci εR taki, »e I ∩ K0 = ∅. Zatem {K ∈ K(R) :

K ⊂ R \ I} jest otwartym otoczeniem K0 zawartym w {K ∈ K(R) : λ+(0, R,K) > εR}.
Dla ka»dego ci¡gu sko«czonego 0 = x0 < x1 < ... < xn = R o tej wªasno±ci, »e

xi − xi−1 < εR (dla i = 1, 2, ..., n) wybierzmy liczb¦ δ > 0, δ = δ(x0, ..., xn), tak¡, »e

xi − xi−1 + 2δ < εR oraz xi − xi−1 > 2δ (dla i = 1, 2, ..., n). Poka»emy, »e

{K ∈ K(R) : λ+(0, R,K) < εR} =
⋃
{K ∈ K(R) : K∩(xi−δ, xi+δ) 6= ∅ dla i = 1, ..., n−1,

K ∩ (x0, δ) 6= ∅ oraz K ∩ (xn − δ, xn) 6= ∅},

gdzie sumowanie rozci¡ga si¦ na wszystkie ci¡gi x0, ..., xn, δ opisane powy»ej.

Niech K ∈ K(R) b¦dzie takie, »e λ+(0, R,K) < εR. Poªó»my x0 = 0. Skoro

λ+(0, R,K) < εR, to istnieje x1 ∈ (x0, x0 + εR) ∩ K. Post¦puj¡c indukcyjnie, de�ni-

ujemy ci¡g x2, ..., xn taki, »e xi ∈ (xi−1, xi−1 + εR) ∩ K, dla i = 2, ..., n − 1, oraz

xn = R ∈ (xn−1, xn−1 + εR). Na koniec poªó»my

δ = min

{
min

{
εR− (xi − xi−1)

4
: i = 1, ..., n

}
,min

{
xi − xi−1

4
: i = 1, ..., n

}}
.

Wówczas xi − xi−1 + 2δ < εR oraz xi − xi−1 > 2δ dla wszystkich i = 1, 2, ..., n, K ∩ (xi −
δ, xi + δ) 6= ∅ dla i = 1, ..., n− 1, K ∩ (x0, δ) 6= ∅ oraz K ∩ (xn − δ, xn) 6= ∅.
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Odwrotnie niech x0, ..., xn, δ b¦dzie jednym z opisanych powy»ej ci¡gów. Niech K ∈
K(R) b¦dzie taki, »e K ∩ (xi − δ, xi + δ) 6= ∅ dla i = 1, ..., n − 1, K ∩ (x0, δ) 6= ∅ oraz
K ∩ (xn − δ, xn) 6= ∅. Wybierzmy yi ∈ K ∩ (xi − δ, xi + δ) dla i = 1, ..., n − 1, oraz

y0 ∈ K ∩ (x0, δ) i yn ∈ K ∩ (xn − δ, xn). Wówczas ka»dy przedziaª zawarty w (0, R),

o dªugo±ci wi¦kszej ni» max1≤i≤n{xi − xi−1 + 2δ} zawiera co najmniej jeden z punktów

y0, y1, ..., yn. Zatem z wyboru ci¡gu x0, x1, ..., xn, δ wynika, »e λ+(0, R,K) < εR. �

Lemat 2.2 Niech 0 < bn+1 < bn dla ka»dego n ∈ N oraz limn→∞ bn = 0. Niech A = {0, 1}
lub A = N oraz niech Iα(n) ⊂ [bn+1, bn] dla dowolnych α ∈ AN, n ∈ N, b¦dzie przedziaªem

domkni¦tym lub zbiorem pustym. Wówczas odwzorowanie ϕ : AN → K(R) dane wzorem

ϕ(α) = {0} ∪
⋃
n∈N

Iα(n), α ∈ AN

jest ci¡gªe.

Dowód. Niech α ∈ AN i ε > 0. Dobierzmy n ∈ N tak, aby bn < ε. Niech teraz ci¡g

β ∈ AN b¦dzie taki, »e β|n = α|n. Wówczas ϕ(α) 4 ϕ(β) ⊂ (0, bn] (gdzie 4 oznacza

ró»nic¦ symetryczn¡ zbiorów), a zatem

ρH(ϕ(α), ϕ(β)) ≤ diam(ϕ(α)4 ϕ(β)) ≤ bn < ε,

co dowodzi ci¡gªo±ci ϕ. �

Twierdzenie 2.3 Niech r ∈ [0, 1] i P+
r = {K ∈ K(R) : p+(K, 0) = r}. Wówczas:

(a) zbiór P+
r jest Π0

3�zupeªny (Fσδ�zupeªny) dla r ∈ [0, 1);

(b) zbiór P+
1 jest Π0

2�zupeªny (Gδ�zupeªny).

Dowód. (a) Przez Q+ oznaczmy zbiór wszystkich liczb wymiernych dodatnich. Za-

uwa»my, »e

P+
r =

{
K ∈ K(R) : ∀ε > 0 ∃R0 > 0 ∀R ∈ (0, R0)

λ+(0, R,K)

R
≤ r + ε

}
∩

{
K ∈ K(R) : ∀ε > 0 ∀R0 > 0 ∃R ∈ (0, R0)

λ+(0, R,K)

R
≥ r − ε

}
=

⋂
ε∈Q+

⋃
R0∈Q+

⋂
R∈(0,R0)∩Q+

{
K ∈ K(R) :

λ+(0, R,K)

R
≤ r + ε

}
∩
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⋂
ε∈Q+

⋂
R0∈Q+

⋃
R∈(0,R0)∩Q+

{
K ∈ K(R) :

λ+(0, R,K)

R
≥ r − ε

}
.

Zatem na mocy Lematu 2.1 otrzymujemy, »e P+
r jest klasy Π0

3.

Ustalmy t ∈ (0, 1 − r) oraz poªó»my bn = tn i a(k)
n = (bn+1

k
1−r + bn)/(k + 1) dla

n, k ∈ N. Zauwa»my, »e a(k)
n jest wypukª¡ kombinacj¡ liczb bn+1/(1 − r) i bn. Poniewa»

t < t/(1− r) < 1, wi¦c bn+1 < bn+1/(1− r) < bn. Zatem bn+1 < a
(k)
n < bn, dla wszystkich

n, k ∈ N. De�niujemy funkcj¦ Fr : NN → K(R) wzorem

Fr(α) = {0} ∪
⋃
n∈N

[a(α(n))
n , bn], α ∈ NN.

Na mocy Lematu 2.2 funkcja Fr jest ci¡gªa. Zatem, gdy poka»emy, »e Fr(α) ∈ P+
r ⇐⇒

α ∈ C3, to na mocy Faktu 1.1 dowód tezy (a) b¦dzie zako«czony.

Niech α ∈ C3. Wówczas

p+(Fr(α), 0) = lim sup
n→∞

a
(α(n))
n − bn+1

a
(α(n))
n

= lim sup
n→∞

(
1− bn+1

a
(α(n))
n

)
=

lim sup
n→∞

(
1− bn+1(α(n) + 1)

bn+1
α(n)
1−r + bn

)
= 1− (1− r) = r.

Zatem Fr(α) ∈ P+
r .

Niech teraz α /∈ C3. Wówczas istnieje ±ci±le rosn¡cy ci¡g (nk) liczb naturalnych oraz

liczba N ∈ N taka, »e α(nk) = N dla wszystkich k ∈ N. Zatem

p+(Fr(α), 0) = lim sup
n→∞

a
(α(n))
n − bn+1

a
(α(n))
n

≥ lim sup
k→∞

a
(α(nk))
nk − bnk+1

a
(α(nk))
nk

=

lim sup
k→∞

(
1− bnk+1N + bnk+1

bnk+1
N

1−r + bnk

)
= lim sup

k→∞

(
1− bnk+1N + bnk+1

bnk+1
N

1−r + t−1bnk+1

)
=

1− N + 1
N

1−r + t−1
= 1− (N + 1)(1− r)

N + t−1(1− r)
.

Zauwa»my, »e

1− (N + 1)(1− r)
N + t−1(1− r)

− r =
r2t−1 + r(1− 2t−1) + t−1 − 1

N + t−1(1− r)
.

Niech f(r) = r2t−1+r(1−2t−1)+t−1−1. Rozwi¡zuj¡c równanie kwadratowe, otrzymujemy

f(r) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy r = 1− t lub r = 1. Zatem f(r) > 0 dla r ∈ [0, 1− t).
St¡d p+(Fr(α), 0) > r oraz Fr(α) /∈ P+

r .
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(b) Mamy

P+
1 =

{
K ∈ K(R) : lim sup

R→0+

λ+(0, R,K)

R
= 1

}
={

K ∈ K(R) : ∀ε > 0 ∀R0 > 0 ∃R ∈ (0, R0)
λ+(0, R,K)

R
> 1− ε

}
=

⋂
ε∈Q+

⋂
R0∈Q+

⋃
R∈(0,R0)∩Q+

{
K ∈ K(R) :

λ+(0, R,K)

R
> 1− ε

}
.

Na mocy Lematu 2.1 otrzymujemy, »e P+
1 jest klasy Π0

2.

Zde�niujmy funkcj¦ G : {0, 1}N → K(R) wzorem

G(α) = {0} ∪
⋃

n∈N, α(n)=1

[
1

(n+ 1)!
,

1

n!

]
, α ∈ {0, 1}N.

Z Lematu 2.2 wynika, »e funkcja G jest ci¡gªa. Zatem wobec Faktu 1.2 wystarczy pokaza¢,

»e G(α) ∈ P+
1 ⇐⇒ α ∈ N2.

Niech α ∈ N2 i niech (nk) b¦dzie ±ci±le rosn¡cym ci¡giem liczb naturalnych takim, »e

α(nk) = 0 dla k ∈ N. Wówczas

p+(G(α), 0) ≥ lim sup
k→∞

1
nk!
− 1

(nk+1)!

1
nk!

= lim sup
k→∞

nk
nk + 1

= 1.

Zatem G(α) ∈ P+
1 .

Niech teraz α /∈ N2. Wtedy istnieje liczba N ∈ N taka, »e α(n) = 1 dla ka»dego

n ≥ N . Wówczas G(α) ⊃ [0, 1
N !

] oraz p+(G(α), 0) = 0. Zatem ostatecznie G(α) /∈ P+
1 .�

Wniosek 2.4 Zbiór Por+ (SPor+) wszystkich niepustych zbiorów zwartych, które s¡ pra-

wostronnie porowate (silnie prawostronnie porowate) w 0 jest Σ0
3�zupeªnym (Π0

2�zupeªnym)

podzbiorem K(R).

Dowód. Mamy Por+ = K(R) \ P+
0 oraz SPor+ = P+

1 . �

2.2 Zbiory zwarte o ustalonej g¦sto±ci Lebesgue'a w

zerze

Teraz udowodnimy wynik analogiczny do Twierdzenia 2.3 dla operatora g¦sto±ci.

Lemat 2.5 Niech 0 < ε < 1, h > 0. Wówczas zbiór {K ∈ K(R) : µ([0, h] ∩ K) < εh}
jest otwarty oraz zbiór {K ∈ K(R) : µ([0, h] ∩K) ≥ εh} jest domkni¦ty.
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Dowód. Zauwa»my, »e

{K ∈ K(R) : µ([0, h] ∩K) < εh} =

{K ∈ K(R) : ∃U � zbiór otwarty, µ(U ∩ [0, h]) < εh oraz K ⊂ U}.

Zbiór ten to suma bazowych zbiorów otwartych w K(R), a wi¦c jest on otwarty. Druga

cz¦±¢ tezy wynika z pierwszej przez przej±cie do dopeªnienia. �

Fakt 2.6 Niech r ∈ [0, 1] oraz D+
r = {K ∈ K(R) : d+(0, K) = r}. Wówczas D+

r jest

klasy Π0
4 (Gδσδ).

Dowód. Niech r ∈ [0, 1]. Wiadomo, »e dla mierzalnego zbioru E ⊂ R oraz liczby

t ∈ [0, 1] mamy

lim
h→0+

µ(E ∩ [0, h])

h
= t ⇐⇒ lim

n→∞

µ(E ∩ [0, 1/n])

1/n
= t

(por. np. [7, Prop. 1.2.1]). St¡d

D+
r = {K ∈ K(R) : ∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N r − ε ≤ nµ(K ∩ [0, 1/n]) < r + ε} =⋂

ε∈Q+

⋃
N∈N

⋂
n≥N

{K ∈ K(R) : r − ε ≤ nµ(K ∩ [0, 1/n]) < r + ε}.

Z Lematu 2.5 wynika, »e zbiór {K ∈ K(R) : r − ε ≤ nµ(K ∩ [0, 1/n]) < r + ε} jest klasy
Π0

2 (Gδ). Zatem D+
r jest klasy Π0

4 (Gδσδ). �

Twierdzenie 2.7 D+
1 jest zbiorem Π0

3�zupeªnym (Fσδ�zupeªnym).

Dowód. Zauwa»my, »e

D+
1 = {K ∈ K(R) : ∀ε > 0 ∃h′ > 0 ∀h ∈ (0, h′) µ([0, h] ∩K) ≥ (1− ε)h} =⋂

ε∈Q+

⋃
h′∈Q+

⋂
h∈Q+∩(0,h)

{K ∈ K(R) : µ([0, h] ∩K) ≥ (1− ε)h}.

Z Lematu 2.5 i powy»szego wzoru wynika, »e zbiór D+
1 jest klasy Π0

3.

Poªó»my bn = 1
2n

oraz a(k)
n = bn+1+kbn

k+1
, dla n ∈ N, k ∈ N. Zde�niujmy funkcj¦

F : NN → K(R) wzorem

F (α) = {0} ∪
⋃
n∈N

[a(α(n))
n , bn], α ∈ NN.
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Z Lematu 2.2 wynika, »e funkcja F jest ci¡gªa. Zatem wobec Faktu 1.1 wystarczy pokaza¢,

»e F (α) ∈ D+
1 ⇐⇒ α ∈ C3 dla α ∈ NN.

Ustalmy α ∈ C3. Niech 0 < ε < 1 i wybierzmy N ∈ N tak, aby N
N+2

> 1−ε. Wówczas

znajdziemy liczb¦ k ∈ N tak¡, »e dla wszystkich n ≥ k zachodzi α(n) ≥ N . Zauwa»my,

»e

d+(0, F (α)) ≥ lim inf
k→∞

(
1

a
(α(k))
k

∞∑
n=k+1

(
bn − a(α(n))

n

))
=

lim inf
k→∞

(
α(k) + 1

α(k)bk+1 + bk

∞∑
n=k+1

(
bn −

α(n)bn+1 + bn
α(n) + 1

))
=

lim inf
k→∞

(
α(k) + 1

α(k)2−k−1 + 2−k

∞∑
n=k+1

α(n)(bn − bn+1)

α(n) + 1

)
≥

lim inf
k→∞

(
N + 1

N2−k−1 + 2−k
· N

N + 1

∞∑
n=k+1

1

2n+1

)
=

N

N + 2
> 1− ε.

St¡d F (α) ∈ D+
1 .

Niech teraz α /∈ C3. Znajdziemy ±ci±le rosn¡cy ci¡g liczb naturalnych (nk) oraz N ∈ N

takie, »e α(nk) = N dla wszystkich k ∈ N. Wówczas

d+(0, F (α)) ≤ lim sup
k→∞

(
1

bnk

∞∑
n=nk

(bn − a(α(n))
n )

)
= lim sup

k→∞

(
2nk

∞∑
n=nk

α(n)

α(n) + 1
· 1

2n+1

)
≤

lim sup
k→∞

(
2nk

(
N

N + 1
· 1

2nk+1
+

∞∑
n=nk

1

2n+1

))
=

(
N

N + 1
+ 1

)
1

2
< 1.

Zatem F (α) /∈ D+
1 . �

Poka»emy teraz, »e twierdzenia z tego i poprzedniego paragrafu pozostaj¡ prawdziwe,

je±li rozwa»ymy p−(K, 0) lub p(K, 0) zamiast p+(K, 0), oraz d−(0, K) lub d(0, K) zamiast

d+(0, K).

Twierdzenie 2.8 Niech r ∈ [0, 1] i P−r = {K ∈ K(R) : p−(K, 0) = r}. Wówczas

(a) zbiór P−r jest Π0
3�zupeªny (Fσδ�zupeªny) dla r ∈ [0, 1);

(b) zbiór P−1 jest Π0
2�zupeªny (Gδ�zupeªny).

Dowód. Niech −K = {−x : x ∈ K} dla K ⊂ R. Wystarczy zauwa»y¢, »e

p−(−K, 0) = p+(K, 0) oraz odwzorowanie K 7→ −K jest homeomor�zmem przestrzeni

K(R) na siebie. Teraz teza wynika z Twierdzenia 2.3. �
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Wniosek 2.9 Zbiór Por− (SPor−) wszystkich niepustych zbiorów zwartych, które s¡

lewostronnie porowate (silnie lewostronnie porowate) w 0 jest Σ0
3�zupeªnym (Π0

2�zupeªnym)

podzbiorem K(R).

Analogicznie mo»na udowodni¢ nast¦puj¡ce

Twierdzenie 2.10 Niech D−1 = {K ∈ K(R) : d−(0, K) = 1}. Wówczas D−1 jest zbiorem

Π0
3�zupeªnym (Fσδ�zupeªnym).

Twierdzenie 2.11 Niech r ∈ [0, 1] i Pr = {K ∈ K(R) : p(K, 0) = r}. Wówczas

(a) zbiór Pr jest Π0
3�zupeªny (Fσδ�zupeªny) dla r ∈ [0, 1);

(b) zbiór P1 jest Π0
2�zupeªny (Gδ�zupeªny).

Dowód. Najpierw zauwa»my, »e Twierdzenie 2.3 pozostaje prawdziwe je±li zamiast

P+
r rozwa»a¢ zbiór {K ∈ K([0,∞)) : p+(K, 0) = r}. Zauwa»my dalej, »e p(K ∪−K, 0) =

p+(K, 0) dla K ∈ K([0,∞)). Niech F : K([0,∞)) → K(R) b¦dzie dane wzorem F (K) =

K ∪−K. Wówczas F jest odwzorowaniem ci¡gªym (por. [14, 4.29]) oraz F−1(Pr) = P+
r .

Zatem z Twierdzenia 2.3 wynika, »e Pr jest Π0
3�hard dla r ∈ [0, 1), oraz Π0

2�hard dla r = 1.

Poniewa» Pr = P+
r ∩ P−r , wi¦c Pr jest klasy Π0

3 dla r ∈ [0, 1), oraz klasy Π0
2 dla r = 1.

St¡d dostajemy tez¦. �

Wniosek 2.12 Zbiór Por (SPor) wszystkich niepustych zbiorów zwartych, które s¡ porowate

(silnie porowate) w 0 jest Σ0
3�zupeªnym (Π0

2�zupeªnym) podzbiorem K(R).

Analogicznie mo»na wykaza¢

Twierdzenie 2.13 Niech D1 = {K ∈ K(R) : d(0, K) = 1}. Wówczas D1 jest zbiorem

Π0
3�zupeªnym (Fσδ�zupeªnym).

2.3 Zbiory zwarte nigdzie obustronnie porowate

B¦dziemy teraz rozwa»a¢ zwarte zbiory na prostej, które s¡ mo»liwie najwi¦ksze w sensie

porowato±ci, tj. takie zbiory, które w »adnym punkcie nie s¡ porowate. Zbiory zwarte na

prostej zawieraj¡ swoje kresy, zatem w co najmniej dwóch punktach s¡ one jednostronnie

porowate. Dokªadniej, je±li K ⊂ R jest zbiorem zwartym, to p+(K,max(K)) = 1 =
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p−(K,min(K)). Istniej¡ jednak zbiory zwarte, które w ka»dym swoim punkcie maj¡

porowato±¢ zero przynajmniej z jednej strony (np. zwarte przedziaªy). B¦dziemy teraz

rozwa»a¢ rodzin¦ NBP ⊂ K(R) wszystkich zwartych podzbiorów prostej, które w »adnym

swoim punkcie nie s¡ obustronnie porowate. Rodzina NBP dana jest wi¦c wzorem

NBP = {K ∈ K(R) : ∀x ∈ R [x ∈ K ⇒ (p−(K, x) = 0 lub p+(K, x) = 0)]}.

Lemat 2.14 Niech X b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Niech funkcja F : X → K(R) b¦dzie

taka, »e zbiór

F−1({K ∈ K(R) : K ∩ U 6= ∅})

jest otwarty w X, dla dowolnego zbioru U otwartego w R. Wówczas F jest borelowska.

Dowód. Aby udowodni¢, »e F jest borelowska wystarczy pokaza¢, »e zbiór F−1({K ∈
K(R) : K ⊂ U}) jest borelowski, dla dowolnego zbioru U otwartego w R. Jest to oczy-

wiste, gdy U = R lub U = ∅. Niech wi¦c ∅ 6= U 6= R i poªó»my

Vn =

{
x ∈ R : ρ(x,R \ U) <

1

n+ 1

}
, n ∈ N,

gdzie ρ(x,A) oznacza odlegªo±¢ punktu x ∈ R od zbioru A ⊂ R w metryce euklidesowej.

Wówczas zbiór

F−1({K ∈ K(R) : K ⊂ U}) = F−1({K ∈ K(R) : K ∩ (R \ U) = ∅}) =⋃
n∈N

F−1({K ∈ K(R) : K ∩ Vn = ∅})

jest typu Fσ. �

Lemat 2.15 Niech {Ks : s ∈ N<N} b¦dzie rodzin¡ parami rozª¡cznych przedziaªów dom-

kni¦tych zawartych w [0, 1]. Niech X ⊂ Tr (na X rozwa»amy topologi¦ indukowan¡ z Tr)

i niech funkcja F : X → K(R) b¦dzie dana wzorem

F (T ) = cl(
⋃
s∈T

Ks) dla T ∈ X,

gdzie cl(·) oznacza operacj¦ domkni¦cia. Wóczas F jest borelowska.

Dowód. Niech U b¦dzie dowolnym zbiorem otwartym w R. Niech S = {s ∈ N<N :

Ks ∩ U 6= ∅}. Je±li T ∈ X, to S ∩ T 6= ∅ wtedy i tylko wtedy, gdy F (T ) ∩ U 6= ∅. Zatem
zbiór

F−1({K ∈ K(R) : K ∩ U 6= ∅}) =
⋃
s∈S

{T ∈ X : s ∈ T}

jest otwarty. Na mocy Lematu 2.14 funkcja F jest borelowska. �
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Lemat 2.16 Niech F = {0} ∪
⋃
n∈N[ 1

2n+2
, 1

2n+1
]. Wówczas p+(F, x) = 0.

Dowód. Mamy

p+(F, x) = lim sup
n→∞

1
2n+2

− 1
2n+3

1
2n+2

= lim
n→∞

1

2n+ 3
= 0. �

Twierdzenie 2.17 NBP jest Π1
1�zupeªnym podzbiorem K(R).

Dowód. Na pocz¡tku poka»emy, »e NBP jest zbiorem koanalitycznym. Wida¢, »e

NBP jest koprojekcj¡ (czyli dopeªnieniem rzutu) na pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡ zbioru

{(K, x) ∈ K(R)× R : x ∈ K ⇒ (p−(K, x) = 0 lub p+(K, x) = 0)}.

Zbiór ten jest borelowski. Aby to uzasadni¢, wystarczy pokaza¢, »e zbiór

A = {(K, x) ∈ K(R)× R : p+(K, x) = 0}

jest borelowski, gdy» analogiczny zbiór opisany przez p−(K, x) = 0 te» jest borelowski

oraz zbiór {(K, x) ∈ K(R)× R : x ∈ K} jest domkni¦ty. Mamy

A =

{
(K, x) ∈ K(R)× R : lim sup

R→0+

λ+(x,R,K)

R
= 0

}
=

{(K, x) ∈ K(R)× R : ∀ε > 0 ∃R0 > 0 ∀R ∈ (0, R0) λ+(x,R,K) < εR} =⋂
ε∈Q+

⋃
R0∈Q+

⋂
R∈(0,R0)∩Q

{(K, x) ∈ K(R)× R : λ+(x,R,K) < εR}.

Pozostaje wi¦c wykaza¢, »e zbiór

{(K, x) ∈ K(R)× R : λ+(x,R,K) < εR}

jest otwarty. W tym celu ustalmy dodatnie liczby wymierne R i ε. Niech para (K, x)

b¦dzie taka, »e λ+(x,R,K) < εR. Poªó»my δ = εR − λ+(x,R,K). Korzystaj¡c ze

zwarto±ciK, wybierzmy rodzin¦ {U1, ..., Uk} przedziaªów otwartych o ±rednicach mniejszych

ni» δ/3 takich, »e

K ⊂
k⋃
i=1

Ui oraz K ∩ Ui 6= ∅ dla i = 1, ..., k.

Niech

V = {L ∈ K(R) : L ∩ Ui 6= ∅ dla i = 1, ..., k}.
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Jest to otwarte otoczenie K. Niech (L, y) ∈ V × (x− δ/3, x+ δ/3). Wówczas

λ+(y,R, L) ≤ λ+(x,R,K) +
2

3
δ < εR.

Pokazali±my wi¦c, »e {(K, x) ∈ K(R)× R : λ+(x,R,K) < εR} jest otwarty. Zatem zbiór

NBP jest koanalityczny.

Dla a, b ∈ R, a < b, niech ϕ[a,b](x) = a + (b − a)x dla x ∈ R. Jest to odwzorowanie

a�niczne, które przeksztaªca przedziaª [0, 1] na [a, b]. Niech K∅ = [0, 1] i L∅ = [0, 1]. Dla

n ∈ N poªó»my

K(n) = ϕ[ 1
3
, 2
3

]

([
1

2n+ 2
,

1

2n+ 1

])
, L(n) = ϕ[ 1

3
, 2
3

]

([
1

2n+ 3
,

1

2n+ 2

])
.

Dla s ∈ N<N, |s| ≥ 1, oraz m ∈ N de�niujemy przez indukcj¦ (wzgl¦dem dªugo±ci ci¡gu

s) zbiory

Ksˆm = ϕLs(K(m)), Lsˆm = ϕLs(L(m)).

Niech T ∈ T̃ r (por. def. W̃F i T̃ r w paragra�e 1.2). Wówczas na mocy Lematu 2.15

odwzorowanie

T 7→ cl(
⋃
s∈T

Ks) ∈ K(R)

jest borelowskie. Dla s ∈ N<N niech ys = inf Ls + 1
3
(supLs − inf Ls).

Z Faktu 1.4 wynika, »e aby udowodni¢ twierdzenie, wystarczy dla ka»dego T ∈ T̃ r

pokaza¢ równowa»no±¢ T ∈ W̃F ⇐⇒ cl(
⋃
s∈T Ks) ∈ NBP , gdy» poj¦cia Π1

1�zupeªno±ci

i borelowskiej Π1
1�zupeªno±ci s¡ równowa»ne (patrz [13]).

Zaªó»my, »e T ∈ W̃F oraz x ∈ cl(
⋃
s∈T Ks). Rozwa»my dwa przypadki:

1) Je±li x ∈ Ks dla pewnego s ∈ T , to poniewa» Ks jest przedziaªem, wi¦c oczywi±cie

p−(cl(
⋃
t∈T Kt), x) = 0 lub p+(cl(

⋃
t∈T Kt), x) = 0.

2) Je»eli x /∈ Ks dla ka»dego s ∈ T , to x = ys dla pewnego s ∈ T . Zanim to poka»emy,

zauwa»my, »e ys jest granic¡ dowolnego ci¡gu (zn) o tej wªasno±ci, »e zn ∈ Ksˆkn

dla ka»dego n, gdzie (kn) jest rosn¡cym ci¡giem liczb naturalnych. Z konstrukcji

wynika, »e je±li ys ∈ cl(
⋃
t∈T Kt), to

⋃
n∈NKsˆn ⊂ cl(

⋃
t∈T Kt) (w tym miejscu

wykorzystujemy fakt, i» T ∈ T̃ r). Przypu±¢my teraz, »e x 6= ys dla wszystkich s ∈ T .
Wówczas istniej¡ ci¡gi (sn) oraz wn → x takie, »e wn ∈ Ksn oraz sn ∈ T , dla ka»dego
n ∈ N. Z faktu, »e x 6= y∅ (gdzie ∅ oznacza ci¡g pusty) wynika, »e (sn(0))n∈N jest

ograniczony. Zatem istnieje k0 ∈ N o tej wªasno±ci, »e zbiór {n ∈ N : sn(0) = k0}
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jest niesko«czony. Post¦puj¡c dalej w ten sposób, de�niujemy indukcyjnie ci¡g

α = (k0, k1, k2, ...) taki, »e α|n ∈ T dla n ∈ N, co daje sprzeczno±¢. Niech s b¦dzie

takie, »e x = ys. Zauwa»my, »e zbiór {x} ∪
⋃
n∈NKsˆn jest a�niczn¡ kopi¡ zbioru

{0} ∪
⋃
n∈N[ 1

2n+2
, 1

2n+1
], zatem z Lematu 2.16 mamy p+({x} ∪

⋃
n∈NKsˆn, x) = 0.

Poniewa» {x} ∪
⋃
n∈NKsˆn ⊂ cl(

⋃
t∈T Kt), wi¦c p+(cl(

⋃
t∈T Kt), x) = 0. Zatem

cl(
⋃
t∈T Kt) ∈ NBP .

Dla liczb a, b ∈ R, a < b, przedziaªy (a, 2a+b
3

), (2a+b
3
, a+2b

3
), (a+2b

3
, b) nazwiemy odpowied-

nio lewym, ±rodkowym i prawym podprzedziaªem przedziaªu (a, b). Zaªó»my, »e T /∈
W̃F . Wówczas ciaªo [T ] drzewa T jest niepuste. Niech α ∈ [T ]. Niech xα b¦dzie

jedynym puktem zbioru
⋂
n∈N Lα|n (na mocy twierdzenia Cantora zbiór

⋂
n∈N Lα|n jest

jednoelementowy). Wtedy α|n ∈ T dla ka»dego n ∈ N oraz xα ∈ cl(
⋃
s∈T Ks). Dla

wszystkich n ∈ N punkt xα le»y w ±rodkowym podprzedziale przedziaªu Lα|n. Skoro

prawy i lewy podprzedziaª przedziaªu Lα|n jest rozª¡czny z cl(
⋃
s∈T Ks), to otrzymu-

jemy λ±(x, 2
3
µ(Lα|n), cl(

⋃
s∈T Ks)) >

1
2
, a zatem p±(cl(

⋃
s∈T Ks), x) ≥ 1

2
. W konsekwencji

cl(
⋃
s∈T Ks) /∈ NBP . �



Rozdziaª 3

Autohomeomor�zmy przedziaªu

jednostkowego

Przez C[0, 1] oznaczamy przestrze« Banacha wszystkich funkcji ci¡gªych na [0, 1] o warto±-

ciach rzeczywistych z norm¡ supremum. Przez H ⊂ C[0, 1] oznaczamy zbiór wszystkich

rosn¡cych autohomeomor�zmów przedziaªu [0, 1], tzn. funkcji z C[0, 1] ±ci±le rosn¡cych,

przeprowadzaj¡cych 0 na 0 i 1 na 1. W tym rozdziale b¦dziemy bada¢ deskryptywn¡

zªo»ono±¢ pewnych specjalnych podzbiorów zbioru H. Gªówna motywacja podj¦cia tego

tematu wywodzi si¦ z pracy [11] Grafa, Mauldina i Williamsa, gdzie autorzy pokazali, »e

zbiór wszystkich ±ci±le singularnych autohomeomor�zmów przedziaªu [0, 1] jest koanality-

czny. Nast¦pnie zamie±cili oni nast¦puj¡c¡ uwag¦ [11, Remark 5.3, str. 302]: �very likely

this set is not a Borel set in H but we have not demonstrated this�. W tym rozdziale

potwierdzamy ich hipotez¦ � Twierdzenie 3.1 mówi, »e opisany wy»ej zbiór jest Π1
1�zupeªny

(w szczególno±ci nieborelowski). Twierdzenia 3.5 oraz 3.8 to kolejne rezultaty, w których

rozwa»amy zbiory autohomeomor�zmów zde�niowane przez pewne warunki naªo»one na

pochodne. Oba te twierdzenia przypominaj¡ dwa klasyczne fakty � zbiór DIFF wszys-

tkich funkcji w C[0, 1], które s¡ ró»niczkowalne w ka»dym punkcie oraz zbiór NDIFF

wszystkich funkcji z C[0, 1], które nie s¡ nigdzie ró»niczkowalne � stanowi¡ Π1
1�zupeªne

podzbiory C[0, 1] (patrz [14, 33.9, 33.15]).

Przez Q oznaczamy (jak wcze±niej) zbiór wszystkich liczb wymiernych. Skoro

H = {f ∈ C[0, 1] : f(0) = 0 ∧ f(1) = 1 ∧ ∀p, q ∈ Q ∩ [0, 1](p < q ⇒ f(p) < f(q))},

to H jest podzbiorem C[0, 1] typuGδ, a w konsekwencji przestrzeni¡ polsk¡. PrzezD±f(x)

i D±f(x) oznaczamy odpowiednio prawostronne i lewostronne pochodne Diniego funkcji

21
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f w punkcie x, pierwsza z nich jest pochodn¡ górn¡, a druga doln¡. Przez f ′+(x) i f ′−(x)

oznaczmy pochodne prawostronn¡ i lewostronn¡ funkcji f w punkcie x. Funkcja mono-

toniczna okre±lona na [0, 1], której pochodna jest równa zeru prawie wsz¦dzie nazywa si¦

funkcj¡ singularn¡ (osobliw¡) (por. [18, VII, paragraf 3], [3, VI, paragraf 31]). Znany

przykªad funkcji ci¡gªej ±ci±le rosn¡cej i singularnej wykorzystuje funkcj¦ Cantora (zob.

[18, str. 178], [8, Przykªad 8.30]). Je±li funkcja f ∈ H jest singularna, to nazywamy

j¡ singularnym autohomeomor�zmem. Powiemy, »e f ∈ H jest ±ci±le singularnym au-

tohomeomor�zmem, je±li f nie ma dodatniej i sko«czonej pochodnej w »adnym punkcie,

dokªadniej f nie ma dodatniej i sko«czonej pochodnej w »adnym punkcie przedziaªu (0, 1)

i nie ma dodatnich i sko«czonych pochodnych jednostronnych w punktach 0 i 1. Niech

SSH = {f ∈ H : f jest ±ci±le singularny}. Niech SSH+ b¦dzie zbiorem wszystkich au-

tohomeomor�zmów nieposiadaj¡cych dodatniej i sko«czonej pochodnej prawostronnej w

»adnym punkcie przedziaªu [0, 1). Analogicznie de�niujemy SSH−, rozwa»aj¡c (0, 1].

3.1 �ci±le singularne autohomeomor�zmy

W tym paragra�e udowodnimy nast¦puj¡ce

Twierdzenie 3.1 Zbiór SSH jest Π1
1�zupeªny.

Dla wi¦kszej przejrzysto±ci rozwa»a« udowodnimy najpierw analogiczny wynik (Twierdze-

nie 3.5), gdzie zbiór SSH jest zast¡piony przez SSH+. Dowód Twierdzenia 3.1 jest

podobny, lecz bardziej skomplikowany w zapisie, wi¦c pewne detale techniczne pominiemy.

Zanim przyst¡pimy do dowodu Twierdzenia 3.5, wpierw skonstruujemy pomocnicze

funkcje En, n ∈ N. W tym celu zastosujemy funkcj¦, okre±lon¡ na przedziale zwartym

skonstruowan¡ przez Catera w pracy [5], o nast¦puj¡cej wªasno±ci:

(∗) f jest ci¡gªa i ±ci±le rosn¡ca oraz taka, »e dla ka»dego x albo D−f(x) = +∞ albo

D−f(x) = 0, i dla ka»dego x albo D+f(x) = +∞ albo D+f(x) = 0.

Nast¦puj¡cy lemat to prosta obserwacja:

Lemat 3.2 Zaªó»my, »e f : [a, b]→ R oraz g : [b, c]→ R maj¡ wªasno±¢ (∗). Wówczas

(1) je±li f(b) = g(b), to f ∪ g : [a, c]→ R ma wªasno±¢ (∗);

(2) ∀a > 0 ∀b ∈ R (af + b ma wªasno±¢ (∗));
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Rysunek 3.1: Wykres singularnego autohomeomor�zmu g

(3) ∀a > 0 ∀b ∈ R (x 7→ f(ax+ b) ma wªasno±¢ (∗)).

Z twierdzenia Catera i Lematu 3.2 wynika, »e istnieje funkcja h ∈ H o wªasno±ci (∗).
Ustalmy tak¡ funkcj¦ h, oczywi±cie jest ona ±ci±le singularnym autohomeomor�zmem.

Teraz przy u»yciu funkcji h zde�niujemy nowe autohomeomor�zmy singularne.

Niech f ∈ H. Dla a, b ∈ R, a < b, niech βa,b : [a, b] → [0, 1] b¦dzie rosn¡c¡ a�niczn¡

bijekcj¡. Dla f ∈ H niech P ([a, b], f) = (b−a)(f ◦βa,b)+a. Wtedy P (a, b, f) jest rosn¡cym

autohomeomor�zmem przedziaªu [a, b]. Teraz okre±lmy E(f) ∈ H wzorem

E(f)(x) =

 P ([2−m−1, 2−m], f)(x) dla x ∈ [2−m−1, 2−m], m ∈ N

0 dla x = 0.

Dalej de�niujemy indukcyjnie funkcje En(f), n ≥ 1, w nast¦puj¡cy sposób: E1(f) =

E(f) oraz En+1(f) = E(En(f)). Na Rysunkach 3.2 i 3.3 przedstawiono skutek dziaªania

operacji E1(·) i E2(·) na funkcj¦ g, której wykres pokazano na Rysunku 3.1. (Funkcja

g na Rysunku 3.1 jest dystrybuant¡ zmiennej losowej X =
∑∞

n=1
1

2n
Xn, gdzie Xn s¡

niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowych rozkªadach takimi, »e Prob(Xn = 0) =

1
3
oraz Prob(Xn = 1) = 2

3
. Odwzorowanie g jest singularnym autohomeomor�zmem.

Szczegóªy mo»na znale¹¢ w [3, paragraf 31].)

Dla ustalonej wcze±niej funkcji h ∈ SSH rozwa»my ci¡g En(h), n ≥ 1. Zamiast pisa¢

En(h) b¦dziemy dalej krótko pisali En.



24

Rysunek 3.2: Wykres E(g)

Lemat 3.3 Funkcje En dla n ≥ 1 maj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(1) En ∈ H;

(2) 1− 2−n ≤ D+E
n(0) < D+En(0) ≤ 2n

2n−1
;

(3) En jest ±ci±le singularna.

Dowód. Ad (1) Na ka»dym przedziale [2−n−1, 2−n] funkcja E1 jest a�niczn¡ kopi¡

h oraz wszystkie te kopie s¡ posklejane ko«cami, zatem E1 : [0, 1] → [0, 1] jest ci¡gªa i

rosn¡ca. Dowód (1) dla n > 1 jest prost¡ indukcj¡.

Dla dowodu (2) najpierw wyka»emy, »e D+E
n(0) < D+En(0) dla ka»dego n ≥ 1.

Skoro h nie jest identyczno±ci¡, to znajdziemy liczb¦ x0 ∈ [0, 1] tak¡, »e h(x0) > x0

albo h(x0) < x0. Bez straty ogólno±ci rozwa»a« mo»emy przyj¡¢, »e h(x0) > x0. Niech

xk = 2−k(1 + x0) oraz yk = 2−k dla k ≥ 1. Na przedziale [2−k, 2−k+1] funkcja E1 jest

a�niczn¡ kopi¡ h. Zatem E1(xk)−E1(yk)
xk−yk

= h(x0)
x0

. Poniewa» E1(yk) = yk, k ∈ N, oraz

E1(0) = 0, wi¦c

D+E
1(0) ≤ lim

k→∞

E1(yk)− E1(0)

yk − 0
= 1

oraz

D+E1(0) ≥ lim sup
k→∞

E1(xk)− E1(0)

xk − 0
= lim sup

k→∞

E1(xk)− E1(yk) + E1(yk)− E1(0)

xk − yk + yk − 0
=
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Rysunek 3.3: Wykres E2(g)

lim sup
k→∞

E1(xk)− E1(yk) + (yk − 0)

xk − yk + (yk − 0)
≥ lim sup

k→∞

E1(xk)− E1(yk)

xk − yk
=
h(x0)

x0

> 1.

U»yli±my faktu, »e funkcja t 7→ t+b
t+c

jest ±ci±le malej¡ca gdy b > c > 0 (je±li h(x0) < x0, to

u»yliby±my faktu, »e t 7→ t+b
t+c

jest ±ci±le rosn¡ca gdy c > b > 0). W ten sposób udowod-

nili±my »¡dan¡ nierówno±¢ dla n = 1. Dowód kroku indukcyjnego przebiega analogicznie

� wystarczy w powy»szym rozumowaniu zast¡pi¢ h przez En−1 (z zaªo»enia indukcyjnego

wynika, »e En−1 nie jest identyczno±ci¡).

Z konstrukcji funkcji En wynika, »e jej wykres le»y pomi¦dzy dwiema prostymi danymi

wzorami x 7→ (1 − 2−n)x i x 7→ 2n

2n−1
x. St¡d dostajemy, »e 1 − 2−n ≤ D+E

n(0) oraz

D+En(0) ≤ 2n

2n−1
.

Ad (3) Skoro E1 na ka»dym przedziale [2−m−1, 2−m] jest a�niczn¡ kopi¡ h, to na mocy

Lematu 3.2 oraz (2) otrzymujemy, »e E1 jest ±ci±le singularna. Teza dla n > 1 wynika z

(2) i Lematu 3.2 przez zastosowanie prostej indukcji. �

Lemat 3.4 Nast¦puj¡ce zbiory s¡ borelowskie:

(a) {(f, x) ∈ H× [0, 1) : D+f(x) < a} dla a ∈ (0,∞];

(a') {(f, x) ∈ H× [0, 1) : D+f(x) > a} dla a ∈ [0,∞);

(b) {(f, x) ∈ H× [0, 1) : D+f(x) = D+f(x)};

(c) {(f, x) ∈ H× [0, 1] : f ′(x) istnieje}.
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Ponadto zbiory analogiczne do opisanych w (a) i (a') s¡ borelowskie, gdy zmienimy D+

na D+ lub je±li zmienimy nierówno±¢ �<� na �≤� lub na �=� w (a) oraz odpowiednio �>�

na �≥� w (a'). Równie» zbiory analogiczne do opisanych w (a), (a'), (b) s¡ borelowskie,

gdy rozwa»ymy D−, D− zamiast D+, D+ dla x ∈ (0, 1].

Dowód. Ad (a) Zauwa»my, »e dla a <∞ mamy

{(f, x) ∈ H× [0, 1) : D+f(x) < a} =

{(f, x) ∈ H× [0, 1) : lim
n→∞

sup
0<h<1/n

f(x+ h)− f(x)

h
< a} =

⋃
k,n∈N

⋂
h∈(0,1/n)∩Q

{(f, x) ∈ H× [0, 1) :
f(x+ h)− f(x)

h
< a− 1/k}.

St¡d poniewa» zbiór {(f, x) ∈ H× [0, 1) : f(x+h)−f(x)
h

< a− 1/k} jest otwarty w H× [0, 1),

wi¦c zbiór {(f, x) ∈ H× [0, 1) : D+f(x) < a} jest borelowski. Dowód dla innych zbiorów

wyst¦puj¡cych w (a) i (a') jest podobny.

Ad (b) Zauwa»my, »e

{(f, x) ∈ H× [0, 1) : D+f(x) = D+f(x)} =

⋂
p∈Q+

{(f, x) ∈ H× [0, 1) : D+f(x) ≤ p ⇐⇒ D+f(x) ≤ p}.

St¡d oraz z odpowiednich wersji (a), (a') wynika, »e zbiór w (b) jest borelowski.

Ad (c) Zauwa»my, »e

{(f, x) ∈ H× [0, 1] : f ′(x) istnieje} =

{(f, x) ∈ H× [0, 1] : (x ∈ (0, 1)⇒ D+f(x) = D+f(x) = D−f(x) = D−f(x))

i (x = 0⇒ D+f(x) = D+f(x)) i (x = 1⇒ D−f(x) = D−f(x))}.

Nast¦pnie argumentujemy podobnie jak dla (b). �

Dla ci¡gu α ∈ NN i liczby n ∈ N oznaczmy α|n = (α(0), ..., α(n − 1)) ∈ N<N. Ana-

logicznie dla ci¡gu sko«czonego s ∈ N<N i liczby n ∈ N, n ≤ |s|, oznaczmy s|n =

(s(0), ..., s(n− 1)) ∈ N<N.

Twierdzenie 3.5 Zbiór SSH+ jest Π1
1�zupeªny.
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Dowód. Najpierw poka»emy, »e zbiór SSH+ jest koanalityczny. W tym celu rozwa»my

dopeªnienie SSH+. Na mocy Lematu 3.4 zbiór

{(f, x) ∈ H× [0, 1] : f ′+(x) istnieje oraz 0 < f ′+(x) <∞}

jest borelowski. Zatem zbiór

H \ SSH+ = {f ∈ H : ∃x ∈ [0, 1] (f ′+(x) istnieje oraz 0 < f ′+(x) <∞)}

jest analityczny jako rzut zbioru borelowskiego, co oznacza, »e zbiór SSH+ jest koanali-

tyczny.

Wystarczy zatem znale¹¢ ci¡gª¡ redukcj¦ T̃ r do SSH+. Na pocz¡tek wprowadzimy

stosowne oznaczenia. Niech I∅ = J∅ = [0, 1] oraz I(n) = [ 1
22n+1 ,

1
22n ] i J(n) = [ 1

22n+2 ,
1

22n+1 ]

dla n ∈ N. Dla a, b ∈ R, a < b, poªó»my ϕ[a,b](x) = a(1 − x) + bx dla x ∈ [0, 1] � jest

to rosn¡ca a�niczna bijekcja [0, 1] na [a, b]. Indukcyjnie de�niujemy Isˆn = ϕIs(I(|s|+n))

oraz Jsˆn = ϕIs(J(|s|+n)) dla s ∈ N<N, |s| ≥ 1, oraz n ∈ N. Niech dalej Ki
s = ϕIs(I(i)) i

Lis = ϕIs(J(i)) dla s ∈ N<N oraz i < |s|.
Niech T ∈ T̃ r. Poªó»my fT0 = E1. Nast¦pnie de�niujemy indukcyjnie funkcje fTn ,

n ∈ N. Aby uzyska¢ fTn+1, mody�kujemy funkcj¦ fTn na przedziaªach Is, Js oraz Ki
s|n,

Lis|n, o ile s ∈ T , |s| = n + 1, i < n. Mianowicie, je±li I jest dowolnym spo±ród tych

przedziaªów, to przyjmujemy fTn+1|I = P (I, En+2). Dla pozostaªych x ∈ [0, 1] funkcja

fTn+1 nie zmienia si¦, tzn. fTn+1(x) = fTn (x). Zauwa»my, »e fTn ∈ H implikuje fTn+1 ∈ H.

Zatem stosuj¡c prost¡ indukcj¦ stwierdzamy, »e fTn ∈ H dla wszystkich n ∈ N.

Niech m,n ∈ N b¦d¡ takie, »e 0 < m < n. Wówczas z konstrukcji wynika, »e norma

supremum ||fTm−fTn || w C[0, 1] jest mniejsza ni» dªugo±¢ przedziaªu It, gdzie t jest ci¡giem

skªadaj¡cym si¦ z m − 1 zer, to znaczy jest mniejsza ni» 2−m+1. Rzeczywi±cie, wykresy

funkcji fTm i fTn mog¡ si¦ ró»ni¢ co najwy»ej w kwadratach Is×Is, Js×Js dla |s| > m oraz

w kwadratach typu Ki
s ×Ki

s i L
i
s × Lis dla |s| ≥ m, a wszystkie te kwadraty s¡ mniejsze

od kwadratu It × It. Zatem (fTn ) jest ci¡giem Cauchy'ego w C[0, 1], a wi¦c jest zbie»ny

do pewnej funkcji fT ∈ C[0, 1] takiej, »e fT (0) = 0 i fT (1) = 1. Z konstrukcji nietrudno

wynika, »e fT jest ±ci±le rosn¡ca. To oznacza, »e fT ∈ H.

Poka»emy, »e T 7→ fT jest ci¡gªym odwzorowaniem z T̃ r do H. Niech n ∈ N oraz

ustalmy s 7→ 〈s〉 � bijekcj¦ z N<N na N i liczb¦ naturaln¡ N tak¡, »e dªugo±¢ przedziaªu

Is jest mniejsza ni» 2−n, o ile 〈s〉 ≥ N . Niech S i T b¦d¡ dwoma drzewami na N takimi,

»e

T ∩ {s ∈ N<N : 〈s〉 < N} = S ∩ {s ∈ N<N : 〈s〉 < N}.
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Wówczas ||fT − fS|| < 2−n, co dowodzi ci¡gªo±ci odwzorowania T 7→ fT .

Aby zako«czy¢ dowód twierdzenia, wystarczy sprawdzi¢, »e dla dowolnego T ∈ T̃ r

zachodzi T ∈ W̃F ⇐⇒ fT ∈ SSH+. Niech T ∈ W̃F . Je±li T = {∅}, to fT =

E1 ∈ SSH+ ma mocy Lematu 3.3. Niech wi¦c T 6= {∅}. Chcemy pokaza¢, »e fT nie

ma prawostronnej pochodnej w »adnym punkcie x ∈ [0, 1). Zauwa»my, »e funkcja fT ,

na ka»dym z przedziaªów Js dla s ∈ T \ {∅}, Ki
s|(|s|−1) i Lis|(|s|−1) dla s ∈ T , |s| ≥ 2,

jest a�niczn¡ kopi¡ pewnej funkcji En, a zatem nie ma prawostronnej pochodnej w tych

przedziaªach. Podobnie b¦dzie, gdy rozwa»ymy fT na Is dla s ∈ T o tej wªasno±ci, »e

s nie ma »adnego rozszerzenia w T , tzn. ŝ n /∈ T dla ka»dego n ∈ N. Suma wszystkich

przedziaªów Js, Ki
s|(|s|−1), L

i
s|(|s|−1) oraz Is opisanych powy»ej jest równa [0, 1] \ A, gdzie

zbiór A jest przeliczalny (sko«czony lub niesko«czony), bo skªada si¦ z granic ci¡gów

postaci (xsn) gdzie xsn ∈ Jsˆn dla wszystkich s o wªasno±ci ŝ 0 ∈ T . Z drugiej strony

x ∈ A ⇐⇒ ∃s(x = inf Is i ŝ 0 ∈ T ). Niech wi¦c x ∈ A i niech ci¡g s b¦dzie taki, »e

ŝ 0 ∈ T oraz

{x} =
⋂
n∈N

cl(
⋃
k≥n

Jsˆk) = {inf Is}.

W ka»dym przedziale Jsˆk funkcja fT jest kopi¡ a�niczn¡ E|s|+2. Stosuj¡c podobne rozu-

mowanie jak w dowodzie Lematu 3.3, mo»na pokaza¢, »e D+f
T (x) < D+fT (x). St¡d

wynika, »e fT nie ma prawostronnej pochodnej w x (sko«czonej ani niesko«czonej).

Niech T /∈ W̃F . Wówczas [T ] 6= ∅, gdzie [T ] jest ciaªem drzewa T . Niech α ∈ [T ].

Poka»emy, »e fT ma pochodn¡ prawostronn¡ w x równ¡ 1, gdzie {x} =
⋂
n∈N Iα|n; w

szczególno±ci fT /∈ SSH+, co zako«czy dowód twierdzenia. Ustalmy n ≥ 2. Poka»emy, »e

dla y ze zbioru⋃
i<α(n)

I(α|(n−1))ˆi ∪
⋃

i<α(n)

J(α|(n−1))ˆi ∪
⋃
i<n

Ki
α|(n−1) ∪

⋃
i<n

Liα|(n−1) (3.1)

(jest to suma wszystkich przedziaªów pojawiaj¡cych si¦ w n-tym kroku konstrukcji fT na

prawo od punktu x) mamy

1− 2−n ≤ fT (y)− fT (x)

y − x
≤ 2n

2n − 1
. (3.2)

W ka»dym przedziale, który pojawia si¦ w sumie (3.1), funkcja fT jest a�niczn¡ kopi¡ En

lub jest mody�kacj¡ takiej kopii le»¡c¡ bli»ej wykresu funkcji identyczno±ciowej. Niech l1

i l2 b¦d¡ prostymi takimi, »e (max Iα|n,max Iα|n) jest ich punktem przeci¦cia, a wpóªczyn-

niki kierunkowe wynosz¡ odpowiednio 1− 2−n i 2n

2n−1
. Na Rysunkach 3.4 i 3.5 przedstaw-

iona jest ta sytuacja w przypadku, gdy n = 2. Z Lematu 3.3 oraz konstrukcji fT wynika,
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Rysunek 3.4: Przypadek n = 2
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Rysunek 3.5: Przypadek n = 2, c.d.
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»e punkt (y, fT (y)) le»y mi¦dzy l1 i l2, a dokªadniej nad l1 i pod l2 (na Rysunku 3.5 prz-

erywan¡ lini¡ zaznaczono kwadrat (Iα|2)2; punkt (y, fT (y)) le»y w jednym z kwadratów

na prawo od (Iα|2)2). Punkt (x, fT (x)) le»y w kwadracie I2
α|(n+1), a zatem le»y tak»e w

kwadracie [min Iα|n,max I(α|n)ˆ0]2 (na Rysunku 3.4 kwadrat (Iα|2)2 to du»y kwadrat zaz-

naczony przerywan¡ lini¡; maªy kwadrat w lewym dolnym rogu tego rysunku zaznaczony

lini¡ przerywan¡, to [min Iα|2,max I(α|2)ˆ0]2). Poniewa» 22n(max I(α|n)ˆ0−min Iα|n) = |Iα|n|,
wi¦c kwadrat [min Iα|n,max I(α|n)ˆ0]2 le»y powy»ej l2 i poni»ej l1. St¡d mamy (3.2). Skoro

ka»dy punkt y > x le»¡cy wystarczaj¡co blisko punktu x nale»y do pewnego zbioru postaci

(3.1), to z (3.2) otrzymujemy D+fT (x) = 1 = D+f
T (x). �

Twierdzenie 3.6 Zbiór SSH− jest Π1
1�zupeªny.

Dowód. Dla f ∈ H poªó»my f(x) = 1−f(1−x), x ∈ [0, 1]. Wówczas f ∈ H. Ponadto

odwzorowanie f 7→ f jest homeomor�zmem H na siebie. Jednocze±nie dla f ∈ H mamy

D+f(x) = D−f(1 − x) dla x ∈ [0, 1) oraz D+f(x) = D−f(1 − x) dla x ∈ (0, 1]. St¡d

otrzymujemy, »e zbiór SSH− ma t¦ sam¡ zªo»ono±¢ deskryptywn¡ co zbiór SSH−. Zatem

na mocy Twierdzenia 3.5 otrzymujemy tez¦. �

Teraz zmody�kujemy nieco powy»sz¡ konstrukcj¦, by pokaza¢, »e zbiór SSH jest Π1
1�

zupeªny. Niech

F (f)(x) =

 P ([0, 1
2
], E(f))(x) dla x ∈ [0, 1

2
),

P ([1
2
, 1], E(f))(x) dla x ∈ [1

2
, 1].

Na Rysunku 3.6 pokazane jest dziaªanie operacji F (·) na funkcj¦ g ∈ H rozwa»an¡ przed

Lematem 3.3. Niech h ∈ H b¦dzie wcze±niej ustalon¡ funkcj¡ o wªasno±ci (∗). De�niujemy

F 1 = F (h) oraz F n+1 = F (F n) dla n ≥ 1. Zauwa»my, »e wykres funkcji F n le»y mi¦dzy

dwiema prostymi x 7→ x− 1/4n i x 7→ x+ 1/4n.

Dowód Twiedzenia 3.1. Dowód koanalityczno±ci SSH jest standardowy (por. [11,

Lemat 5.2]). Poka»emy Π1
1�zupeªno±¢. Niech I∅ = J∅ = [0, 1] oraz I(n) = [1

2
+ 1

22n+2 ,
1
2

+

1
22n+1 ] i J(n) = [1

2
+ 1

22n+3 ,
1
2

+ 1
22n+2 ] dla n ∈ N. Niech I(n) = {1 − x : x ∈ I(n)} oraz

J(n) = {1 − x : x ∈ J(n)}, dla n ∈ N. Nast¦pnie dla s ∈ N<N, |s| ≥ 1, indukcyjnie

de�niujemy Isˆn = ϕIs(I(|s|+n)) oraz Jsˆn = ϕIs(J(|s|+n)); analogicznie okre±lamy Isˆn i

Jsˆn. Niech dalej Ki
s = ϕIs(I(i)) oraz Lis = ϕIs(J(i)) dla s ∈ N<N oraz i < |s|; analogicznie

okre±lamy Ki
s i Lis. Niech T ∈ T̃ r. Poªó»my fT0 = F 1. De�niujemy indukcyjnie funkcje

fTn , n ∈ N, w nast¦puj¡cy sposób. Aby uzyska¢ fTn+1, mody�kujemy fTn na ka»dym

przedziale postaci Is, Js, Ki
s|n, L

i
s|n (i < n), gdzie s ∈ T i |s| = n + 1. Mianowicie
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Rysunek 3.6: Wykres funkcji F (g)

na Is przyjmujemy fTn+1 równ¡ P (Is, F
n+2), a na Js kªadziemy P (Js, F

n+2); podobnie

de�niujemy fTn+1 na Ki
s|n i Lis|n dla wszystkich i < n. Na przedziaªach Is, Js, Ki

s|n,

Lis|n de�niujemy fTn+1 analogicznie. W pozostaªych punktach przedziaªu [0, 1] funkcja fTn

pozostaje niezmieniona.

Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 3.5 pokazujemy, »e ci¡g (fTn ) speªnia warunek

Cauchy'ego w C[0, 1] oraz jest zbie»ny do pewnego fT ∈ H. Ponadto T 7→ fT jest ci¡gªym

odwzorowaniem z T̃ r w H. Na koniec stosuj¡c odpowiednie geometryczne rozwa»ania,

poka»emy, »e T ∈ W̃F ⇐⇒ fT ∈ SSH dla ka»dego T ∈ T̃ r.

Je±li T ∈ W̃F , to podobnie jak w dowodzie dla SSH+ pokazujemy, »e dla ka»dego

x ∈ [0, 1] istnieje otoczenie U punktu x oraz n ∈ N takie, »e fT |U = fTn |U . Sk¡d wynika,

»e fT ∈ SSH.

Niech T /∈ W̃F . Niech α ∈ [T ]. Poka»emy, »e fT ma pochodn¡ w x równ¡ 1, gdzie

{x} =
⋂
n∈N Iα|n; w szczególno±ci fT /∈ SSH. Ustalmy n ≥ 2. Niech y b¦dzie elementem

sumy wszystkich przedziaªów pojawiaj¡cych si¦ w n-tym kroku konstrukcji fT na prawo

od punktu x. Niech l3 i l4 b¦d¡ prostymi odpowiednio o wspóªczynnikach kierunkowych

(1 + 2/2n)/(1 − 1/2n) i (1 − 1/2n)/(1 + 2/2n) oraz przechodz¡cymi odpowiedno przez

punkty

p3 =

(
1

2

(
1 +

1

2n

)
max(Iα|n) +

1

2

(
1− 1

2n

)
min(Iα|n),

1

2

(
max(Iα|n) + min(Iα|n)

))
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Rysunek 3.7: Przypadek, gdy n = 2

i

p4 =

(
1

2

(
max(Iα|n) + min(Iα|n)

)
,
1

2

(
1 +

1

2n

)
max(Iα|n) +

1

2

(
1− 1

2n

)
min(Iα|n)

)
.

Dla n = 2 sytuacja ta jest przedstawiona na Rysunku 3.7 � punkt (x, fT (x)) le»y w maªym

kwadracie zaznaczonym przerywan¡ lini¡ znajduj¡cym si¦ w ±rodku rysunku. Wówczas

punkty (x, fT (x)) i (y, fT (y)) le»¡ mi¦dzy prostymi l3 i l4 po przeciwnych stronach punktu

przeci¦cia tych prostych. Zatem

1− 1
2n

1 + 2
2n

≤ fT (y)− fT (x)

y − x
≤

1 + 2
2n

1− 1
2n

,

co przy n → ∞ daje (fT )′+(x) = 1. Niech teraz y b¦dzie elementem domkni¦cia sumy

wszystkich przedziaªów pojawiaj¡cych si¦ w n-tym kroku konstrukcji na lewo od punktu x.

Niech l1 i l2 b¦d¡ prostymi odpowiednio o wspóªczynnikach kierunkowych (1+2/2n)/(1−
1/2n) i (1− 1/2n)/(1 + 2/2n) przechodz¡cymi odpowiednio przez punkty

p1 =

(
1

2

(
1− 1

2n

)
max(Iα|n) +

1

2

(
1 +

1

2n

)
min(Iα|n),

1

2

(
max(Iα|n) + min(Iα|n)

))



33

i

p2 =

(
1

2

(
max(Iα|n) + min(Iα|n)

)
,
1

2

(
1− 1

2n

)
max(Iα|n) +

1

2

(
1 +

1

2n

)
min(Iα|n)

)
.

Wówczas punkty (x, fT (x)) i (y, fT (y)) le»¡ mi¦dzy prostymi l1 i l2 po przeciwnych

stronach punktu przeci¦cia tych prostych. Zatem

1− 1
2n

1 + 2
2n

≤ fT (y)− fT (x)

y − x
≤

1 + 2
2n

1− 1
2n

,

co przy n→∞ daje (fT )′−(x) = 1. �

3.2 Inne zbiory autohomeomor�zmów

B¦dziemy rozwa»a¢ nast¦puj¡cy zbiór

∆<∞ = {f ∈ H : ∀x ∈ [0, 1)(D+f(x) <∞) i ∀x ∈ (0, 1](D−f(x) <∞)}

wszystkich autohomeomor�zmów ze sko«czonymi górnymi pochodnymi Diniego w ka»dym

punkcie, oraz zbiór

∆>0 = {f ∈ H : ∀x ∈ [0, 1)(D+f(x) > 0) i ∀x ∈ (0, 1](D−f(x) > 0)}

wszystkich autohomeomor�zmów z dodatnimi dolnymi pochodnymi Diniego w ka»dym

punkcie.

Powiemy, »e odwzorowanie f : N<N → N jest monotoniczne, je±li

∀s, t ∈ N<N[(∃n < |t|, t|n = s)⇒ f(s) < f(t)].

Lemat 3.7 Istnieje monotoniczna bijekcja pomi¦dzy N<N i N.

Dowód. Zde�niujemy indukcyjnie bijekcj¦ a : N → N<N tak¡, »e funkcja a−1 jest

monotoniczna. Poªó»my a(0) = ∅. Zaªó»my, »e ci¡gi a(0), a(1), ..., a(2n − 1) s¡ okre±lone.

De�niujemy a(2n), a(2n + 1), ..., a(2n+1 − 1) nast¦puj¡co. Dla k ∈ {0, 1, ..., 2n − 1} niech
nk b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e ci¡g (a(k))̂ nk nie nale»y do zbioru

{a(0), a(1), ..., a(2n + k − 1)}. Poªó»my a(2n + k) = (a(k))̂ nk. Odwzorowanie a jest

ró»nowarto±ciowe. Zauwa»my ponadto, »e ci¡g (m0,m1, ...,ml) ∈ N<N pojawia si¦ w±ród

ci¡gów a(0), a(1), ..., a(2
∑l
i=1(mi+1)). Zatem a jest surjekcj¡. Funkcja a zostaªa tak de�n-

iowana, »eby a−1 byªa monotoniczna. �
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Twierdzenie 3.8 Rodziny ∆<∞, ∆>0 oraz ∆<∞ ∩∆>0 s¡ zbiorami Π1
1�zupeªnymi.

Dowód. Z Lematu 3.4 i de�nicji zbiorów ∆<∞ i ∆>0 ªatwo wida¢, »e s¡ one koanali-

tyczne. Zbiór ∆<∞ ∩∆>0 jest koanalityczny jako cz¦±¢ wspólna dwóch zbiorów koanali-

tycznych.

Na pocz¡tek poka»emy, »e zbiór ∆<∞ jest Π1
1�zupeªny. Dla a, b ∈ R takich, »e a < b

niech ϕ[a,b](x) = a(1− x) + bx, dla x ∈ [a, b]. Ustalmy s 7→ 〈s〉 � monotoniczn¡ bijekcj¦ z

N<N na N (Lemat 3.7).

Niech I∅ = J∅ = [0, 1] oraz I(n) = [2−n−1, 2−n] dla n ∈ N. Indukcyjnie de�niujemy

przedziaªy domkni¦te Is i Js dla s ∈ N<N, |s| ≥ 1, takie, »e:

1. ∀n ∈ N (Isˆn = ϕJs(I(n)));

2. |Js| = 1
4〈s〉
|Is|;

3. przedziaªy Is i Js s¡ wspóª±rodkowe.

Ustalmy T ∈ Tr. Niech fT0 = id[0,1]. Indukcyjnie de�niujemy funkcje fTn nast¦puj¡co.

Aby otrzyma¢ fTn+1, mody�kujemy funkcj¦ fTn na ka»dym przedziale Is, gdzie s ∈ T i

|s| = n+ 1. Na Js de�niujemy fTn+1 jako funkcj¦ a�niczn¡ o wspóªczynniku kierunkowym

2n+1 tak¡, »e fTn+1(±rodek(Js)) = fTn (±rodek(Is)). Na Is \Js de�niujemy fTn+1 jako funkcj¦

kawaªkami a�niczn¡ tak¡, »e fTn+1(min Is) = fTn (min Is), fTn+1(max Is) = fTn (max Is) oraz

fTn+1 jest ci¡gªa na Is.

Zauwa»my, »e ||fTn+1 − fTn || ≤ 1/2n+1, n ∈ N, wi¦c dla m > n mamy

(∗) ||fTm − fTn || ≤ ||fTm − fTm−1||+ ...+ ||fTn+1 − fTn || ≤ 1
2m

+ ...+ 1
2n+1 <

1
2n
.

Zatem ci¡g (fTn ) speªnia warunek Cauchy'ego w C[0, 1], a wi¦c jest zbie»ny do pewnej

funkcji fT ∈ C[0, 1]. Ponadto fT (0) = 0 i fT (1) = 1. Z konstrukcji wynika, i» fT jest

±ci±le rosn¡ca. Zatem fT ∈ H.

Poka»emy teraz, »e T 7→ fT jest ci¡gªym odwzorowaniem z Tr w H. Niech S i T b¦d¡

dwoma drzewami na N takimi, »e dla liczby naturalnej N zachodzi

T ∩ {s ∈ N<N : 〈s〉 < N} = S ∩ {s ∈ N<N : 〈s〉 < N}.

Wówczas z konstrukcji i nierówno±ci (∗) mamy

||fT − fS|| ≤ 1

2N−1
,
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Rysunek 3.8: Wzajemne poªo»enie Iα|n i Jα|n

co dowodzi ci¡gªo±ci T 7→ fT .

Aby zako«czy¢ dowód, wystarczy pokaza¢, »e dla ka»dego T ∈ Tr

T ∈ WF ⇐⇒ fT ∈ ∆<∞.

Niech T ∈ WF i x ∈ [0, 1]. Wtedy x nale»y do sko«czenie wielu przedziaªów Js, s ∈ T ,
lub nie nale»y do »adnego z nich. Zatem istnieje n ∈ N oraz otwarte otoczenie U punktu

x takie, »e fTn |U = fT |U . St¡d otrzymujemy D+fT (x) < +∞ oraz D−fT (x) < +∞.

Niech teraz T /∈ WF . Wówczas istnieje α ∈ NN takie, »e α|n ∈ T dla wszystkich

n ∈ N. Niech xn = min Iα|n, yn = max Iα|n oraz x ∈
⋂
n∈N Iα|n =

⋂
n∈N Jα|n. Dla ka»dego

n ∈ N, punkt x le»y w podprzedziale Jα|n przedziaªu Iα|n oraz |Jα|n| = 4−〈α|n〉|Iα|n|.
Na Rysunku 3.8 du»y prostok¡t zaznaczony przerywan¡ lini¡ ma podstaw¦ równ¡ |Iα|n|,
wysoko±¢ 2n|Iα|n| i jest taki, »e wykres funkcji fT |Iα|n jest w nim zawarty. Maªy prostok¡t

zaznaczony przerywan¡ lini¡ o podstawie |Jα|n| i wysoko±ci 2n+1|Jα|n|, jest wspóª±rod-

kowy z du»ym prostok¡tem i zawiera wykres funkcji fT |Jα|n . W szczególno±ci maªy pros-

tok¡t zawiera punkt (x, fT (x)). Zatem ilorazy ró»nicowe fT (yn)−fT (x)
yn−x i f

T (xn)−fT (x)
xn−x s¡ nie

mniejsze ni» odpowiednie wspóªczynniki kierunkowe prostych l2 i l1. Zauwa»my dalej, »e

wspóªczynniki kierunkowe prostych l1 i l2 s¡ takie same i równe

1
2
2n|Iα|n| − 1

2
2n+1|Jα|n|

1
2
|Iα|n|+ 1

2
|Jα|n|

=
2n|Iα|n| − 2n+14−〈α|n〉|Iα|n|
|Iα|n|+ 4−〈α|n〉|Iα|n|

= 2n
1− 2 · 4−〈α|n〉

1 + 4−〈α|n〉
≥
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≥ 2n
1− 2 · 4−n

2
≥ 2n−2.

Skoro xn → x i yn → y, to otrzymujemy D+fT (x) = +∞ oraz D−fT (x) = +∞.

Z konstrukcji funkcji fT (dla dowolnego drzewa T ∈ Tr) wynika, »e D+f
T (x) ≥ 1

2
dla

x ∈ [0, 1) oraz D−fT (x) ≥ 1
2
dla x ∈ (0, 1]. St¡d dla dowolnego T ∈ Tr otrzymujemy

T ∈ WF ⇐⇒ fT ∈ ∆<∞ ∩∆>0.

To dowodzi Π1
1�zupeªno±ci zbioru ∆<∞ ∩∆>0.

Dowód dla ∆>0 jest analogiczny jak dla ∆<∞. Mianowicie dla T ∈ Tr poªó»my

fT0 = id[0,1], a nast¦pnie indukcyjnie de�niujemy funkcje fTn nast¦puj¡co. Aby otrzyma¢

fTn+1, mody�kujemy funkcj¦ fTn na ka»dym przedziale Is, gdzie s ∈ T i |s| = n + 1. Na

Js de�niujemy fTn+1 jako funkcj¦ a�niczn¡ o wspóªczynniku kierunkowym 1/2n tak¡, »e

fTn+1(±rodek(Js)) = fTn (±rodek(Is)). Na Is \ Js de�niujemy fTn+1 jako funkcj¦ kawaªkami

a�niczn¡ tak¡, »e fTn+1(min Is) = fTn (min Is), fTn+1(max Is) = fTn (max Is) oraz fTn+1 jest

ci¡gªa na Is. Dalej pokazujemy, »e T 7→ fT jest ci¡gªym odwzorowaniem z Tr w H oraz

dla ka»dego T ∈ Tr
T ∈ WF ⇐⇒ fT ∈ ∆>0.

To dowodzi Π1
1�zupeªno±ci zbioru ∆>0. �

Uwaga 3.9 Na mocy Faktu 1.4 rodziny W̃F i ŨB s¡ par¡ zbiorów koanalitycznych,

które nie daj¡ si¦ borelowsko oddzieli¢ (inne przykªady takich zbiorów mo»na znale¹¢ w

[2]). Przez SSH1 oznaczmy zbiór wszystkich autohomeomor�zmów z dokªadnie jednym

punktem z [0, 1], w którym istnieje pochodna sko«czona i dodatnia. Zauwa»my, »e dla

dowolnego drzewa T ∈ Tr

T ∈ W̃F ⇐⇒ fT ∈ SSH i T ∈ ŨB ⇐⇒ fT ∈ SSH1,

gdzie ŨB = UB ∩ T̃ r. To pokazuje, »e SSH i SSH1 s¡ par¡ zbiorów koanalitycznych,

które nie daj¡ si¦ borelowsko oddzieli¢. Mo»na analogicznie dowie±¢ podobnego faktu,

dobieraj¡c odpowiednie pary do rodzin SSH+, ∆<∞, ∆>0 oraz ∆<∞ ∩∆>0.

Uwaga 3.10 Istnieje ±cisªy zwi¡zek mi¦dzy singularnymi miarami prawdopodobie«stwa

na [0, 1] a singularnymi autohomeomor�zmami przedziaªu [0, 1], gdy» ka»da miara Lebes-

gue'a�Stieltjesa generowana przez singularny autohomoemor�zm jest singularn¡ miar¡

prawdopodobie«stwa. Stosuj¡c ten fakt, poka»emy, »e zbiór SH wszystkich singularnych
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autohomeomor�zmów przedziaªu [0, 1] jest borelowski. Niech ν b¦dzie ustalon¡ ci¡gª¡

miar¡ prawdopodobie«stwa na [0, 1] i niech µ oznacza miar¦ Lebesgue'a na [0, 1]. Przez

P([0, 1]) oznaczmy przestrze« wszystkich borelowskich miar probabilistycznych na [0, 1]

wyposa»on¡ w najsªabsz¡ topologi¦, w której wszystkie odwzorowania postaci ν 7→
∫ 1

0
fdν,

f ∈ C[0, 1], s¡ ci¡gªe (por. [14, 17.E]). Przypomnijmy, »e miar¦ ci¡gª¡ ν nazywamy

singularn¡, gdy istnieje zbiór borelowski miary µ zero A ⊂ [0, 1] taki, »e ν(A) = 1, co

symbolicznie oznaczamy ν ⊥ µ. Poniewa» relacja ⊥ jest borelowska w P([0, 1])× P([0, 1])

(patrz [14, 17.39]) oraz zbiór {ν ∈ P([0, 1]) : ν jest ci¡gªa} jest podzbiorem borelowskim

P([0, 1]) (por. [14, 17.37]), wi¦c zbiór

SP = {ν ∈ P([0, 1]) : ν ⊥ µ oraz ν jest ci¡gªa}

jest tak»e borelowski. Dla f ∈ H niech νf b¦dzie jedyn¡ miar¡ prawdopodobie«stwa

na [0, 1] tak¡, »e νf ([0, x)) = f(x). Odwzorowanie f 7→ νf dziaªaj¡ce z H w P([0, 1])

jest ci¡gªe , gdy» zbie»no±¢ fn → f w przestrzeni H (zbie»no±¢ jednostajna) implikuje

νfn → νf w P([0, 1]) (por. [3, paragraf 14]). Ponadto f ∈ SH ⇐⇒ νf ⊥ µ dla dowolnego

f ∈ H (por. [3, paragraf 32, str. 423]). Zatem zbiór SH (jako przeciwobraz zbioru

SP przez odwzorowanie ci¡gªe) ma zªo»ono±¢ deskryptywn¡ nie wi¦ksz¡ ni» zbiór SP, w

szczególno±ci jest borelowski.



Rozdziaª 4

Funkcje ci¡gªe ró»niczkowalne poza

zbiorem przeliczalnym

Klasyczne twierdzenie Mazurkiewicza [19], [14, 33.9] mówi, »e zbiór DIFF wszystkich

funkcji z C[0, 1], które s¡ ró»niczkowalne w ka»dym punkcie, jest Π1
1�zupeªny, w szczegól-

no±ci nieborelowski. W niedawno opublikowanej pracy [25] Sofronidis pokazaª, »e zbiór

wszystkich kawaªkami ró»niczkowalnych funkcji jest zbiorem Π1
1�zupeªnym. Na mocy

de�nicji, funkcja f jest kawaªkami ró»niczkowalna na [0, 1], gdy istnieje sko«czony podzbiór

[0, 1] poza którym jest ona ró»niczkowalna. W tym rozdziale zbadamy, co si¦ stanie, je±li

w twierdzeniu Sofronidisa zast¡pimy sªowo �sko«czony� sªowem �przeliczalny�. Poka»emy

(Wniosek 4.3 (iv)), »e zbiór wszystkich funkcji z C[0, 1] o przeliczalnym zbiorze punk-

tów nieró»niczkowalno±ci jest Π1
1�zupeªny. Gªówna konstrukcja oraz Twierdzenie 4.1

na±laduj¡ dowód twierdzenia Mazurkiewicza przedstawiony w monogra�i Kechrisa [14].

Jako szczególny przypadek dostajemy zarówno twierdzenie Mazurkiewicza jak i twierdze-

nie Sofronidisa. Mody�kacja konstrukcji z [14] polega na u»yciu dodatkowego parametru

d ∈ {0, 1}<N, dzi¦ki czemu mo»emy generowa¢ odpowiednie zbiory doskonaªe. Przez zbiór

doskonaªy w przestrzeni metrycznej rozumiemy niepusty domkni¦ty zbiór w sobie g¦sty.

Konstrukcja

Dla przedziaªu K = [u, v], przez K(L) i K(R) oznaczmy odpowiednio praw¡ i lew¡

poªow¦ przedziaªu K (tzn. K(L) = [u, 1
2
(u+v)] i K(R) = [1

2
(u+v), v]); przez |J | oznaczmy

dªugo±¢ przedziaªu J ; dla sko«czonego ci¡gu s przez |s| liczb¦ jego wyrazów. Niech Z =

{(s, d) ∈ N<N × {0, 1}<N : |s| = |d|} i ustalmy bijekcj¦ (s, d) 7→ 〈(s, d)〉 pomi¦dzy Z

i N. Dla T ∈ Tr oznaczmy Z(T ) = {(s, d) ∈ Z : s ∈ T}. Dla (s, d) ∈ Z przez

|(s, d)| oznaczmy wspóln¡ warto±¢ |s| i |d|. Dla f ∈ C[0, 1] poªó»my ND(f) = {x ∈

38



39

[0, 1] : f ′(x) nie istnieje} (�f ′(x) nie istnieje� oznacza tutaj, »e granica limy→x
f(x)−f(y)

x−y nie

istnieje lub jest niesko«czona).

Ustalmy domkni¦ty przedziaª I = [a, b] ⊂ [0, 1] i niech ϕ(x; I) b¦dzie funkcj¡ o

dziedzinie [0, 1] dan¡ wzorem:

ϕ(x; I) =


16(x−a)2(x−b)2

(b−a)3
, je±li x ∈ I,

0, w przeciwnym razie.

Zauwa»my, »e funkcja ta jest ró»niczkowalna na [0, 1].

De�niujemy dla ka»dego (s, d) ∈ Z przedziaªy domkni¦te J(s,d) oraz K(s,d) takie, »e:

(i) K(s,d) ⊂ J(s,d) jest wspóª±rodkowy z J(s,d) oraz |K(s,d)| ≤ 2−〈(s,d)〉(|J(s,d)| − |K(s,d)|);

(ii) J(sˆn,dˆi) ⊂ K
(L)
(s,d) dla dowolnych n ∈ N oraz i ∈ {0, 1};

(iii) J(sˆn,dˆi)∩J(sˆm,dˆj) = ∅ dla dowolnych n,m ∈ N oraz i, j ∈ {0, 1}, o ile (n, i) 6= (m, j).

Na pocz¡tek przyjmujemy J(∅,∅) = [0, 1], a dalsza konstrukcja jest indukcyjna wzgl¦dem

dªugo±ci |(s, d)|. Maj¡c drzewo T na N, poªó»my

FT (x) =
∑

(s,d)∈Z(T )

ϕ(x,K
(R)
(s,d)), x ∈ [0, 1].

Skoro 0 ≤ ϕ(x,K
(R)
(s,d)) ≤ |K

(R)
(s,d)| ≤ 2−〈(s,d)〉, to FT ∈ C[0, 1].

Poka»emy teraz, »e T 7→ FT jest ci¡gªym odwzorowaniem dziaªaj¡cym z Tr w C[0, 1].

Niech ε > 0 i dobierzmy N ∈ N tak, by 2−(N−2) < ε. Ustalmy T ∈ Tr i rozwa»my dowolne

drzewo S ∈ Tr takie, »e

T ∩ {s ∈ N<N : ∀d ∈ {0, 1}<N(|d| = |s| ⇒ 〈(s, d)〉 < N)} =

S ∩ {s ∈ N<N : ∀d ∈ {0, 1}<N(|d| = |s| ⇒ 〈(s, d)〉 < N}.

Wówczas dla dowolnego x ∈ [0, 1] mamy

|FT (x)− FS(x)| ≤
∑

(s,d)∈Z(T ),〈(s,d)〉≥N

ϕ(x,K
(R)
(s,d)) +

∑
(s,d)∈Z(S),〈(s,d)〉≥N

ϕ(x,K
(R)
(s,d)) ≤

∑
i≥N

(2−i + 2−i) =
1

2N−2
< ε.

Niech

GT =
⋃
y∈[T ]

⋂
n

⋃
d∈{0,1}n

J(y|n,d) dla T ∈ Tr.

Zauwa»my, »e dla ka»dego y ∈ NN zbiór
⋂
n

⋃
d∈{0,1}n J(y|n,d) jest homeomor�czny ze

zbiorem Cantora. Zatem dla dowolnego drzewa T zachodz¡ warunki:
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(∗) (T ∈ WF ⇐⇒ GT = ∅) oraz (T /∈ WF ⇐⇒ GT zawiera zbiór doskonaªy).

Twierdzenie 4.1 Funkcja T 7→ FT ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1) T ∈ WF ⇐⇒ ND(FT ) = ∅;

2) T /∈ WF ⇐⇒ ND(FT ) zawiera zbiór doskonaªy.

Dowód. Na mocy (∗) wystarczy pokaza¢, »e dla ka»dego x ∈ [0, 1] zachodzi

x /∈ GT ⇐⇒ F ′T (x) istnieje.

Zaªó»my najpierw, »e x ∈ GT . Wtedy istniej¡ y ∈ [T ] oraz z ∈ {0, 1}N o tej wªasno±ci,

»e x ∈ K
(L)
(y|n,z|n) dla wszystkich n ∈ N. Niech cn b¦dzie ±rodkiem przedziaªu K

(R)
(y|n,z|n) i

niech ln = |K(R)
(y|n,z|n)|/2. Wówczas FT (x) = 0 oraz FT (cn + ln) = 0 dla ka»dego n ∈ N,

wi¦c

∀n ∈ N
FT (cn + ln)− FT (x)

cn + ln − x
= 0.

Z drugiej strony

∀n ∈ N
FT (cn)− FT (x)

cn − x
≥ 2ln

3ln
=

2

3
.

Poniewa» cn → x, cn + ln → x, wi¦c F ′T (x) nie istnieje.

Niech teraz x /∈ GT . Wtedy x nale»y do co najwy»ej sko«czonej liczby przedziaªów

typu J(s,d), czyli istnieje N ∈ N takie, »e

∀(s, d) ∈ Z(T ) (〈(s, d)〉 ≥ N ⇒ x /∈ J(s,d)).

Niech para (s, d) ∈ Z(T ) b¦dzie taka, »e 〈(s, d)〉 ≥ N oraz niech h ∈ R \ {0}. Je»eli

|h| < |J(s,d)| − |K(s,d)|, to x+ h /∈ K(R)
(s,d), wi¦c ϕ(x,K

(R)
(s,d)) = 0. Mamy zatem∣∣∣∣∣ϕ(x+ h,K

(R)
(s,d))− ϕ(x,K

(R)
(s,d))

h

∣∣∣∣∣ =
ϕ(x+ h,K

(R)
(s,d))

|h|
≤

|K(R)
(s,d)|

|J(s,d)| − |K(s,d)|
≤ 2−〈(s,d)〉.

Dla n ≥ N poªó»my

F
(n)
T (x) =

∑
(s,d)∈Z(T ),〈(s,d)〉≤n

ϕ(x,K
(R)
(s,d)).

Poka»emy, »e F ′T (x) istnieje. Niech ε > 0. Wybierzmy n ≥ N takie, »e 2−n < ε/2. Niech

k = min{|(s, d)| : (s, d) ∈ Z(T ) i 〈(s, d)〉 ≥ n} i ustalmy par¦ (s, d) ∈ Z(T ) tak¡, »e

|(s, d)| = k. Poªó»my δ = |J(s,d)| − |K(s,d)|. Niech |h| ∈ (0, δ). Wówczas otrzymujemy∣∣∣∣∣FT (x+ h)− FT (x)

h
− F

(n)
T (x+ h)− F (n)

T (x)

h

∣∣∣∣∣ ≤
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≤
∑

(s,d)∈Z(T ),〈(s,d)〉>n

∣∣∣∣∣ϕ(x+ h,K
(R)
(s,d))− ϕ(x,K

(R)
(s,d))

h

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

j=n+1

2−j = 2−n <
ε

2
.

Funkcja F (n)
T jest ró»niczkowalna, wi¦c istnieje δ ∈ (0, δ] taka, »e∣∣∣∣∣F (n)

T (x+ h)− F (n)
T (x)

h
− F

(n)
T (x+ h′)− F (n)

T (x)

h′

∣∣∣∣∣ < ε

2

dla dowolnych h, h′ takich, »e |h|, |h′| ∈ (0, δ). St¡d i poprzednich oszacowa« mamy∣∣∣∣FT (x+ h)− FT (x)

h
− FT (x+ h′)− FT (x)

h′

∣∣∣∣ < ε

dla dowolnych h, h′ takich, »e |h|, |h′| ∈ (0, δ). Zatem istnieje sko«czona pochodna F ′T (x).

�

Wniosek 4.2 Niech R b¦dzie rodzin¡ przeliczalnych podzbiorów [0, 1] tak¡, »e ∅ ∈ R.
Wtedy zbiór {f ∈ C[0, 1] : ND(f) ∈ R} jest Π1

1�hard. W szczególno±ci je±li zbiór ten jest

koanalityczny, to jest Π1
1-zupeªny.

Wniosek 4.3 (i) Zbiór {f ∈ C[0, 1] : ND(f) = ∅} jest Π1
1�zupeªny (Mazurkiewicz

[19], [14, 33.9]).

(ii) Zbiór {f ∈ C[0, 1] : ND(f) jest sko«czony} jest Π1
1�zupeªny (Sofronidis [25]).

(iii) Zbiór {f ∈ C[0, 1] : ND(f) jest przeliczalny} jest Π1
1�zupeªny.

(iv) Zbiór {f ∈ C[0, 1] : ND(f) jest przeliczalny typu Gδ} jest Π1
1�zupeªny.

Dowód. Z Wniosku 4.2 wynika »e zbiory opisane w warunkach (i)�(iv) s¡ Π1
1�hard.

Wystarczy wi¦c pokaza¢, »e s¡ one koanalityczne.

Poªó»my E = {(f, x) ∈ C[0, 1] × [0, 1] : f ′(x) nie istnieje}. Wiadomo, »e zbiór E

jest Σ0
3 ([14, 23.23]) oraz zbiór w (i) jest dopeªnieniem rzutu E na pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡,

zatem jest on koanalityczny.

Zbiór w (ii) jest dopeªnieniem rzutu zbioru borelowskiego

{(f, (xn)) ∈ C[0, 1]× [0, 1]N : (∀i, j ∈ N)(i 6= j ⇒ xi 6= xj) ∧ ∀n ∈ N((f, xn) /∈ E)}

na C[0, 1].

Niech Ef = {x ∈ [0, 1] : (x, f) ∈ E} (ci¦cie zbioru E punktem f). Mamy {f ∈ C[0, 1] :

ND(f) jest przeliczalny} = {f ∈ C[0, 1] : Ef jest przeliczalny}. Na mocy twierdzenia

Mazurkiewicza-Sierpi«skiego [14, 29.19] zbiór w (iii) jest koanalityczny.
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Dla dowodu (iv) odnotujmy najpierw, »e zbiór przeliczalny A ⊂ [0, 1] jest typu Gδ

wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera niepustego zbioru w sobie g¦stego (por. [16, str. 78,

252, 259, 417]). Ponadto dla dowolnego A ⊂ [0, 1] mamy

A zawiera niepusty zbiór w sobie g¦sty ⇐⇒

∃{an : n ∈ N} ⊂ A ∀n, r ∈ N ∃k ∈ N (0 < |an − ak| <
1

r + 1
).

Dalej zauwa»my, »e zbiór

{(f, (xn)) ∈ C[0, 1]× [0, 1]N : ∀n, r ∈ N ∃k ∈ N (0 < |xn − xk| <
1

r + 1
∧ (f, xn) /∈ E)}

jest borelowski. Zatem zbiór

{f ∈ C[0, 1] : ND(f) zawiera niepusty zbiór w sobie g¦sty } =

{f ∈ C[0, 1] : ∃(xn) ∈ [0, 1]N ∀n, r ∈ N ∃k ∈ N (0 < |xn − xk| <
1

r + 1
∧ (f, xn) /∈ E)}

jest analityczny. St¡d i z (iii) wynika, »e zbiór w (iv) jest koanalityczny. �

Przedstawimy teraz ide¦ innej metody dowodu Twierdzenia 4.1. W tym celu zde�niu-

jemy pewn¡ specjaln¡ rodzin¦ drzew na N. Dla s, t ∈ N<N takich, »e |s| = |t| i dla liczby

n ∈ N de�niujemy s+t oraz ns w nast¦puj¡cy standardowy sposób: (s+t)(k) = s(k)+t(k)

i (ns)(k) = ns(k) dla k ∈ N, k < |s|. Analogicznie de�niujemy operacje α + β i nα dla

ci¡gów niesko«czonych α, β ∈ NN. Nast¦pnie de�niujemy odwzorowanie H : Tr → Tr

wzorem

H(T ) = {2s+ ε : s ∈ T oraz ε ∈ {0, 1}|s|}, T ∈ Tr.

Poªó»my Tr∗ = H(Tr). Poniewa» T ∈ Tr∗ wtedy i tylko wtedy, gdy ∀s ∈ N<N [2s ∈
T ⇒ ∀ε ∈ {0, 1}|s| (2s + ε ∈ T )], wi¦c Tr∗ jest domkni¦tym podzbiorem Tr. Zatem jest

to podprzestrze« polska przestrzeni Tr, przy czym drzewa T ∈ Tr∗ maj¡ nast¦puj¡c¡

wªasno±¢

[T ] 6= ∅ ⇐⇒ [T ] jest zbiorem doskonaªym.

Implikacja �⇐� jest oczywista. Dla dowodu �⇒� zaªó»my, »e drzewo T ∈ Tr∗ jest takie,
»e [T ] 6= ∅. Wówczas istnieje S ∈ Tr takie, »e T = H(S). Niech x ∈ [T ]. Wtedy

x|n = 2s(n) +ε(n), gdzie s(n) ∈ S oraz ε(n) ∈ {0, 1}n dla ka»dego n ∈ N. Niech ci¡g y ∈ NN

b¦dzie taki, »e y|n = s(n) dla ka»dego n ∈ N. Wtedy y ∈ [S] oraz dla ka»dego ci¡gu

z ∈ {0, 1}N mamy 2y + z ∈ [T ]. Zatem [T ] jest zbiorem doskonaªym, gdy» jest to zbiór
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domkni¦ty (por. [14, 2.4]) oraz dla dowolnego n ∈ N wraz z punktem x zbiór [T ] zawiera

punkt 2y + z taki, »e z|n = ε(n), z(n) = 1− ε(n+1)(n).

NiechWF ∗ = WF ∩Tr∗. Ustalmy s 7→ 〈s〉 � bijekcj¦ mi¦dzy N<N i N. Funkcja H jest

borelowska jako punktowa granica ci¡gªych odwzorowa« Hk : Tr → Tr zdefniowanych

nast¦puj¡co

Hk(T ) = {2s+ ε : s ∈ T , 〈s〉 < k, ε ∈ {0, 1}|s|}, k ∈ N.

Poniewa» poj¦cia Π1
1�zupeªno±ci i borelowskiej Π1

1�zupeªno±ci s¡ sobie równowa»ne (patrz

[13]), wi¦c WF ∗ jest Π1
1�zupeªny.

Teraz w niewielkim stopniu mody�kujemy dowód twierdzenia Mazurkiewicza z [14],

aby uzyska¢ Twierdzenie 4.1. Niech T 7→ ΦT b¦dzie ci¡gªym odwzorowaniem dziaªaj¡cym

z przestrzeni Tr w C[0, 1] opisanym w [14, 33.9], które ±wiadczy o tym, »e DIFF jest Π1
1�

zupeªny (odwzorowanie to jest podobne do naszego odwzorowania T 7→ FT zde�niowanego

na pocz¡tku rozdziaªu, lecz w jego konstrukcji nie stosujemy parametru d). Niech T ∈ Tr.
Wówczas z ka»dym ci¡giem α ∈ [T ] jest zwi¡zany punkt xα taki, »e sko«czona pochodna

Φ′T (xα) nie istnieje oraz dla ró»nych α, β ∈ [T ] punkty xα i xβ s¡ ró»ne. Z drugiej strony

je±li [T ] = ∅, to ΦT jest wsz¦dzie ró»niczkowalna. St¡d dla T ∈ Tr∗ mamy

[T ] 6= ∅ ⇐⇒ |{x ∈ [0, 1] : Φ′T (x) nie istnieje}| > ω.

Zatem funkcja T 7→ ΦT obci¦ta do Tr∗ ma te same wªasno±ci co funkcja T 7→ FT z

Twierdzenia 4.1.

Wiele przykªadów zbiorów Π1
1�zupeªnych (w tym wi¦kszo±¢ takich przykªadów z mono-

gra�i [14]) ma nast¦puj¡c¡ posta¢

{obiekty bez punktów osobliwych}

(por. [2]). Obiektami mog¡ by¢ funkcje ci¡gªe na [0, 1], funkcje ci¡gªe na T (gdzie

T = R/Z) lub homeomor�zmy przestrzeni zwartej, a punktami osobliwymi mog¡ by¢

odpowiednio: punkty nieró»niczkowalno±ci (por. twierdzenie Mazurkiewicza), punkty w

których szereg Fouriera nie jest zbie»ny (por. [14, 33.13]) lub punkty, w których home-

omor�zm ma orbity niesko«czone (por. [14, 33.20]). Znan¡ metod¡ dowodzenia Π1
1�

zupeªno±ci zbiorów koanalitycznych tego typu jest znalezienie ci¡gªego (borelowskiego)

odwzorowaniaG przeksztaªcaj¡cego Tr w dan¡ przestrze« maj¡cego nast¦puj¡ce wªano±ci:

(a) je±li [T ] = ∅, to G(T ) nie ma punktów osobliwych;
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(b) je±li α ∈ [T ], to istnieje punkt xα, w którym G(T ) ma osobliwo±¢;

(c) je±li α, β ∈ [T ] s¡ ró»nymi ci¡gami, to punkty osobliwe xα i xβ dla G(T ) te» s¡

ró»ne.

Zauwa»my, »e warunek (c) nie jest potrzebny do dowodu Π1
1�zupeªno±ci, jednak gdy on

zachodzi, to funkcja G ma wªasno±¢

∀T ∈ Tr∗ ([T ] 6= ∅ ⇐⇒ G(T ) ma nieprzeliczalny zbiór punktów osobliwych).

Powy»sze rozwa»ania mo»na powtórzy¢ w przypadku, gdy zamiast WF ∗ = WF ∩ Tr∗

rozpatrujemy W̃F
∗

= W̃F ∩ Tr∗. Analiza kilku wybranych dowodów Π1
1�zupeªno±ci

prowadzi do nast¦puj¡cego wniosku.

Wniosek 4.4 (i) Zbiór {(fn) ∈ (C[0, 1])N : (fn) jest zbie»ny punktowo poza zbiorem

przeliczalnym} jest Π1
1�zupeªny (por. [14, 33.11]);

(ii) Zbiór

NBP ∗ = {K ∈ K(R) : |{x ∈ K : p−(K, x) > 0 i p+(K, x) > 0}| ≤ ω}

jest Π1
1�zupeªny (por. Twierdzenie 2.17);

(iii) Zbiór

SSH∗ = {f ∈ H : |{x ∈ [0, 1] : 0 < f ′(x) <∞}| ≤ ω}

jest Π1
1�zupeªny (por. Twierdzenie 3.1).

Dowód. Wobec powy»szych uwag wystarczy pokaza¢, »e zbiory (i)�(iii) s¡ koanali-

tyczne. Za ka»dym razem b¦dziemy korzysta¢ z twierdzenia Mazurkiewicza-Sierpi«skiego

[14, 29.19], rozwa»aj¡c przeliczalne ci¦cia odpowiednich zbiorów.

Ad (i). Wiadomo [14, 23.18], »e zbiór

E(1) = {((fn), x) ∈ (C[0, 1])N × [0, 1] : (fn(x)) nie jest zbie»ny}

jest borelowski. Wówczas zbiór

{(fn) ∈ (C[0, 1])N : (fn) jest zbie»ny punktowo poza zbiorem przeliczalnym} =

= {(fn) ∈ (C[0, 1])N : E
(1)
(fn) jest przeliczalny}
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jest koanalityczny.

Ad (ii). W dowodzie Twierdzenia 2.17 zostaªo pokazane, »e zbiór

{(K, x) ∈ K(R)× R : x ∈ K ⇒ (p−(K, x) = 0 lub p+(K, x) = 0)}

jest borelowski. St¡d wynika, »e zbiór

E(2) = {(K, x) ∈ K(R)× R : x ∈ K i p−(K, x) > 0 i p+(K, x) > 0)}

jest borelowski. Wówczas zbiór NBP ∗ jest równy

{K ∈ K(R) : E
(2)
K jest przeliczalny},

wi¦c jest koanalityczny.

Ad (iii). Na mocy Lematu 3.4 zbiór

E(3) = {(f, x) ∈ H× [0, 1] : f ′(x) istnieje oraz 0 < f ′(x) <∞}

jest borelowski. Wtedy zbiór SSH∗ jest równy

{f ∈ H : E
(3)
f jest przeliczalny},

wi¦c jest koanalityczny. �



Rozdziaª 5

Wªasno±¢ Komjátha

Laczkovich w swojej pracy [17] pokazaª, »e je±li mamy ci¡g (Bn) zbiorów borelowskich w

R taki, »e dla ka»dego niesko«czonego zbioru indeksów H ⊂ N, zbiór

lim sup
n∈H

Bn = {x ∈ R : x ∈ Bn dla niesko«czenie wielu n ∈ H}

jest nieprzeliczalny, to istnieje niesko«czony zbiór G ⊂ N taki, »e iloczyn
⋂
n∈GB

n

jest nieprzeliczalny. Na pytanie, czy mo»na osªabi¢ zaªo»enie o tym, »e zbiory Bn s¡

borelowskie, odpowiedziaª Komjáth w pracy [15]. Wykazaª on, »e wªasno±¢ udowodniona

przez Laczkovicha pozostaje prawdziwa, je±li zaªo»ymy, »e ci¡g (Bn) skªada si¦ ze zbiorów

analitycznych. W pracy [15] Komjáth pokazaª ponadto, »e nie mo»na niesprzecznie tego

zaªo»enia osªabia¢, rozwa»aj¡c jako Bn zbiory koanalityczne. Mianowicie je±li zaªo»ymy

V = L, to istnieje ci¡g zbiorów koanalitycznych, który nie ma powy»szej wªasno±ci. Z

drugiej strony je»eli zaªo»ymyMAω1 , to wynik Laczkovicha jest prawdziwy dla dowolnego

ci¡gu zbiorów (Bn).

Kilka lat pó¹niej Halmos w pracy [12] zauwa»yª, »e istnieje ci¡g (Bn) zbiorów domkni¦-

tych takich, »e dla ka»degoH ∈ [N]ω zbiór lim supn∈H B
n ma miar¦ dodatni¡ i jednocze±nie

dla ka»dego G ∈ [N]ω zbiór
⋂
n∈GB

n ma miar¦ zero. Ze wzgl¦du na prostot¦ przykªadu

Halmosa zamieszczamy go poni»ej w wersji dla przestrzeni Cantora (w swojej pracy Hal-

mos zastosowaª zbiory Rademachera w [0, 1]).

Niech λ b¦dzie kanoniczn¡ miar¡ produktow¡ na {0, 1}N. Mo»na my±le¢ o ci¡gach z

{0, 1}N jako o realizacjach niesko«czonego ci¡gu rzutów symetryczn¡ monet¡, a o λ jako

o prawdopodobie«stwie zwi¡zanym z t¡ przestrzeni¡ probabilistyczn¡. Niech Bn b¦dzie

zdarzeniem polegaj¡cym na tym, »e w n-tym rzucie wypadnie reszka. Formalnie,

Bn = {α ∈ {0, 1}N : α(n) = 1}, n ∈ N.

46
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(Nawi¡zuj¡c do podej±cia Halmosa, mo»na rozwa»a¢ [0, 1] zamiast {0, 1}N, miar¦ Lebesgue'a

zamiast λ i zbiory Cn = {x ∈ [0, 1] : w n-tym miejscu rozwini¦cia dwójkowego x

jest 1} zamiast Bn.) Z lematu Borela-Cantelliego wynika, »e dla ka»dego H ∈ [N]ω

mamy λ(lim supn∈H B
n) = 1, a z drugiej strony z niezale»no±ci zdarze« Bn otrzymu-

jemy λ(
⋂
n∈GB

n) = 0 dla ka»dego G ⊂ [N]ω. Zauwa»my dodatkowo, »e lim supn∈H B
n

jest g¦stym zbiorem typu Gδ, podczas gdy
⋂
n∈H B

n jest domkni¦ty i nigdzieg¦sty, dla

dowolnego H ∈ [N]ω.

Powy»sze rozwa»ania staªy si¦ motywacj¡ do wprowadzenia nast¦puj¡cej de�nicji.

Niech dalej w tym rozdziale X b¦dzie nieprzeliczaln¡ przestrzeni¡ polsk¡. Niech J
b¦dzie ideaªem podzbiorów X. Powiemy, »e J ma wªasno±¢ (K) (wªasno±¢ Komjátha),

gdy dla ka»dego ci¡gu (An) podzbiorów analitycznych przestrzeni X, z faktu, »e

∀H ∈ [N]ω lim sup
n∈H

An /∈ J

wynika istnienie zbioru G ∈ [N]ω speªniaj¡cego warunek⋂
n∈G

An /∈ J .

Jak wcze±niej byªo wspomniane, wªasno±¢ (K) dla ideaªu zbiorów przeliczalnych udowod-

niª Komjáth. W dalszej cz¦±ci pracy, mody�kuj¡c rozumowanie Komjátha, wyka»emy, »e

istnieje szersza klasa ideaªów o tej wªasno±ci. Z drugiej strony przykªad Halmosa pokazuje,

»e σ�ideaªy zbiorów miary zero, pierwszej kategorii oraz σ�ideaª generowany przez zbiory

domkni¦te miary zero nie maj¡ wªasno±ci (K).

Dla ideaªu J podzbiorów X niech

J |Σ1
1

= {A ⊂ X : ∃B ∈ J (A ⊂ B i B jest zbiorem analitycznym)}.

Zauwa»my, »e J |Σ1
1
jest ideaªem oraz je±li J jest σ�ideaªem, to J |Σ1

1
jest σ�ideaªem.

Wprost z de�nicji wªasno±ci (K) otrzymujemy:

(∗) J ma wªasno±¢ (K) ⇐⇒ J |Σ1
1
ma wªano±¢ (K).

Przypomnijmy, »e rodzina F ⊂ J nazywa si¦ baz¡ ideaªu J , gdy ka»dy zbiór A ∈ J
zawiera si¦ w pewnym zbiorze B ∈ F . W zwi¡zku z warunkiem (∗) b¦dziemy dalej

rozwa»a¢ tylko ideaªy o bazie zªo»onej ze zbiorów analitycznych (mówimy krótko, »e s¡ to

ideaªy o bazie analitycznej).

Poni»sza obserwacja T. Banakha pokazuje, »e je±li ograniczymy si¦ do ideaªów o bazie

analitycznej, to badaj¡c wªasno±¢ (K), wystarczy rozwa»a¢ σ�ideaªy. Dla ideaªu J oz-

naczmy add(J ) = min{|F| : F ⊂ J oraz
⋃
F /∈ J }.
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Fakt 5.1 Je±li ideaª J ma baz¦ analityczn¡ oraz wªasno±¢ (K), to add(J ) ≥ ω1.

Dowód. Przypu±¢my, »e add(J ) < ω1. Niech A0, A1, A2, ... b¦dzie wst¦puj¡cym

ci¡giem zbiorów z J , którego suma nie nale»y do J . Mo»emy zaªo»y¢, »e zbioryA0, A1, A2, ...

s¡ analityczne. Wówczas

∀H ∈ [N]ω lim sup
n∈H

An =
⋃
n∈N

An /∈ J

oraz

∀H ∈ [N]ω
⋂
n∈H

An = Amin(H) ∈ J .

�

Zaªo»enie o analitycznej bazie ideaªu J jest istotne. By to pokaza¢, rozwa»my nast¦pu-

j¡cy ideaª

I = {A ⊂ R : ∃n ∈ N ∃C ⊂ R (A ⊂
⋃
k≤n

Bk ∪ C i |C| ≤ ω)},

gdzie {Bn : n ∈ N} jest rozbiciem prostej na parami rozª¡czne zbiory Bernsteina. Wówczas

I jest ideaªem, ale nie σ�ideaªem. Jednocze±nie I|Σ1
1
jest identyczny z σ�ideaªem wszys-

tkich przeliczalnych podzbiorów prostej, a zatem ma wªasno±¢ (K).

Przypomnijmy, »e element a algebry Boole'a B nazywa si¦ atomem, gdy

∀a′ ∈ B(a′ ≤ a⇒ (a′ = 0 lub a′ = a)).

Agebr¦ B nazwiemy atomow¡, je±li

∀b ∈ B∃a ∈ B(a ≤ b oraz a jest atomem).

Przez σ(Σ1
1) oznaczmy σ�ciaªo generowane przez wszystkie zbiory analityczne w przestrzeni

X. Zauwa»my, »e je±li J jest σ�ideaªem, to algebra Boole'a σ(Σ1
1)/J jest σ�zupeªna.

Fakt 5.2 Niech J b¦dzie σ�ideaªem o bazie analitycznej. Je±li ilorazowa algebra Boole'a

σ(Σ1
1)/J jest atomowa, to J ma wªasno±¢ (K).

Dowód. Dla zbioru A ∈ σ(Σ1
1) oznaczmy przez [A] odpowiadaj¡cy mu element w

algebrze σ(Σ1
1)/J . Niech (An) b¦dzie dowolnym ci¡giem zbiorów analitycznych w X

takim, »e

∀H ∈ [N]ω lim sup
n∈H

An /∈ J .
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W szczególno±ci lim supn∈NAn /∈ J . Zauwa»my, »e [lim supn∈NAn] =
∧
k

∨
n≥k[An] 6= 0.

Skoro algebra σ(Σ1
1)/J jest atomowa, to istnieje atom a ≤ [lim supAn]. Poniewa» a ≤∨

n≥k[An] dla ka»dego k ∈ N, wi¦c istnieje niesko«czenie wiele liczb n ∈ N takich, »e

a ≤ [An]. Poªó»my H = {n ∈ N : a ≤ [An]}. Wówczas zbiór H jest niesko«czony oraz

a ≤
∧
n∈H [An], a zatem

⋂
n∈H An /∈ J . �

Wniosek 5.3 Niech C b¦dzie analitycznym podzbiorem X. Poªó»my P(C) = {B ⊂ X :

B ⊂ C}. Wówczas σ�ideaª P(C) ma wªasno±¢ (K).

Dowód. Zauwa»my, »e atomami w algebrze σ(Σ1
1)/P(C) s¡ zbiory postaci [{x}], gdzie

x /∈ C. �

5.1 σ�ideaªy generowane przez podziaªy X/E

Niech X b¦dzie nieprzeliczaln¡ przestrzeni¡ polsk¡. Mówimy, »e relacja E ⊂ X × X

jest domkni¦ta (otwarta, Fσ, Gδ itd.), gdy jest ona domkni¦tym (otwartym, Fσ, Gδ itd.)

podzbiorem X × X. Niech E ⊂ X × X b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci, dla której zbiór

X/E klas abstrakcji [x]E = {y ∈ X : yEx}, x ∈ X, jest nieprzeliczalny. Niech JE oznacza

najmniejszy σ�ideaª zawieraj¡cy rodzin¦ X/E, dokªadnie niech

JE = {B ⊂ X : ∃(xn)n∈N ∈ XN B ⊂
⋃
n∈N

[xn]E}.

Ka»dy zbiór S ⊂ X taki, »e |S ∩ [x]E| ≤ 1 dla ka»dego x ∈ X b¦dziemy nazywa¢

cz¦±ciowym E�selektorem.

Wprowadzimy teraz za Komjáthem pomocnicze poj¦cie zbiorów dobrych dla ustalonego

H � niesko«czonego podzbioru N.

Niech J b¦dzie nietrywialnym (tzn. X /∈ J ) σ�ideaªem podzbiorów X zawieraj¡cym

wszystkie singletony. Ustalmy ci¡g (An) podzbiorów analitycznychX speªniaj¡cy warunek

∀H ∈ [N]ω lim sup
n∈H

An /∈ J ,

Niech H ∈ [N]ω oraz Y ⊂ X. Powiemy, »e zbiór Y jest dobry dla H, je±li dla ka»dego

G ∈ [H]ω

Y ∩ lim sup
n∈G

An /∈ J .
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Zauwa»my, »e je±li Y jest dobry dla H oraz Z ⊂ Y , Z ∈ J , to zbiór Y \Z jest dobry dla

H. W szczególno±ci je±li Y jest domkni¦ty i dobry dla H, to jego j¡dro doskonaªe (por.

[26, 2.6.2]) jest zbiorem dobrym dla H � b¦dziemy z tego kilkakrotnie korzysta¢.

Nast¦puj¡ce Lematy 5.4 i 5.5 s¡ analogiczne do odpowiednich lematów z pracy Komjátha

[15] (w [15] rol¦ ideaªu J peªni [X]≤ω). Dla kompletno±ci opisu przytaczamy ich dowody.

Mówimy, »e zbiór H1 ∈ [N]ω jest prawie zawarty w zbiorze H2 ∈ [N]ω, gdy zbiór H1 \H2

jest sko«czony.

Lemat 5.4 Je»eli Y =
⋃
i∈N Yi jest dobry dla H, to istniej¡: liczba i ∈ N oraz zbiór

H ′ ∈ [H]ω takie, »e Yi jest dobry dla H ′.

Dowód. Je»eli Y0 nie jest dobry dla H, to znajdziemy H0 ∈ [H]ω taki, »e Y0 ∩
lim supj∈H0

Aj ∈ J . Je»eli Y1 nie jest dobry dla H0, to znajdziemy H1 ∈ [H0]ω taki, »e

Y1 ∩ lim supk∈H1
Ak ∈ J . Gdyby teza nie zachodziªa, to znale¹liby±my ci¡g H ⊃ H0 ⊃

H1 ⊃ ... taki, »e Yn∩ lim supk∈Hn Ak ∈ J dla ka»dego n ∈ N. Wybierzmy teraz H ′ ∈ [H]ω

prawie zawarty w ka»dym zbiorze Hn. Wówczas Yn ∩ lim supk∈H′ Ak ∈ J dla ka»dego

n ∈ N, wi¦c Y ∩ lim supk∈H′ Ak ∈ J , co przeczy zaªo»eniu. �

Lemat 5.5 Niech F, P,A ⊂ X, przy czym zbiory F i P s¡ domkni¦te, F ∈ J oraz P ∩A
jest dobry dla pewnego H ∈ [N]ω. Wówczas istnieje punkt x ∈ P \F oraz H ′ ∈ [H]ω taki,

»e dla ka»dego otoczenia U punktu x zbiór (P \ F ) ∩ A ∩ U jest dobry dla H ′.

Dowód. Skoro F ∈ J , to zbiór (P \ F ) ∩ A jest dobry dla H. Zbiór P \ F jest

typu Fσ, wi¦c przedstawmy P jako
⋃
i∈N Pi, gdzie Pi s¡ domkni¦te oraz diam(Pi) < 1

(gdzie diam to ±rednica wzgl¦dem ustalonej zupeªnej metryki zgodnej z topologi¡ na X).

Z Lematu 5.4 wynika, »e dla pewnego i0 ∈ N oraz H0 ∈ [H]ω zbiór A∩ Pi0 jest dobry dla

H0. Przedstawmy teraz Pi0 jako
⋃
i∈N Pi0i, gdzie Pi0i s¡ domkni¦te oraz diam(Pi0i) < 1/2.

Korzystaj¡c ponownie z Lematu 5.4, znajdziemy i1 ∈ N oraz H1 ∈ [H0]ω takie, »e A∩Pi0i1
jest dobry dla H1. Post¦puj¡c indukcyjnie, de�niujemy ci¡g P ⊃ Pi0 ⊃ Pi0i1 ⊃ Pi0i1i2 ⊃ ...

zbiorów domkni¦tych o ±rednicach zbiegaj¡cych do zera oraz ci¡g H ⊃ H0 ⊃ H1 ⊃ ...,

gdzie Hn ∈ [H]ω taki, »e A ∩ Pi0...in jest dobry dla Hn. Skoro przestrze« X jest zupeªna,

to istnieje x ∈
⋂
i∈N Pi0...in . Wybieramy teraz H ′ ∈ [H]ω prawie zawarty w ka»dym zbiorze

Hn. Wówczas ka»dy zbiór A∩Pi0...in jest dobry dla H ′. Dla ka»dego otoczenia U punktu

x istnieje liczba n ∈ N taka, »e Pi0...in ⊂ U . St¡d wynika teza. �
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Przed kolejnym lematem zaªó»my dodatkowo, »e J jest postaci JE dla pewnej relacji

równowa»no±ci E typu Fσ o nieprzeliczalnie wielu klasach abstrakcji. Wówczas E =⋃
n∈NEn, gdzie En s¡ domkni¦te.

Lemat 5.6 Niech P,A ⊂ X, niech P b¦dzie domkni¦ty, H ∈ [N]ω oraz ε > 0 i n ∈ N.

Je»eli P ∩ A jest dobry dla H, to istniej¡ rozª¡czne zbiory domkni¦te P0, P1 ⊂ P oraz

H ′ ∈ [H]ω takie, »e diam(P0) < ε, diam(P1) < ε, (P0×P1)∩En = ∅ oraz A∩P0 i A∩P1

s¡ dobre dla H ′.

Dowód. Na mocy Lematu 5.5 (dla F = ∅) istniej¡: punkt x0 ∈ P oraz zbiór

H0 ∈ [H]ω takie, »e dla ka»dego otoczenia U punktu x0 zbiór P ∩A∩U jest dobry dla H0.

Zauwa»my, »e zbiór (En)x0 jest domkni¦ty oraz nale»y do JE, bo (En)x0 ⊂ Ex0 = [x0]E ∈
JE. Na mocy Lematu 5.5 (dla F = (En)x0) istniej¡ x1 ∈ P \ (En)x0 oraz H1 ∈ [H0]ω

takie, »e dla ka»dego otoczenia V punktu x1 zbiór (P \ (En)x0)∩A∩V jest dobry dla H1.

Poniewa» (x0, x1) /∈ En, wi¦c z domkni¦to±ci En wynika istnienie otocze« otwartych U ′ i V ′

odpowiednio punktów x0 i x1 takich, »e cl(U ′)∩cl(V ′) = ∅ oraz (cl(U ′)×cl(V ′))∩En = ∅,
przy czym mo»emy zaªo»y¢, »e diam(U ′) < ε, diam(V ′) < ε. Poªó»my P0 = P ∩ cl(U ′)
oraz P1 = P ∩ cl(V ′). Jest jasne, »e H ′ = H1 oraz P0 i P1 speªniaj¡ tez¦ lematu. �

Twierdzenie 5.7 Niech E b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci typu Fσ o nieprzeliczalnie wielu

klasach abstrakcji na nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej X. Wówczas dla ka»dego ci¡gu

(Aj) zbiorów analitycznych w X o tej wªasno±ci, »e

∀H ∈ [N]ω lim sup
j∈H

Aj /∈ JE

istniej¡: zbiór G ∈ [N]ω oraz zbiór P homeomor�czny z {0, 1}N b¦d¡cy cz¦±ciowym E-

selektorem takie, »e P ⊂
⋂
j∈GA

j. W szczególno±ci σ�ideaª JE ma wªasno±¢ (K).

Dowód. Odrzucaj¡c zbiór przeliczalny, mo»emy zaªo»y¢, »e X jest zbiorem doskon-

aªym. Ponadto mo»emy zaªo»y¢, »e diam(X) < 1. Przedstawmy E w postaci E =⋃
n∈NEn, gdzie En s¡ domkni¦te. Niech Aj b¦dzie ci¡giem zbiorów analitycznych takich,

»e

∀H ∈ [N]ω lim sup
j∈H

Aj /∈ JE.

Przedstawmy Aj jako wynik operacji Suslina (por. [14, 25.7]):

Aj =
⋃
z∈NN

⋂
n∈N

F j
z|n,
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gdzie F j
z|n s¡ zbiorami domkni¦tymi, diam(F j

z|n) < 1
n+1

oraz

∀n,m ∈ N(n > m⇒ F j
z|n ⊂ F j

z|m).

Dla s ∈ Nn poªó»my Ajs =
⋃
z∈NN,z|n=s

⋂
k∈N F

j
z|k.

Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e A0 = X. Przeprowadzimy teraz konstrukcj¦

indukcyjn¡. W n-tym kroku wybierzemy liczb¦ jn ∈ N, zbiory doskonaªe Ps (s ∈ {0, 1}n),
ci¡gi sko«czone t(k, s) ∈ Nn (k ≤ n, s ∈ {0, 1}n) oraz zbiór Hn ∈ [N]ω speªniajace

nast¦puj¡ce warunki:

(1) jn > jn−1, Hn ∈ [Hn−1]ω, jn ∈ Hn−1;

(2) Psˆ0, Psˆ1 ⊂ Ps, Psˆ0 ∩ Psˆ1 = ∅, (Psˆ0 × Psˆ1) ∩ En = ∅, dla s ∈ {0, 1}n−1;

(3) diam(Ps) <
1

n+1
dla s ∈ {0, 1}n;

(4) Ps ∩ Aj0t(0,s) ∩ ... ∩ A
jn
t(n,s) jest dobry dla Hn gdy s ∈ {0, 1}n;

(5) Ps ⊂ F j0
t(0,s) ∩ ... ∩ F

jn
t(n,s) dla s ∈ {0, 1}n;

(6) t(k, s) ⊂ t(k, ŝ 0), t(k, s) ⊂ t(k, ŝ 1) dla s ∈ {0, 1}n−1 i k ≤ n− 1.

Warunki (2) i (3) gwarantuj¡, »e zbiór

P =
⋂
n∈N

⋃
s∈{0,1}n

Ps

jest doskonaªy (homeomor�czny z {0, 1}N) i ka»dy punkt tego zbioru le»y w innej klasie

abstrakcji relacji E, wi¦c P /∈ JE. Je±li x ∈ P , to z (2) wynika, i» dla ka»dego n ∈ N

istnieje dokªadnie jeden ci¡g sn taki, »e x ∈ Psn . Ponadto s0 ⊂ s1 ⊂ s2 ⊂ .... Niech

i ∈ N. Z (5) dla n ≥ i wynika, »e x ∈ F ji
t(i,sn), a z (6) otrzymujemy t(i, si) ⊂ t(i, si+1) ⊂

t(i, si+2) ⊂ .... St¡d x ∈ Ajit(i,si) ⊂ Aji . W konsekwencji P ⊂
⋂
i∈NA

ji i przyjmuj¡c

G = {j0, j1, ...}, mamy tez¦.

Pozostaje nam zde�niowa¢ obiekty speªniaj¡ce (1)�(6) przez indukcj¦ wzgl¦dem n.

Poªó»my j0 = 0, P∅ = X, H0 = N. Z zaªo»enia twierdzenia X jest dobry dla N. Kªad¡c

t(0, ∅) = ∅, otrzymamy (1)�(6) dla kroku zerowego.

Zaªó»my, »e n ∈ N oraz »e wybrali±my ju» jk (dla k ≤ n), Ps (dla s ∈ {0, 1}k, k ≤ n),

t(k, s) (dla k ≤ l ≤ n, s ∈ {0, 1}l) oraz Hk (dla k ≤ n).

Najpierw poka»emy, »e istniej¡: liczba j ∈ Hn taka, »e j > jn oraz zbiór H ′n ∈ [Hn]ω

speªniaj¡ce warunek
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(7) ∀s ∈ {0, 1}n(Ps ∩ Aj0t(0,s) ∩ ... ∩ A
jn
t(n,s) ∩ Aj) jest dobry dla H ′n).

Przypu±¢my przeciwnie, »e dla ka»dego j ∈ Hn, j > jn, i dla ka»dego H ∈ [Hn]ω zachodzi

∃G ∈ [H]ω ∃s ∈ {0, 1}n (Ps ∩ Aj0t(0,s) ∩ ... ∩ A
jn
t(n,s) ∩ A

j ∩ lim sup
r∈G

Ar ∈ JE).

Post¦puj¡c indukcyjnie, znajdziemy liczby k0 < k1 < ... oraz zbiory Hn = G0 ⊃ G1 ⊃ ...

takie, »e km ∈ Gm ∈ [N]ω oraz

∀m ∈ N ∃sm ∈ {0, 1}n (Psm ∩ A
j0
t(0,sm) ∩ ... ∩ A

jn
t(n,sm) ∩ A

km ∩ lim sup
r∈Gm+1

Ar ∈ JE).

Poniewa» istnieje tylko 2n mo»liwo±ci wyboru sm, wi¦c istnieje ci¡g s ∈ {0, 1}n taki, »e

zbiór Γ = {km : sm = s} jest niesko«czony. Wówczas Γ jest prawie zawarty w Gm, dla

wszystkich m ∈ N. St¡d otrzymujemy

Ps ∩ Aj0t(0,s) ∩ ... ∩ A
jn
t(n,s) ∩ (

⋃
m∈Γ

Am) ∩ lim sup
r∈Γ

Ar ∈ JE.

Ale to jest niemo»liwe, bo lim supr∈ΓA
r ⊂

⋃
m∈ΓA

m oraz zachodzi (4). Zatem istnieje

liczba j > jn, j ∈ Hn, speªniaj¡ca (7). To b¦dzie nasz wybór liczby jn+1.

Stosuj¡c (7) oraz Lemat 5.6 do zbioru Ps i rozwa»aj¡c j¡dra doskonaªe odpowiednich

zbiorów domkni¦tych, znajdziemy rozª¡czne zbiory doskonaªe P sˆ0, P sˆ1 ⊂ Ps takie, »e

diam(P sˆ0), diam(P sˆ1) < 1
n+1

, (P sˆ0×P sˆ1)∩En = ∅ oraz zbiór H ′′n ∈ [H ′n]ω taki, »e dla

wszystkich s ∈ {0, 1}n oraz i = 0, 1

P sˆi ∩ Aj0t(0,s) ∩ ... ∩ A
jn
t(n,s) ∩ A

jn+1 jest dobry dla H ′′n.

Zbiór Aj0t(0,s) ∩ ... ∩ A
jn
t(n,s) ∩ Ajn+1 jest zawarty w nast¦puj¡cej sumie⋃

z0∈Nn+1,z0⊃t(0,s)

...
⋃

zn∈Nn+1,zn⊃t(n,s)

⋃
zn+1∈Nn+1

(Aj0z0 ∩ ... ∩ A
jn+1
zn+1

).

Z Lematu 5.4 wynika, »e pewien skªadnik tej sumy jest dobry dla H ′′n. Zatem stosuj¡c

2n+1 razy Lemat 5.4, znajdziemy Hn daj¡cy t¦ wªasno±¢ dla wszystkich s ∈ {0, 1}n oraz

i = 0, 1. De�niujemy ci¡gi t(0, ŝ i),..., t(n + 1, ŝ i) jako z0,...,zn+1 odpowiadaj¡ce ŝ i.

Nale»y jeszcze �poprawi¢� zbiory P sˆi tak, by speªniaªy (5). Poªó»my

Qsˆi = P sˆi ∩ F j0
t(0,sˆi) ∩ ... ∩ F

jn+1

t(n+1,sˆi).

Poniewa» dla ka»dego s mamy Ajs ⊂ F j
s , wi¦c zbiory Qsˆi oraz P sˆi maj¡ takie samo

przeci¦cie ze zbiorem

Aj0t(0,sˆi) ∩ ... ∩ A
jn+1

t(n+1,sˆi).
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Zatem zachodzi (4). Usuwaj¡c z ka»dego domkni¦tego zbioru Qsˆi co najwy»ej przeliczal-

nie wiele punktów i pozostawiaj¡c jego j¡dro doskonaªe, otrzymamy zbiór doskonaªy Psˆi.

Jest on nadal dobry dla Hn, który to zbiór nazwiemy teraz Hn+1. Warunki (1)�(6) s¡

speªnione. �

Schemat powy»szego dowodu ª¡czy w sobie pomysªy z oryginalnego dowodu twierdzenia

Komjátha [15] z ide¡ fuzji daj¡cej cz¦±ciowy E�selektor homeomor�czny z {0, 1}N [26,

2.6.7,2.6.8]. W szczególno±ci, je±li E jest relacj¡ równo±ci =, to otrzymujemy twierdzenie

Komjátha (zatem σ�ideaª zbiorów przeliczalnych b¦dziemy oznacza¢ przez J=). Nast¦pu-

j¡cy wniosek z Twierdzenia 5.7 jest prawdopodobnie znany, cho¢ trudno go znale¹¢ w

literaturze. Jest on wzmocnieniem wy»ej cytowanych faktów z [26].

Wniosek 5.8 Niech A ⊂ X b¦dzie zbiorem analitycznym. Je±li E jest relacj¡ równowa»no±ci

typu Fσ na X o nieprzeliczalnie wielu klasach abstracji oraz A /∈ JE, to istnieje zbiór

P ⊂ A homeomor�czny z {0, 1}N i b¦d¡cy cz¦±ciowym E�selektorem.

Dowód. Wystarczy poªo»y¢ An = A dla ka»dego n ∈ N. �

5.2 Parametryczna wªasno±¢ Komjátha

Powiemy, »e σ-ideaª J podzbiorów przestrzeni polskiej Y ma wªasno±¢ Mazurkiewicza�

Sierpi«skiego, gdy dla ka»dej przestrzeni polskiej X oraz ka»dego zbioru analitycznego

A ⊂ X × Y zbiór {x ∈ X : Ax /∈ J } jest analityczny. Przykªadami σ�ideaªów o

wªasno±ci Mazurkiewicza�Sierpi«skiego s¡ σ�ideaªy zbiorów przeliczalnych [14, 29.19],

zbiorów pierwszej kategorii [14, 29.22] oraz zbiorów miary zero [14, 29.26].

Lemat 5.9 Niech Y b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡. Niech E b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci

typu Fσ na Y o nieprzeliczalnie wielu klasach abstracji. Wówczas zbiór {L ∈ K(Y ) : L

zawiera doskonaªy cz¦±ciowy E�selektor} jest analityczny w przestrzeni K(Y ).

Dowód. Niech E =
⋃
n∈NEn, gdzie zbiory En, n ∈ N, s¡ domkni¦te. Niech (Ui)

b¦dzie przeliczaln¡ baz¡ Y . Wówczas

L zawiera doskonaªy cz¦±ciowy E�selektor ⇐⇒

∃K ∈ K(Y ), K ⊂ L ∀i, n ∈ N [Ui ∩K 6= ∅ ⇒ (∃l, k ∈ N cl(Ul) ∪ cl(Uk) ⊂ Ui,

cl(Ul)∩cl(Uk) = ∅, diam(Ul), diam(Uk) <
1

n+ 1
, Ul∩K 6= ∅, Uk∩K 6= ∅, (Ul×Uk)∩En = ∅)].
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W standardowy sposób pokazuje si¦, »e powy»sza formuªa opisuje zbiór analityczny, zatem

wystarczy udowodni¢ powy»sz¡ równowa»no±¢.

Niech K ⊂ L b¦dzie doskonaªym cz¦±ciowym E�selektorem. Skoro K jest doskonaªy,

to dla ka»dego n ∈ N i dla ka»dego zbioru Ui, który ma niepuste przeci¦cie z K, zbiór

Ui∩K ma co najmniej dwa punkty, które mo»emy rozdzieli¢ zbiorami postaci cl(Ul), cl(Uk)

o ±rednicach mniejszych ni» 1/(n + 1) zawartymi w Ui. Z domkni¦to±ci En i tego, »e K

jest cz¦±ciowym E�selektorem wynika, »e mo»emy dodatkowo zaªo»y¢ (Ul×Uk)∩En = ∅.
Odwrotnie zaªó»my, »e istnieje zbiór K ⊂ L opisany powy»ej. Wówczas mo»emy przez

indukcj¦ wzgl¦dem dªugo±ci ci¡gu s zde�niowa¢ rodzin¦ niepustych zbiorów otwartych

{Vs : s ∈ {0, 1}<N} ⊂ {Ui : i ∈ N} o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

(i) Vs ∩K 6= ∅;

(ii) cl(Vsˆ0) ∪ cl(Vsˆ1) ⊂ Vs, cl(Vsˆ0) ∩ cl(Vsˆ1) = ∅;

(iii) diam(Vs) <
1
|s|+1

;

(iv) (Vsˆ0 × Vsˆ1) ∩ E|s|+1 = ∅;

dla ka»dego s ∈ {0, 1}<N. Wtedy zbiór K ′ =
⋂
n∈N

⋃
s∈{0,1}n cl(Vs) ∩K jest doskonaªym

cz¦±ciowym E�selektorem zawartym w L. �

Fakt 5.10 Niech E b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci typu Fσ na Y o nieprzeliczalnie wielu

klasach abstrakcji. Wówczas JE ma wªasno±¢ Mazurkiewicza�Sierpi«skiego.

Dowód. Niech zbiór B ⊂ Y b¦dzie analityczny oraz niech F ⊂ Y × N (gdzie N
oznacza przestrze« Baire'a NN) b¦dzie zbiorem domkni¦tym takim, »e projY (F ) = B.

Wówczas

B /∈ JE ⇐⇒

∃K ∈ K(Y ×N )[K ⊂ F ∧ projY (K) zawiera doskonaªy cz¦±ciowy E�selektor].

Aby pokaza¢ �⇒�, zaªó»my, »e B /∈ JE. Wówczas na mocy Wniosku 5.8 istnieje zbiór

doskonaªy P ⊂ B, który jest cz¦±ciowym E-selektorem. Zauwa»my, »e P = projY ((P ×
N )∩F ). Na mocy [14, 29.20] istnieje zbiórK ⊂ (P×N )∩F , który jest homeomor�czny ze

zbiorem Cantora oraz projY (K) jest tak»e homeomor�czny ze zbiorem Cantora. Poniewa»

projY (K) ⊂ P , wi¦c projY (K) jest doskonaªym cz¦±ciowym E�selektorem. Implikacja

�⇐� jest oczywista.
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Niech zbiór A ⊂ X×Y b¦dzie analityczny i wybierzmy zbiór domkni¦ty F ⊂ X×Y×N
taki, »e projX×Y (F ) = A. Wówczas dla dowolnego x ∈ X mamy Ax = projY (Fx) oraz

Fx ⊂ Y ×N jest domkni¦ty. Z udowodnionej równowa»no±ci dla dowolnego x ∈ X mamy

Ax /∈ JE ⇐⇒

∃K ∈ K(Y ×N )[K ⊂ Fx ∧ projY (K) zawiera doskonaªy cz¦±ciowy E�selektor].

Zde�niujmy zbiór R ⊂ X ×K(Y ×N ) wzorem

(x,K) ∈ R ⇐⇒ K ⊂ Fx ⇐⇒ {x} ×K ⊂ F.

Wówczas R jest domkni¦ty. Ponadto na mocy [14, 4.29(vi)] odwzorowanieK 7→ projY (K)

jest ci¡gª¡ funkcj¡ z K(Y ×N ) w K(Y ). Zatem na mocy Lematu 5.9 mamy tez¦. �

Zacytujemy teraz kilka de�nicji z [22] oraz [14, 19.D]. Dla α ∈ [N]<ω oraz H ∈ [N]ω

takich, »e max(α) < min(H) zbiór postaci

[α,H] = {G ∈ [N]ω : α ⊂ G ⊂ α ∪H}

nazywamy otoczeniem Ellentucka. Topologia generowana przez baz¦ otocze« Ellentucka

nazywa si¦ topologi¡ Ellentucka na [N]ω. Mówimy, »e zbiór A ⊂ {0, 1}N × [N]ω jest

doskonale Ramsey'a (perfectly Ramsey), gdy dla ka»dego zbioru doskonaªego P ⊂ {0, 1}N

i dowolnego otoczenia Ellentucka [α,H] istnieje zbiór doskonaªy Q ⊂ P oraz G ∈ [H]ω

takie, »e albo Q × [α,G] ⊂ A albo (Q × [α,G]) ∩ A = ∅. Zbiór A ⊂ [N]ω nazywamy ze-

rowym Ramsey'a, gdy jest on zbiorem pierwszej kategorii (równowa»nie, nigdzieg¦stym)

w topologii Ellentucka. Przez r0 oznaczmy σ�ideaª zbiorów zerowych Ramsey'a. Traktu-

jemy [N]ω jako podprzestrze« polsk¡ przestrzeni {0, 1}N, identy�kuj¡c zbiory H ∈ [N]ω z

ich funkcjami charakterystycznymi.

Poni»sze twierdzenie b¦dzie u»ytecznym narz¦dziem w dalszych rozwa»aniach.

Twierdzenie 5.11 (Pawlikowski [22]) Je»eli zbiór A ⊂ {0, 1}N × [N]ω jest analityczny,

to jest doskonale Ramsey'a.

Nast¦pne twierdzenie jest parametryczn¡ wersj¡ Twierdzenia 5.7. Jego dowód jest

analogiczny do dowodu parametrycznej wersji twierdzenia Komjátha opublikowanej w [9].

Parametryczne wersje ró»nych znanych twierdze« mo»na znale¹¢ w [20]; Twierdzenie 5.11

te» jest przykªadem takiego rezultatu.
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Twierdzenie 5.12 Niech X i Y b¦d¡ nieprzeliczalnymi przestrzeniami polskimi. Niech J
b¦dzie σ�ideaªem na Y , który ma wªasno±¢ (K) oraz wªasno±¢ Mazurkiewicza�Sierpi«skiego.

Niech (Aj)j∈N b¦dzie ci¡giem zbiorów analitycznych w X × Y takim, »e

∀x ∈ X ∀H ∈ [N]ω (lim sup
j∈H

Ajx /∈ J ).

Wówczas istniej¡ zbiór doskonaªy P ⊂ X oraz H ∈ [N]ω takie, »e

∀x ∈ P (
⋂
j∈H

Ajx /∈ J ).

Dowód. Poniewa» X jest nieprzeliczaln¡ przestrzeni¡ polsk¡, wi¦c zawiera podzbiór

X ′ homeomor�czny z {0, 1}N. Je±li znajdziemy P ⊂ X ′ taki jak w tezie, to b¦dzie on

równie» speªniaª tez¦ dla X. Zatem mo»emy zaªo»y¢, »e X = {0, 1}N. Poªó»my

A = {(x,H) ∈ {0, 1}N × [N]ω :
⋂
j∈H

Ajx /∈ J }.

Rozwa»my nast¦puj¡cy zbiór

B = {(x,H, y) ∈ {0, 1}N × [N]ω × Y : (x, y) ∈
⋂
j∈H

Aj} =

{(x,H, y) ∈ {0, 1}N × [N]ω × Y : ∀j ∈ N(j /∈ H lub (x, y) ∈ Aj)}

i zauwa»my, »e jest on analityczny. Zatem zbiór

A = {(x,H) ∈ {0, 1}N × [N]ω : B(x,H) /∈ J }

jest analityczny, gdy» J ma wªasno±¢ Mazurkiewicza�Sierpi«skiego. Teraz na mocy

Twierdzenia 5.11 zbiór A jest doskonale Ramsey'a. Zatem istniej¡: zbiór doskonaªy

P ⊂ {0, 1}N oraz H ∈ [N]ω takie, »e albo P × [∅, H] ⊂ A albo (P × [∅, H]) ∩ A = ∅.
Przypadek drugi jest niemo»liwy, gdy» z faktu, »e J ma wªasno±¢ (K) wynika, i» dla

ka»dego x ∈ P istnieje G ∈ [H]ω taki, »e
⋂
j∈GA

j /∈ J . Przypadek pierwszy oznacza, »e

∀x ∈ P (
⋂
j∈H

Ajx /∈ J ). �

Zauwa»my teraz, »e Twierdzenie 5.12 mo»emy zastosowa¢ do odpowiednich σ�ideaªów

typu JE, korzystaj¡c z Twierdzenia 5.7 i Faktu 5.10. Wówczas otrzymamy
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Wniosek 5.13 Niech X i Y b¦d¡ nieprzeliczalnymi przestrzeniami polskimi. Niech E

b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci na Y typu Fσ o nieprzeliczalnie wielu klasach abstrakcji.

Niech (Aj)j∈N b¦dzie ci¡giem zbiorów analitycznych w X × Y takim, »e

∀x ∈ X ∀H ∈ [N]ω (lim sup
j∈H

Ajx /∈ JE).

Wówczas istniej¡: zbiór doskonaªy P ⊂ X oraz H ∈ [N]ω takie, »e

∀x ∈ P (
⋂
j∈H

Ajx /∈ JE).

5.3 Niezmienniczo±¢ wªasno±ci (K) wzgl¦dem pewnych

operacji

Niech X i Y b¦d¡ nieprzeliczalnymi przestrzeniami polskimi. Wówczas istnieje borelowski

izomor�zm ϕ : X → Y mi¦dzy tymi przestrzeniami (por. [14, 15.6]). Niech J b¦dzie

σ�ideaªem podzbiorów przestrzeni X. Okre±lmy σ�ideaª wzorem

ϕ ∗ (J ) = {ϕ(A) : A ∈ J } ⊂ P(Y ).

Wprost z de�nicji wªasno±ci (K) i niezmienniczo±ci zbiorów analitycznych wzgl¦dem izomor-

�zmu borelowskiego wynika nast¦puj¡cy

Fakt 5.14 Przy powy»szych zaªo»eniach J ma wªasno±¢ (K) wtedy i tylko wtedy, gdy

ϕ ∗ (J ) ma wªasno±¢ (K).

Wniosek 5.15 Niech X b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡ bez punktów izolowanych i niech J
b¦dzie σ�ideaªem wszystkich zbiorów pierwszej kategorii w przestrzeni X. Wówczas J nie

ma wªasno±ci (K).

Dowód. Jak pokazali±my na pocz¡tku tego rozdziaªu, σ�ideaª wszystkich zbiorów

pierwszej kategorii w {0, 1}N nie ma wªasno±ci (K). Na mocy [6, 3.15] istnieje borelowski

izomor�zm ϕ : {0, 1}N → X taki, »e dla ka»dego A ⊂ {0, 1}N zachodzi równowa»no±¢

A jest zbiorem I kategorii ⇐⇒ ϕ(A) jest zbiorem I kategorii.

Zatem J nie ma wªasno±ci (K) na mocy Faktu 5.14. �
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Wniosek 5.16 Niech X b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡ i niech ν b¦dzie ci¡gª¡ miar¡ borelowsk¡

na X. Niech J b¦dzie σ�ideaªem zbiorów ν miary zero. Wówczas J nie ma wªasno±ci

(K).

Dowód. Jak pokazali±my na pocz¡tku tego rozdziaªu σ�ideaª wszystkich zbiorów

miary zero w [0, 1] nie ma wªasno±ci (K). Niech µ b¦dzie miar¡ Lebesgue'a na [0, 1]. Na

mocy [14, 17.41] istnieje izomor�zm borelowski ϕ : X → [0, 1] mi¦dzy X i [0, 1] taki, »e

dla ka»dego zbioru A ⊂ [0, 1]

µ(A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ν(ϕ−1(A)) = 0.

Zatem J nie ma wªasno±ci (K) na mocy Faktu 5.14. �

Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami polskimi. Niech I b¦dzie σ�ideaªem na X, za± J
σ�ideaªem na Y . De�niujemy produkt Fubiniego tych σ�ideaªów wzorem

I ⊗ J = {A ⊂ X × Y : {x ∈ X : Ax /∈ J } ∈ I}.

Wówczas I ⊗ J jest σ�ideaªem.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡ i niech I, J b¦d¡ σ�ideaªami w X takimi, »e

I ⊂ J . Powiemy, »e para (I,J ) ma wªasno±¢ (K), gdy warunek

∀H ∈ [N]ω lim sup
n∈H

An /∈ J

implikuje istnienie zbioru G ∈ [N]ω takiego, »e⋂
n∈G

An /∈ I.

Fakt 5.17 Niech E b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci typu Fσ na nieprzeliczalnej przestrzeni

polskiej X o nieprzeliczalnie wielu klasach abstrakcji. Niech {∅} b¦dzie σ�ideaªem (zªo»onym

jedynie ze zbioru pustego) na przestrzeni polskiej Y . Wówczas σ�ideaª JE⊗{∅} ma wªas-

no±¢ (K).

Dowód. Poka»emy, »e JE ⊗ {∅} jest σ�ideaªem typu JE dla pewnej relacji E typu

Fσ na X × Y . Dla (x, y), (x′, y′) ∈ X × Y poªó»my

(x, y)E(x′, y′) ⇐⇒ xEx′.

Jest jasne, »e relacja E jest typu Fσ. Ponadto dla ka»dego A ⊂ X × Y mamy

A ∈ JE ⇐⇒ ∃(xn) ∈ XN (A ⊂
⋃
n∈N

[xn]E × Y ) ⇐⇒
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∃B ∈ JE (A ⊂ B × Y ) ⇐⇒ {x ∈ X : Ax 6= ∅} ∈ JE ⇐⇒ A ∈ JE ⊗ {∅},

co wobec Twierdzenia 5.7 daje tez¦. �

Fakt 5.18 Niech J b¦dzie σ�ideaªem o wªasno±ci (K) podzbiorów nieprzeliczalnej przestrzeni

polskiej Y . Niech {∅} i J= b¦d¡ σ�ideaªami na nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej X �

pierwszy zªo»ony jedynie ze zbioru pustego, drugi zªo»ony ze wszystkich zbiorów przeliczal-

nych. Wówczas {∅}⊗J ma wªasno±¢ (K) wtedy i tylko wtedy, gdy para ({∅}⊗J ,J=⊗J )

ma wªasno±¢ (K).

Dowód. �⇒� Niech (An) b¦dzie dowolnym ci¡giem zbiorów analitycznych w X × Y
takich, »e dla ka»dego H ∈ [N]ω mamy lim supn∈H An /∈ J= ⊗ J . Wówczas tym bardziej

lim supn∈H An /∈ {∅} ⊗ J dla ka»dego H ∈ [N]ω. Poniewa» {∅} ⊗ J ma wªasno±¢ (K),

wi¦c istnieje zbiór G ∈ [N]ω taki, »e
⋂
n∈GAn /∈ {∅} ⊗ J .

�⇐� Przypu±¢my, »e {∅}⊗J nie ma wªasno±ci (K). Oznacza to, »e istnieje ci¡g (Aj)j∈N

zbiorów analitycznych w X × Y taki, »e

∀H ∈ [N]ω(lim sup
j∈H

Aj /∈ {∅} ⊗ J )

oraz dla wszystkich G ∈ [N]ω mamy
⋂
j∈GA

j ∈ {∅} ⊗ J . Dla H ∈ [N]ω niech AH = {x ∈
X : lim supj∈H A

j
x /∈ J }. Je»eli dla wszystkich H ∈ [N]ω zbiór AH jest nieprzeliczalny, to

mamy tez¦.

Przypu±¢my, »e istnieje H0 ∈ [N]ω taki, »e AH0 jest przeliczalny. Zauwa»my, »e je»eli

G jest prawie zawarty w G′, to AG ⊂ AG′ . Gdyby dla wszystkich G ∈ [H0]ω zachodziªa

równo±¢ AH0 = AG, to na mocy wªasno±ci (K) dla ka»dego x ∈ AH0 istniaªby G ∈ [H0]ω

taki, »e
⋂
j∈GA

j
x /∈ J , co by przeczyªo temu, »e {∅} ⊗ J nie ma wªasno±ci (K). Zatem

istnieje G ∈ [H0]ω taki, »e AG 6= AH0 . De�niujemy teraz przez indukcj¦ pozasko«czon¡

ci¡g (Hα) dla α < ω1. Niech Hα+1 ∈ [Hα]ω b¦dzie taki, »e AHα+1 6= AHα . Je±li α jest

graniczna, to znajdziemy zbiór Hα ∈ [H0]ω, który jest prawie zawarty we wszystkich Hβ

dla β < α. Wtedy AHα ⊂ AHβ dla β < α. Wida¢ ponadto, »e AHα 6= AHβ dla β < α.

Zde�niowali±my zatem ±ci±le malej¡cy ci¡g {AHα : α < ω1} zbiorów przeliczalnych, co

daje sprzeczno±¢. �

W zwi¡zku z Faktem 5.18 nierozwi¡zany pozostaje problem, czy σ�ideaª {∅}×J= ma

wªasno±¢ (K).

Nast¦pne twierdzenie pokazuje, jak du»o σ�ideaªów o wªasno±ci (K) mo»na przeci¡¢,

by otrzymany σ�ideaª miaª wªasno±¢ (K). Poªó»my

cov(r0) = min{|F| : F ⊂ r0 oraz
⋃
F = [N]ω}.
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Sz. Plewik [24] udowodniª, »e cov(r0) = h, gdzie h jest liczb¡ kardynaln¡ zde�niowan¡

przez Balcara, Pelanta i Simona (por. [1]). Dowodzi si¦, »e ω1 ≤ h ≤ 2ω oraz »e istniej¡

modele ZFC, w których obie nierówno±ci lub jedna z nich jest ostra (por. [28]).

Twierdzenie 5.19 Niech X b¦dzie nieprzeliczaln¡ przestrzeni¡ polsk¡. Niech {Js : s ∈
S} ⊂ P(X) b¦dzie rodzin¡ mocy mniejszej ni» cov(r0) zªo»on¡ z σ�ideaªów o wªasno±ci

(K). Wówczas
⋂
s∈S Js ma wªasno±¢ (K).

Dowód. Niech (An) b¦dzie ci¡giem zbiorów analitycznych w X takich, »e

∀H ∈ [N]ω lim sup
n∈H

An /∈
⋂
s∈S

Js.

Niech Qs = {H ∈ [N]ω : lim supn∈H An /∈ Js} dla s ∈ S. Wówczas
⋃
s∈S Qs = [N]ω.

Poniewa» |S| < cov(r0), wi¦c istnieje indeks t ∈ S taki, »e Qt jest g¦sty w pewnym

otoczeniu Ellentucka [α,H]. St¡d otrzymujemy

∀G ∈ [α,H] lim sup
n∈G

An /∈ Jt,

co wobec tego, »e α jest zbiorem sko«czonym oznacza, »e

∀G ∈ [H]ω lim sup
n∈G

An /∈ Jt.

Z wªasno±ci (K) dla σ�ideaªu Jt wynika, »e istnieje zbiór G ∈ [H]ω taki, »e
⋂
n∈GAn /∈ Jt.

Zatem
⋂
n∈GAn /∈

⋂
s∈S Js. �

Gdy dana jest niesko«czona rodzina σ�ideaªów o wªasno±ci (K), które zawieraj¡ σ�

ideaª wszystkich zbiorów przeliczalnych, to nie jest jasne, czy przeci¦cie tej rodziny skªada

si¦ tylko ze zbiorów przeliczalnych. Gdyby tak byªo, to Twierdzenie 5.19 wynikaªoby

wprost z twierdzenia Komjátha. Poka»emy jednak, »e istnieje continuum wiele ró»nych σ�

ideaªów o wªasno±ci (K) � ka»dy z nich zawieraj¡cy wszystkie singletony, których przeci¦cie

nie jest σ�ideaªem zbiorów przeliczalnych, lecz ma wªasno±¢ (K).

Przykªad 5.20 Dla ka»dego z ∈ [0, 1] niech Jz b¦dzie σ�ideaªem podzbiorów [0, 1]2

generowanym przez zbiory {0} × [0, 1], {z} × [0, 1] oraz {(x, y)} dla x ∈ (0, 1] \ {z} i

y ∈ [0, 1]. Inaczej mówi¡c σ�ideaª Jz jest generowany przez rodzin¦ [0, 1]2/Ez, gdzie

relacja równowa»no±ci Ez ⊂ [0, 1]2 × [0, 1]2 jest dana przez formuª¦

(x, y)Ez(x
′, y′) ⇐⇒ (x = x′ = 0 ∨ x = x′ = z ∨ (x = x′ ∧ y = y′)),
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czyli Jz = JEz . Poniewa» relacja Ez jest domkni¦ta i ma nieprzeliczalnie wiele klas

abstrakcji, wi¦c Jz ma wªasno±¢ (K) na mocy Twierdzenia 5.7. Zauwa»my, »e

J0 =
⋂

z∈(0,1]

Jz.

Zatem przeci¦cie continuum wielu σ�ideaªów o wªasno±ci (K) nie musi by¢ σ�ideaªem

zbiorów przeliczalnych.
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