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Graf losowy jako granica Fraisse
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Graf losowy jako granica Fraisse

Przez Kgrar 0znaczmy rodzine wszystkich skoficzonych graféw (np. na N).
Niech G bedzie granica Fraisse rodziny Kgnr. Strukture G nazywamy grafem
losowym.
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Graf losowy jako granica Fraisse

Przez Kgrar 0znaczmy rodzine wszystkich skoficzonych graféw (np. na N).
Niech G bedzie granica Fraisse rodziny Kgnr. Strukture G nazywamy grafem
losowym.

Twierdzenie

G jest jedynym, z doktadnoscia do izomorfizmu, grafem majacym witasnosé:
(O) dla dowolnych skoriczonych zbioréw A, B wierzchotkéw G takich, ze
AN B = () istnieje wierzchotek z w G potaczony krawedzia z kazdym
wierzchotkiem z A, ale z zadnym wierzchotkiem z B.

Zadanie 6

Jesli graf ma wianos¢ (O), to zawiera jako podgraf kazdy graf skoriczony.
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Konstrukcja teorioliczbowa

Zdefiniujmy graf o wierzotkach N. Powiemy, ze (x,y), x < y jest krawedzia
jesli x + 1 cyfra liczby y w rozwinieciu dwdjkowym jest réwna 1.
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Konstrukcja teorioliczbowa

Zdefiniujmy graf o wierzotkach N. Powiemy, ze (x,y), x < y jest krawedzia
jesli x + 1 cyfra liczby y w rozwinieciu dwdjkowym jest réwna 1.
1=1,,3=11,, 5 =101, itd. Zatem 0O jest potaczone krawedzia z kazda
liczba nieparzysta.
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Konstrukcja losowa

Dla kazdej pary (x,y) liczb naturalnych x < y z prawdopodobiefistwem 1
decydujemy czy (x, y) bedzie krawedzia w grafie o wierchotkach N (dla kazdej
pary niezaleznie).
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Konstrukcja losowa

Dla kazdej pary (x,y) liczb naturalnych x < y z prawdopodobiefistwem 1
decydujemy czy (x, y) bedzie krawedzia w grafie o wierchotkach N (dla kazdej
pary niezaleznie).

Lemat Borela—Cantelliego

Zatézmy, ze (A,) sa niezaleznymi zdarzeniami takimi, ze > 2 P(A,) = oo.
Wéwcezas P((,,U,>mAn) = 1.
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Formuty w jezyku teorii graféw

Jezyk L = {R}; R — relacja dwuargumentowa.

L-formuly atomowe. Powiemy, ze ¢ jest formuta atomowa jesli jest postaci:
(i) x = y dla pewnych zmiennych x, y;

(if) xRy dla pewnych zmiennych x, y.
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Formuty w jezyku teorii graféw

Jezyk L = {R}; R — relacja dwuargumentowa.

L-formuly atomowe. Powiemy, ze ¢ jest formuta atomowa jesli jest postaci:
(i) x = y dla pewnych zmiennych x, y;

(if) xRy dla pewnych zmiennych x, y.

Zbiér L-formut, to najmniejszy zbiér W zawierajacy L-formuty atomowe taki, ze
(i) jesli p € W, to =p € W;

(ii) jesli p, b € W, to o Vb, o ANp € W,

(iii) jesli ¢ € W, to Ixp € W.
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Formuty w jezyku teorii graféw

Jezyk L = {R}; R — relacja dwuargumentowa.

L-formuly atomowe. Powiemy, ze ¢ jest formuta atomowa jesli jest postaci:
(i) x = y dla pewnych zmiennych x, y;

(if) xRy dla pewnych zmiennych x, y.

Zbiér L-formut, to najmniejszy zbiér W zawierajacy L-formuty atomowe taki, ze
(i) jesli p € W, to =p € W;

(ii) jesli p, b € W, to o Vb, o ANp € W,

(iii) jesli ¢ € W, to Ixp € W.

L-zdanie to L-formuta bez zmiennych wolnych.
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Formuty w jezyku teorii graféw

Jezyk L = {R}; R — relacja dwuargumentowa.

L-formuly atomowe. Powiemy, ze ¢ jest formuta atomowa jesli jest postaci:
(i) x = y dla pewnych zmiennych x, y;

(if) xRy dla pewnych zmiennych x, y.

Zbiér L-formut, to najmniejszy zbiér W zawierajacy L-formuty atomowe taki, ze
(i) jesli p € W, to =p € W;

(ii) jesli p, b € W, to o Vb, o ANp € W,

(iii) jesli ¢ € W, to Ixp € W.

L-zdanie to L-formuta bez zmiennych wolnych.
L-teoria to zbidér L-zdan.
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Teorie i logiczna konsekwencja

Teoria liniowych porzadkéw

Vx —(xRx)

VxVyVz ((xRy A yRz) = xRz)
VxV (xRy V x =y V yRx)
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Teorie i logiczna konsekwencja

Teoria liniowych porzadkéw

Vx —(xRx)

VxVyVz ((xRy A yRz) = xRz)
VxV (xRy V x =y V yRx)

Teoria graféw
Vx —(xRx)
VxVy (xRy = yRXx)
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Teorie i logiczna konsekwencja

Teoria liniowych porzadkéw

Vx —(xRx)

VxVyVz ((xRy A yRz) = xRz)
VxV (xRy V x =y V yRx)

Teoria graféw
Vx —(xRx)
VxVy (xRy = yRXx)

Powiemy, ze ¢ jest logiczna konsekwencja teorii T, symbolicznie T |= ¢, jesli
dla dowolnej L-struktury M zachodzi implikacja
jeSli MET, to M = .
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Teorie i logiczna konsekwencja

Teoria liniowych porzadkéw

Vx —(xRx)

VxVyVz ((xRy A yRz) = xRz)
VxV (xRy V x =y V yRx)

Teoria graféw
Vx —(xRx)
VxVy (xRy = yRXx)

Powiemy, ze ¢ jest logiczna konsekwencja teorii T, symbolicznie T |= ¢, jesli
dla dowolnej L-struktury M zachodzi implikacja
jeSli MET, to M = .

np. zdanie VxVy (x -y = y - x) nie jest logiczna konsekwencja aksjomatéw
teorii grup.
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Teoria grafu losowego

Rozwazmy nastepujaca teorie T sktadajaca sie ze zdan teorii graféw
Vx —(xRx)
VxVy (xRy = yRXx)
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Teoria grafu losowego

Rozwazmy nastepujaca teorie T sktadajaca sie ze zdan teorii graféw
Vx —(xRx)

VxVy (xRy = yRXx)

oraz zdan 1, postaci

n

Vx1 ... VxaVys .. ‘Vy,,(/\/\x,' #y = 3z /\(X,‘RZ A —yiRz))

i=1j=1 i=1
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Teoria grafu losowego

Rozwazmy nastepujaca teorie T sktadajaca sie ze zdan teorii graféw
Vx —(xRx)
VxVy (xRy = yRXx)
oraz zdan 1, postaci
n n n
Vx1 ... VxaVys .. ‘Vy,,(/\ /\x; #y = 3z /\(X,‘RZ A —yiRz))
i=1j=1 i=1
Udowodnilismy, ze jesli R jest grafem losowym, to R |= ¢n, czyli R = T oraz
jesli graf X E T, to X jest izomorficzny z R. Zatem
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Teoria grafu losowego

Rozwazmy nastepujaca teorie T sktadajaca sie ze zdan teorii graféw
Vx —(xRx)

VxVy (xRy = yRXx)

oraz zdan 1, postaci

n

Vx1 ... VxaVys .. ‘Vy,,(/\/\x,- #y = 3z /\(X,‘RZ A —yiRz))

i=1j=1 i=1
Udowodnilismy, ze jesli R jest grafem losowym, to R |= ¢n, czyli R = T oraz
jesli graf X E T, to X jest izomorficzny z R. Zatem

Twierdzenie
Niech R bedzie grafem. Wéwczas R jest grafem losowym <— R E T.
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Teoria grafu losowego

Rozwazmy nastepujaca teorie T sktadajaca sie ze zdan teorii graféw
Vx —(xRx)

VxVy (xRy = yRXx)

oraz zdan 1, postaci

n

Vx1 ... VxaVys .. ‘Vy,,(/\/\x,- #y = 3z /\(X,‘RZ A —yiRz))

i=1j=1 i=1

Udowodnilismy, ze jesli R jest grafem losowym, to R |= ¢n, czyli R = T oraz
jesli graf X E T, to X jest izomorficzny z R. Zatem

Twierdzenie

Niech R bedzie grafem. Wéwczas R jest grafem losowym <— R = T.

Mozemy wiec T uznaé za aksjomaty teorii grafu losowego, bo kazde zdanie ¢
prawdziwe w G jest logiczna konsekwencja T.
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Skoriczone grafy losowe

Niech Gy bedzie rodzina wszystkich graféw o wierzchotkach {1,2,..., N}.
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Skoriczone grafy losowe

Niech Gy bedzie rodzina wszystkich graféw o wierzchotkach {1,2,..., N}. Na
Gn rozwazmy miare probabilistyczna przyporzadkowujaca wszystkim grafom to
samo prowdopodobieristwo,
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Skoriczone grafy losowe

Niech Gy bedzie rodzina wszystkich graféw o wierzchotkach {1,2,..., N}. Na
Gn rozwazmy miare probabilistyczna przyporzadkowujaca wszystkim grafom to
samo prowdopodobieristwo, tzn.

P({G}) = 2N(L> .

Szymon Gfab Struktury losowe Il — Graf losowy



Skoriczone grafy losowe

Niech Gy bedzie rodzina wszystkich graféw o wierzchotkach {1,2,..., N}. Na
Gn rozwazmy miare probabilistyczna przyporzadkowujaca wszystkim grafom to
samo prowdopodobieristwo, tzn.

1
P({G}) = N(N—1) *
27 2
Dla dowolnego L-zdania ¢ niech
Gegy: G
PN(‘P): |{ |/Z;n| ':90}
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Skoriczone grafy losowe

Niech Gy bedzie rodzina wszystkich graféw o wierzchotkach {1,2,..., N}. Na
Gn rozwazmy miare probabilistyczna przyporzadkowujaca wszystkim grafom to
samo prowdopodobieristwo, tzn.

1

P({G}) = N(N—1) *
27 2
Dla dowolnego L-zdania ¢ niech
Gegy: G
PN(‘P): |{ |/Z;n| ':90}

Jest to prawdopodobieristwo, ze losowy element z Gy spetnia .
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Skoriczone grafy losowe

Niech Gy bedzie rodzina wszystkich graféw o wierzchotkach {1,2,..., N}. Na
Gn rozwazmy miare probabilistyczna przyporzadkowujaca wszystkim grafom to
samo prowdopodobieristwo, tzn.

1

P({G}) = N(N—1) *
27 2
Dla dowolnego L-zdania ¢ niech
Gegy: G
PN(‘P): |{ |/Z;n| ':90}

Jest to prawdopodobieristwo, ze losowy element z Gy spetnia .

limy— oo pu(¢n) =1dlan=12,.... \
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limy—oo pu(pn) =1dlan=1,2,....

Prawo 0 — 1 dla graféw

Dla dowolnego zdania ¢ w jezyku teorii graféw mamy
lim py(p) =01lub lim py(p) =1.
N— oo N— oo

Ponadto teoria grafu losowego aksjomatyzuje zbiér zdan
{e :limyooo pu(p) = 1}
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limy—oo pu(pn) =1dlan=1,2,....

Prawo 0 — 1 dla graféw

Dla dowolnego zdania ¢ w jezyku teorii graféw mamy
lim py(p) =01lub lim py(p) =1.
N— oo N— oo

Ponadto teoria grafu losowego aksjomatyzuje zbiér zdan
{e :limyooo pu(p) = 1}
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