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Graf losowy jako granica Fraisse

Przez Kgraf oznaczmy rodzinȩ wszystkich skończonych grafów (np. na N).
Niech G bȩdzie granica̧ Fraisse rodziny Kgraf . Strukturȩ G nazywamy grafem
losowym.

Twierdzenie

G jest jedynym, z dok ladnościa̧ do izomorfizmu, grafem maja̧cym w lasność:
(�) dla dowolnych skończonych zbiorów A,B wierzcho lków G takich, że
A ∩ B = ∅ istnieje wierzcho lek z w G po la̧czony krawȩdzia̧ z każdym
wierzcho lkiem z A, ale z żadnym wierzcho lkiem z B.

Zadanie 6

Jeśli graf ma w laność (�), to zawiera jako podgraf każdy graf skończony.
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Niech G bȩdzie granica̧ Fraisse rodziny Kgraf . Strukturȩ G nazywamy grafem
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Konstrukcja teorioliczbowa

Zdefiniujmy graf o wierzo lkach N. Powiemy, że (x , y), x < y jest krawȩdzia̧
jeśli x + 1 cyfra liczby y w rozwiniȩciu dwójkowym jest równa 1.
1 = 12, 3 = 112, 5 = 1012 itd. Zatem 0 jest po la̧czone krawȩdzia̧ z każda̧
liczba̧ nieparzysta̧.
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Konstrukcja losowa

Dla każdej pary (x , y) liczb naturalnych x < y z prawdopodobieństwem 1
2

decydujemy czy (x , y) bȩdzie krawȩdzia̧ w grafie o wiercho lkach N (dla każdej
pary niezależnie).

Lemat Borela–Cantelliego

Za lóżmy, że (An) sa̧ niezależnymi zdarzeniami takimi, że
∑∞

n=0 P(An) =∞.
Wówczas P(

⋂
m

⋃
n≥m An) = 1.
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pary niezależnie).
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Formu ly w jȩzyku teorii grafów

Jȩzyk L = {R}; R – relacja dwuargumentowa.
L-formu ly atomowe. Powiemy, że ϕ jest formu la̧ atomowa̧ jeśli jest postaci:
(i) x = y dla pewnych zmiennych x , y ;
(ii) xRy dla pewnych zmiennych x , y .

Zbiór L-formu l, to najmniejszy zbiór W zawieraja̧cy L-formu ly atomowe taki, że
(i) jeśli ϕ ∈W , to ¬ϕ ∈W ;
(ii) jeśli ϕ,ψ ∈W , to ϕ ∨ ψ,ϕ ∧ ψ ∈W ;
(iii) jeśli ϕ ∈W , to ∃xϕ ∈W .

L-zdanie to L-formu la bez zmiennych wolnych.
L-teoria to zbiór L-zdań.
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Zbiór L-formu l, to najmniejszy zbiór W zawieraja̧cy L-formu ly atomowe taki, że
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Teorie i logiczna konsekwencja

Teoria liniowych porza̧dków
∀x ¬(xRx)
∀x∀y∀z ((xRy ∧ yRz) =⇒ xRz)
∀x∀ (xRy ∨ x = y ∨ yRx)

Teoria grafów
∀x ¬(xRx)
∀x∀y (xRy =⇒ yRx)

Powiemy, że ϕ jest logiczna̧ konsekwencja̧ teorii T , symbolicznie T |= ϕ, jeśli
dla dowolnej L-struktury M zachodzi implikacja
jeśli M |= T , to M |= ϕ.

np. zdanie ∀x∀y (x · y = y · x) nie jest logiczna̧ konsekwencja̧ aksjomatów
teorii grup.
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jeśli M |= T , to M |= ϕ.

np. zdanie ∀x∀y (x · y = y · x) nie jest logiczna̧ konsekwencja̧ aksjomatów
teorii grup.

Szymon G la̧b Struktury losowe II – Graf losowy



Teorie i logiczna konsekwencja

Teoria liniowych porza̧dków
∀x ¬(xRx)
∀x∀y∀z ((xRy ∧ yRz) =⇒ xRz)
∀x∀ (xRy ∨ x = y ∨ yRx)

Teoria grafów
∀x ¬(xRx)
∀x∀y (xRy =⇒ yRx)

Powiemy, że ϕ jest logiczna̧ konsekwencja̧ teorii T , symbolicznie T |= ϕ, jeśli
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Teoria grafu losowego

Rozważmy nastȩpuja̧ca̧ teoriȩ T sk ladaja̧ca̧ siȩ ze zdań teorii grafów
∀x ¬(xRx)
∀x∀y (xRy =⇒ yRx)
oraz zdań ψn postaci

∀x1 . . .∀xn∀y1 . . .∀yn(
n∧

i=1

n∧
j=1

xi 6= yj =⇒ ∃z
n∧

i=1

(xiRz ∧ ¬yiRz))

Udowodnilísmy, że jeśli R jest grafem losowym, to R |= ψn, czyli R |= T oraz
jeśli graf X |= T , to X jest izomorficzny z R. Zatem

Twierdzenie

Niech R bȩdzie grafem. Wówczas R jest grafem losowym ⇐⇒ R |= T .

Możemy wiȩc T uznać za aksjomaty teorii grafu losowego, bo każde zdanie ϕ
prawdziwe w G jest logiczna̧ konsekwencja̧ T .
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∀x ¬(xRx)
∀x∀y (xRy =⇒ yRx)
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Skończone grafy losowe

Niech GN bȩdzie rodzina̧ wszystkich grafów o wierzcho lkach {1, 2, . . . ,N}. Na
GN rozważmy miarȩ probabilistyczna̧ przyporza̧dkowuja̧ca̧ wszystkim grafom to
samo prowdopodobieństwo, tzn.

P({G}) =
1

2
N(N−1)

2

.

Dla dowolnego L-zdania ϕ niech

pN(ϕ) =
|{G ∈ GN : G |= ϕ}

|Gn|
.

Jest to prawdopodobieństwo, że losowy element z GN spe lnia ϕ.

Lemat

limN→∞ pN(φn) = 1 dla n = 1, 2, . . . .
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Skończone grafy losowe
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Niech GN bȩdzie rodzina̧ wszystkich grafów o wierzcho lkach {1, 2, . . . ,N}. Na
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Lemat

limN→∞ pN(φn) = 1 dla n = 1, 2, . . . .

Prawo 0− 1 dla grafów

Dla dowolnego zdania ϕ w jȩzyku teorii grafów mamy

lim
N→∞

pN(ϕ) = 0 lub lim
N→∞

pN(ϕ) = 1.

Ponadto teoria grafu losowego aksjomatyzuje zbiór zdań
{ϕ : limN→∞ pN(ϕ) = 1}.

Literatura:
1. D. Marker, Model theory. An introduction. Graduate Texts in Mathematics,
217. Springer-Verlag, New York, 2002.
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