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Szymon G la̧b Struktury losowe I. Granica Fraisse



Metoda back–and–forth

Twierdzenie Cantora

Niech (A,≤) i (B,≤) bȩda̧ liniowymi przeliczalnymi porza̧dkami bez końców.
Wówczas istnieje izomorfizm porza̧dkowy f : A→ B, tzn. f jest bijekcja̧ oraz
x ≤ y ⇐⇒ f (x) ≤ f (y) dla wszystkich x , y ∈ A.

Dowód:
A = {ak : k ∈ N}, B = {bk : k ∈ N}. Definiujemy cia̧g fn : An → B taki, że
(i) An ⊆ A jest skończony;
(ii) x ≤ y ⇐⇒ f (x) ≤ f (y) dla x , y ∈ An;
(iii) an ∈ An, bn ∈ rng fn.
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Struktury

Jȩzyk L sk lada siȩ z symboli sta lych C , relacji R i funkcji F .
Struktura w jȩzyku L, to zbiór z realizacjami symboli z L.
1. L = {R}, R to relacja 2-argumentowa
L-struktury: graf, zbiór z relacja̧ równoważności, liniowy porza̧dek, czȩściowy
porza̧dek
2. Jȩzyk teorii grup L = {·, −1, e}.
L-struktury: grupa, pó lgrupa, grupoid.
3. Jȩzyk teorii cia l L = {+, ·, 0, 1}
L-struktury: cia lo, pieŕscień z jedynka̧.
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Struktura w jȩzyku L, to zbiór z realizacjami symboli z L.
1. L = {R}, R to relacja 2-argumentowa
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porza̧dek
2. Jȩzyk teorii grup L = {·, −1, e}.
L-struktury: grupa, pó lgrupa, grupoid.
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Jȩzyk L sk lada siȩ z symboli sta lych C , relacji R i funkcji F .
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Homomorfizm L-struktur A i B to funkcja F : A→ B taka, że:
x̄ ∈ RA ⇐⇒ F (x̄) ∈ RB dla relacji R ∈ L
F (f A(x̄)) = f B(F (x̄)) dla funkcji f ∈ L
F (cA) = cB dla sta lych c ∈ L.
Zanurzenie to różnowartościowy homomorfizm.
Izomorfizm = homomorfizm + bijekcja.

Pomocny fakt

Za lóżmy, że L-struktura A zanurza siȩ w L-strukturȩ B. Wówczas istnieje
struktura A′ izomorficzna z B taka, że A ⊆ A′.
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Zanurzenie to różnowartościowy homomorfizm.
Izomorfizm = homomorfizm + bijekcja.

Pomocny fakt
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Wiek struktury

Niech D bȩdzie L-struktura̧. Wiek D to klasa
K = {struktury skończenie generowane, które można zanurzyć w D}. Wiek
Age(D) jest przeliczalny, jeśli K zawiera co najwyżej przeliczalnie wiele
nieizomorficznych struktur.
Przyk lady.
1. Age(N,≤) = {skończone liniowe porza̧dki}
2. Age(Z,≤) = {skończone liniowe porza̧dki}
3. Jeśli G to graf pe lny na N, to Age(G) = {skończone grafy pe lne}.
4. Age(Z,+) zawiera tylko dwie nieizomorficzne struktury – Z i grupȩ
trywialna̧.
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W lasności wieku struktury

(HP) hereditary property: Jeśli A ∈ K i B jest skończenie generowana̧
podstruktura̧ A, to B ∈ K.
(JEP) joint embedding property: Jeśli A,B ∈ K, to istnieje C ∈ K taka, że A
i B można zanurzyć w C .

Zadanie 1

Pokazać, że podstruktura struktury skończenie generowanej nie musi być
skończenie generowana (rozważyć grupȩ wolna̧ 2 generatorów i jej podgrupy).

Twierdzenie 1

Za lóżmy, że K jest niepusta̧, przeliczalna̧ rodzina̧ L-struktur maja̧ca̧ (HP) i
(JEP). Wówczas K jest wiekiem pewnej przeliczalnej struktury.
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Granica Fraisse – granica struktur skończenie generowanych

Jeśli (L,≤) jest przeliczalnym, nieskończonym liniowym porza̧dkiem, to
Age(L,≤) to skończone liniowe porza̧dki.

Zadanie 2

Istnieje c wiele nieizomorficznych liniowych porza̧dków przeliczalnych.

Zatem sklejanie skończenie generowanych struktur nie daje jedynej, z
dok ladnościa̧ do izomorfizmu, struktury (brak jednoznaczności granicy!)
(AM) amalgamation property: Jeśli A,B,C ∈ K oraz e : A→ B oraz
f : A→ C to zanurzenia, to istnieje D ∈ K oraz zanurzenia g : B → D i
h : C → D takie, że ge = hf .

Zadanie 3

Klin to skończone liniowe porza̧dki, Kgraf to skończone grafy, Kposet to
skończone czȩściowe porza̧dki. Pokazać, że te klasy maja̧ (AM).

Bardzo czȩsto (JEP) wynika z (AM), ale nie zawsze.

Zadanie 4

Niech K bȩdzie klasa̧ cia l skończonych. Pokazać, że K ma (AM) ale nie ma
(JEP).
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Age(L,≤) to skończone liniowe porza̧dki.

Zadanie 2

Istnieje c wiele nieizomorficznych liniowych porza̧dków przeliczalnych.
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Klin to skończone liniowe porza̧dki, Kgraf to skończone grafy, Kposet to
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Powiemy, że struktura D jest ultrahomogeniczna jeśli każdy izomorfizm
pomiȩdzy skończenie generowanymi podstrukturami D daje siȩ rozszeżyć do
automorfizmu D.
Z dowodu twierdzenia Cantora wynika, że (Q),≤ jest ultrahomogeniczna.

Zadanie 5

Pokazać, że (Z,≤) nie jest ultrahomogeniczna.
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pomiȩdzy skończenie generowanymi podstrukturami D daje siȩ rozszeżyć do
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Twierdzenia Fraisse o granicy struktur skończenie generowanych

D jest ultrahomogeniczna jeśli każdy izomorfizm pomiȩdzy skończenie
generowanymi podstrukturami D daje siȩ rozszeżyć do automorfizmu D.

Twierdzenie Fraisse

Niech L bȩdzie przeliczalnym jȩzykiem i niech K bȩdzie niepusta̧, przeliczalna̧
rodzina̧ L-struktur skończenie generownych posiadaja̧ca̧ (HP), (JEP) oraz
(AM). Wówczas istnieje jedyna z sok ladnościa̧ do izomorfizmu L struktura D
taka, że
1. D jest przeliczalna,
2. K jest wiekiem D,
3. D jest ultrahomogeniczna.
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Dowód jedyności

D jest s labo homogeniczna, gdy spe lnia warunek
(SH) jeśli A,B sa̧ skończenie generownymi podstrukturami D, A ⊆ B oraz
f : A→ D jest zanurzeniem, to istnieje zanurzenie g : B → D rozszerzaja̧ce f .
Struktura ultrahomogeniczna spe lnia (SH).

Lemat 1

Niech C i D bȩda̧ L-strukturami przeliczalnymi. Za lóżmy, że
Age(C) ⊂ Age(D) oraz D jest (SH). Wówczas każde zanurzenie skończenie
generowanej podstruktury C w D daje siȩ rozszerzyć do zanurzenia C w D.

Lemat 2

Niech C i D bȩda̧ L-strukturami przeliczalnymi o tym samym wieku i w lasności
(SH). Wówczas C i D sa̧ izomorficzne. Co wiȩcej każde zanurzenie f : A→ D
skończenie generowanej podstruktury A struktury C rozszerza siȩ do
izomorfizmu.

Wniosek

Przeliczalna struktura jest ultrahomogeniczna ⇐⇒ ma w laność (SH).
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Niech C i D bȩda̧ L-strukturami przeliczalnymi o tym samym wieku i w lasności
(SH). Wówczas C i D sa̧ izomorficzne. Co wiȩcej każde zanurzenie f : A→ D
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Dowód istnienia

Lemat 3

Isnieje  lańcuch struktur (Dn) w K (tzn. D1 ⊆ D2 ⊆ . . . ) spe lniaja̧cy warunek
(4) jeśli A ⊆ B sa̧ strukturami z K oraz f : A→ Di jest zanurzeniem, to
istnieje j > i oraz zanurzenie g : B → Dj takie, że f ⊆ g .

Lemat 4

Niech J bȩdzie rodzina̧ skończenie generowanych L-struktur i niech (Dn)
bȩdzie  lańcuchem L-struktur. Jeśli Age(Di ) ⊆ J (Age(Di ) = J ) dla każdego i ,
to Age(

⋃
Di ) ⊆ J (Age(

⋃
Di ) = J ).

Literatura:
1. W. Hodges, Model theory. Encyclopedia of Mathematics and its
Applications, 42. Cambridge University Press, Cambridge, 1993.
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