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Metoda back—and—forth

Twierdzenie Cantora

Niech (A, <) i (B, <) beda liniowymi przeliczalnymi porzadkami bez koricéw.
Wéweczas istnieje izomorfizm porzadkowy f : A — B, tzn. f jest bijekcja oraz
x <y <= f(x) < f(y) dla wszystkich x,y € A.
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Metoda back—and—forth

Twierdzenie Cantora

Niech (A, <) i (B, <) beda liniowymi przeliczalnymi porzadkami bez koricéw.
Wéweczas istnieje izomorfizm porzadkowy f : A — B, tzn. f jest bijekcja oraz
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Dowdd:
A={ak: ke N}, B={b:k e N}. Definiujemy ciag f, : A, — B taki, ze
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Metoda back—and—forth

Twierdzenie Cantora
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Metoda back—and—forth

Twierdzenie Cantora

Niech (A, <) i (B, <) beda liniowymi przeliczalnymi porzadkami bez koricéw.
Wéweczas istnieje izomorfizm porzadkowy f : A — B, tzn. f jest bijekcja oraz
x <y <= f(x) < f(y) dla wszystkich x,y € A.

Dowdd:

A={ak: ke N}, B={b:k e N}. Definiujemy ciag f, : A, — B taki, ze
(i) An C A jest skoriczony;

(i) x <y <= f(x) <f(y)dlax,y € A

(i) an € An, by € rng fy.
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Struktury

Jezyk L sktada sie z symboli statych C, relacji R i funkgcji F.
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Struktury

Jezyk L sktada sie z symboli statych C, relacji R i funkgcji F.
Struktura w jezyku L, to zbiér z realizacjami symboli z L.
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Struktury

Jezyk L sktada sie z symboli statych C, relacji R i funkgcji F.
Struktura w jezyku L, to zbiér z realizacjami symboli z L.
1. L ={R}, R to relacja 2-argumentowa
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Struktury

Jezyk L sktada sie z symboli statych C, relacji R i funkgcji F.

Struktura w jezyku L, to zbiér z realizacjami symboli z L.

1. L ={R}, R to relacja 2-argumentowa

L-struktury: graf, zbidr z relacja réwnowaznosci, liniowy porzadek, czesciowy
porzadek
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Struktury

Jezyk L sktada sie z symboli statych C, relacji R i funkgcji F.

Struktura w jezyku L, to zbiér z realizacjami symboli z L.

1. L ={R}, R to relacja 2-argumentowa

L-struktury: graf, zbidr z relacja réwnowaznosci, liniowy porzadek, czesciowy
porzadek

2. Jezyk teorii grup L = {-, 7}, e}.
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Struktury

Jezyk L sktada sie z symboli statych C, relacji R i funkgcji F.

Struktura w jezyku L, to zbiér z realizacjami symboli z L.

1. L ={R}, R to relacja 2-argumentowa

L-struktury: graf, zbidr z relacja réwnowaznosci, liniowy porzadek, czesciowy
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2. Jezyk teorii grup L = {-, 7}, e}.

L-struktury: grupa, pétgrupa, grupoid.
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Struktury

Jezyk L sktada sie z symboli statych C, relacji R i funkgcji F.

Struktura w jezyku L, to zbiér z realizacjami symboli z L.

1. L ={R}, R to relacja 2-argumentowa

L-struktury: graf, zbidr z relacja réwnowaznosci, liniowy porzadek, czesciowy
porzadek

2. Jezyk teorii grup L = {-, 7}, e}.

L-struktury: grupa, pétgrupa, grupoid.

3. Jezyk teorii ciat L = {+,-,0,1}
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Struktury

Jezyk L sktada sie z symboli statych C, relacji R i funkgcji F.

Struktura w jezyku L, to zbiér z realizacjami symboli z L.

1. L ={R}, R to relacja 2-argumentowa

L-struktury: graf, zbidr z relacja réwnowaznosci, liniowy porzadek, czesciowy
porzadek

2. Jezyk teorii grup L = {-, 7}, e}.

L-struktury: grupa, pétgrupa, grupoid.

3. Jezyk teorii ciat L = {+,-,0,1}

L-struktury: ciato, pierécien z jedynka.
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Homomorfizm L-struktur A i B to funkcja F : A — B taka, ze:

Szymon Gfab Struktury losowe |. Granica Fraisse



Homomorfizm L-struktur A i B to funkcja F : A — B taka, ze:
X € R* +<= F(x) € R® dlarelacji Re€ L
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Homomorfizm L-struktur A i B to funkcja F : A — B taka, ze:
X € R* «<= F(x) € R® dlarelacji Re L
F(fA(x)) = fB(F()) dla funkgji f € L
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Homomorfizm L-struktur A i B to funkcja F : A — B taka, ze:
X € R* «<= F(x) € R® dlarelacji Re L

F(fA(x)) = fB(F()) dla funkgji f € L

F(c*) = cB dla statych c € L.
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Homomorfizm L-struktur A i B to funkcja F : A — B taka, ze:
X € R* «<= F(x) € R® dlarelacji Re L

F(fA(x)) = fB(F()) dla funkgji f € L

F(c*) = cB dla statych c € L.

Zanurzenie to réznowartosciowy homomorfizm.
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Homomorfizm L-struktur A i B to funkcja F : A — B taka, ze:
X € R* «<= F(x) € R® dlarelacji Re L

F(fA(x)) = fB(F()) dla funkgji f € L

F(c*) = cB dla statych c € L.

Zanurzenie to réznowartosciowy homomorfizm.

Izomorfizm = homomorfizm + bijekcja.
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Homomorfizm L-struktur A i B to funkcja F : A — B taka, ze:
X € R* «<= F(x) € R® dlarelacji Re L

F(fA(x)) = fB(F()) dla funkgji f € L

F(c*) = cB dla statych c € L.

Zanurzenie to réznowartosciowy homomorfizm.

Izomorfizm = homomorfizm + bijekcja.

Pomocny fakt

Zatézmy, ze L-struktura A zanurza sie w L-strukture B. Wodwczas istnieje
struktura A’ izomorficzna z B taka, ze A C A'.
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Wiek struktury

Niech D bedzie L-struktura. Wiek D to klasa
K = {struktury skoriczenie generowane, ktére mozna zanurzy¢é w D}.
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Wiek struktury

Niech D bedzie L-struktura. Wiek D to klasa

K = {struktury skoriczenie generowane, ktére mozna zanurzy¢ w D}. Wiek
Age(D) jest przeliczalny, jesli K zawiera co najwyzej przeliczalnie wiele
nieizomorficznych struktur.

Przyktady.

Szymon Gfab Struktury losowe |. Granica Fraisse
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Wiek struktury

Niech D bedzie L-struktura. Wiek D to klasa

K = {struktury skoriczenie generowane, ktére mozna zanurzy¢ w D}. Wiek
Age(D) jest przeliczalny, jesli K zawiera co najwyzej przeliczalnie wiele
nieizomorficznych struktur.

Przyktady.

1. Age(N, <) = {skoriczone liniowe porzadki}

2. Age(Z, <) = {skoniczone liniowe porzadki}
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Wiek struktury

Niech D bedzie L-struktura. Wiek D to klasa

K = {struktury skoriczenie generowane, ktére mozna zanurzy¢ w D}. Wiek
Age(D) jest przeliczalny, jesli K zawiera co najwyzej przeliczalnie wiele
nieizomorficznych struktur.

Przyktady.

1. Age(N, <) = {skoriczone liniowe porzadki}

2. Age(Z, <) = {skoniczone liniowe porzadki}

3. Jedli G to graf petny na N, to Age(G) = {skoriczone grafy petne}.
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Wiek struktury

Niech D bedzie L-struktura. Wiek D to klasa

K = {struktury skoriczenie generowane, ktére mozna zanurzy¢ w D}. Wiek
Age(D) jest przeliczalny, jesli K zawiera co najwyzej przeliczalnie wiele
nieizomorficznych struktur.

Przyktady.

1. Age(N, <) = {skoriczone liniowe porzadki}

2. Age(Z, <) = {skoniczone liniowe porzadki}

3. Jedli G to graf petny na N, to Age(G) = {skoriczone grafy petne}.

4. Age(Z,+) zawiera tylko dwie nieizomorficzne struktury — Z i grupe
trywialna.
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Whasnosci wieku struktury

(HP) hereditary property: Jesli A € K i B jest skoriczenie generowana
podstruktura A, to B € K.
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Whasnosci wieku struktury

(HP) hereditary property: Jesli A € K i B jest skoriczenie generowana
podstruktura A, to B € K.

(JEP) joint embedding property: Jesli A, B € I, to istnieje C € K taka, ze A
i B mozna zanurzyé w C.
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Whasnosci wieku struktury

(HP) hereditary property: Jesli A € K i B jest skoriczenie generowana
podstruktura A, to B € K.

(JEP) joint embedding property: Jesli A, B € I, to istnieje C € K taka, ze A
i B mozna zanurzyé w C.

Zadanie 1

Pokaza¢, ze podstruktura struktury skonczenie generowanej nie musi by¢
skoniczenie generowana (rozwazy¢ grupe wolna 2 generatordéw i jej podgrupy).
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Whasnosci wieku struktury

(HP) hereditary property: Jesli A € K i B jest skoriczenie generowana
podstruktura A, to B € K.

(JEP) joint embedding property: Jesli A, B € I, to istnieje C € K taka, ze A
i B mozna zanurzyé w C.

Zadanie 1

Pokaza¢, ze podstruktura struktury skonczenie generowanej nie musi by¢
skoniczenie generowana (rozwazy¢ grupe wolna 2 generatordéw i jej podgrupy).

Twierdzenie 1

Zatézmy, ze K jest niepusta, przeliczalna rodzina L-struktur majaca (HP) i
(JEP). Wéwczas K jest wiekiem pewnej przeliczalnej struktury.

\
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Granica Fraisse — granica struktur skonczenie generowanych

Jesli (L, <) jest przeliczalnym, nieskoriczonym liniowym porzadkiem, to
Age(L, <) to skoriczone liniowe porzadki.
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Granica Fraisse — granica struktur skonczenie generowanych

Jesli (L, <) jest przeliczalnym, nieskoriczonym liniowym porzadkiem, to
Age(L, <) to skoriczone liniowe porzadki.

Zadanie 2

Istnieje ¢ wiele nieizomorficznych liniowych porzadkdéw przeliczalnych.
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Granica Fraisse — granica struktur skonczenie generowanych

Jesli (L, <) jest przeliczalnym, nieskoriczonym liniowym porzadkiem, to
Age(L, <) to skoriczone liniowe porzadki.

Zadanie 2

Istnieje ¢ wiele nieizomorficznych liniowych porzadkdéw przeliczalnych.

Zatem sklejanie skonczenie generowanych struktur nie daje jedynej, z
doktadnoscia do izomorfizmu, struktury (brak jednoznacznosci granicy!)
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Granica Fraisse — granica struktur skonczenie generowanych

Jesli (L, <) jest przeliczalnym, nieskoriczonym liniowym porzadkiem, to
Age(L, <) to skoriczone liniowe porzadki.

Zadanie 2

Istnieje ¢ wiele nieizomorficznych liniowych porzadkdéw przeliczalnych.

Zatem sklejanie skonczenie generowanych struktur nie daje jedynej, z
doktadnoscia do izomorfizmu, struktury (brak jednoznacznosci granicy!)
(AM) amalgamation property: Jesli A,B,C € K oraz e : A — B oraz
f : A— C to zanurzenia, to istnieje D € K oraz zanurzeniag: B — D i
h: C — D takie, ze ge = hf.
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Granica Fraisse — granica struktur skonczenie generowanych

Jesli (L, <) jest przeliczalnym, nieskoriczonym liniowym porzadkiem, to
Age(L, <) to skoriczone liniowe porzadki.

Zadanie 2

Istnieje ¢ wiele nieizomorficznych liniowych porzadkdéw przeliczalnych.

Zatem sklejanie skonczenie generowanych struktur nie daje jedynej, z
doktadnoscia do izomorfizmu, struktury (brak jednoznacznosci granicy!)
(AM) amalgamation property: Jesli A,B,C € K oraz e : A — B oraz
f : A— C to zanurzenia, to istnieje D € K oraz zanurzeniag: B — D i
h: C — D takie, ze ge = hf.

Zadanie 3

Kiin to skonczone liniowe porzadki, /Cgrar to skoniczone grafy, Kposet to
skoriczone czeSciowe porzadki. Pokazaé, ze te klasy maja (AM).
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Granica Fraisse — granica struktur skonczenie generowanych

Jesli (L, <) jest przeliczalnym, nieskoriczonym liniowym porzadkiem, to
Age(L, <) to skoriczone liniowe porzadki.

Zadanie 2

Istnieje ¢ wiele nieizomorficznych liniowych porzadkdéw przeliczalnych.

Zatem sklejanie skonczenie generowanych struktur nie daje jedynej, z
doktadnoscia do izomorfizmu, struktury (brak jednoznacznosci granicy!)
(AM) amalgamation property: Jesli A,B,C € K oraz e : A — B oraz
f : A— C to zanurzenia, to istnieje D € K oraz zanurzeniag: B — D i
h: C — D takie, ze ge = hf.

Zadanie 3

Kiin to skonczone liniowe porzadki, /Cgrar to skoniczone grafy, Kposet to
skoriczone czeSciowe porzadki. Pokazaé, ze te klasy maja (AM).

Bardzo czesto (JEP) wynika z (AM), ale nie zawsze.

Zadanie 4

Niech K bedzie klasa ciat skoficzonych. Pokazaé, ze L ma (AM) ale nie ma
(JEP).
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Powiemy, ze struktura D jest ultrahomogeniczna jesli kazdy izomorfizm
pomiedzy skonczenie generowanymi podstrukturami D daje sie rozszezy¢ do
automorfizmu D.
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Powiemy, ze struktura D jest ultrahomogeniczna jesli kazdy izomorfizm
pomiedzy skonczenie generowanymi podstrukturami D daje sie rozszezy¢ do

automorfizmu D.
Z dowodu twierdzenia Cantora wynika, ze (Q), < jest ultrahomogeniczna.
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Powiemy, ze struktura D jest ultrahomogeniczna jesli kazdy izomorfizm
pomiedzy skonczenie generowanymi podstrukturami D daje sie rozszezy¢ do
automorfizmu D.

Z dowodu twierdzenia Cantora wynika, ze (Q), < jest ultrahomogeniczna.

Zadanie 5

Pokaza¢, ze (Z, <) nie jest ultrahomogeniczna.
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Twierdzenia Fraisse o granicy struktur skonczenie generowanych

D jest ultrahomogeniczna jesli kazdy izomorfizm pomiedzy skonczenie
generowanymi podstrukturami D daje sie rozszezy¢ do automorfizmu D.
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Twierdzenia Fraisse o granicy struktur skonczenie generowanych

D jest ultrahomogeniczna jesli kazdy izomorfizm pomiedzy skonczenie
generowanymi podstrukturami D daje sie rozszezy¢ do automorfizmu D.

Twierdzenie Fraisse

Niech L bedzie przeliczalnym jezykiem i niech /C bedzie niepusta, przeliczalna
rodzina L-struktur skoriczenie generownych posiadajaca (HP), (JEP) oraz
(AM).
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Twierdzenia Fraisse o granicy struktur skonczenie generowanych

D jest ultrahomogeniczna jesli kazdy izomorfizm pomiedzy skonczenie
generowanymi podstrukturami D daje sie rozszezy¢ do automorfizmu D.

Twierdzenie Fraisse

Niech L bedzie przeliczalnym jezykiem i niech /C bedzie niepusta, przeliczalna
rodzina L-struktur skoriczenie generownych posiadajaca (HP), (JEP) oraz
(AM). Wéwczas istnieje jedyna z soktadnoscia do izomorfizmu L struktura D
taka, ze
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Twierdzenia Fraisse o granicy struktur skonczenie generowanych

D jest ultrahomogeniczna jesli kazdy izomorfizm pomiedzy skonczenie
generowanymi podstrukturami D daje sie rozszezy¢ do automorfizmu D.

Twierdzenie Fraisse

Niech L bedzie przeliczalnym jezykiem i niech /C bedzie niepusta, przeliczalna
rodzina L-struktur skoriczenie generownych posiadajaca (HP), (JEP) oraz
(AM). Wéwczas istnieje jedyna z soktadnoscia do izomorfizmu L struktura D
taka, ze

1. D jest przeliczalna,
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Twierdzenia Fraisse o granicy struktur skonczenie generowanych

D jest ultrahomogeniczna jesli kazdy izomorfizm pomiedzy skonczenie
generowanymi podstrukturami D daje sie rozszezy¢ do automorfizmu D.

Twierdzenie Fraisse

Niech L bedzie przeliczalnym jezykiem i niech /C bedzie niepusta, przeliczalna
rodzina L-struktur skoriczenie generownych posiadajaca (HP), (JEP) oraz
(AM). Wéwczas istnieje jedyna z soktadnoscia do izomorfizmu L struktura D
taka, ze

1. D jest przeliczalna,

2. K jest wiekiem D,
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Twierdzenia Fraisse o granicy struktur skonczenie generowanych

D jest ultrahomogeniczna jesli kazdy izomorfizm pomiedzy skonczenie
generowanymi podstrukturami D daje sie rozszezy¢ do automorfizmu D.

Twierdzenie Fraisse

Niech L bedzie przeliczalnym jezykiem i niech /C bedzie niepusta, przeliczalna
rodzina L-struktur skoriczenie generownych posiadajaca (HP), (JEP) oraz
(AM). Wéwczas istnieje jedyna z soktadnoscia do izomorfizmu L struktura D
taka, ze

1. D jest przeliczalna,

2. K jest wiekiem D,

3. D jest ultrahomogeniczna.
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Dowdd jedynosci

D jest stabo homogeniczna, gdy spetnia warunek
(SH) jesli A, B sa skoriczenie generownymi podstrukturami D, A C B oraz
f : A— D jest zanurzeniem, to istnieje zanurzenie g : B — D rozszerzajace f.
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Dowdd jedynosci

D jest stabo homogeniczna, gdy spetnia warunek

(SH) jesli A, B sa skoriczenie generownymi podstrukturami D, A C B oraz

f : A— D jest zanurzeniem, to istnieje zanurzenie g : B — D rozszerzajace f.
Struktura ultrahomogeniczna spetnia (SH).

Niech C i D beda L-strukturami przeliczalnymi. Zatézmy, ze
Age(C) C Age(D) oraz D jest (SH). Wéwczas kazde zanurzenie skoriczenie
generowanej podstruktury C w D daje sie rozszerzy¢ do zanurzenia C w D.
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Dowdd jedynosci

D jest stabo homogeniczna, gdy spetnia warunek

(SH) jesli A, B sa skoriczenie generownymi podstrukturami D, A C B oraz

f : A— D jest zanurzeniem, to istnieje zanurzenie g : B — D rozszerzajace f.
Struktura ultrahomogeniczna spetnia (SH).

Lemat 1

Niech C i D beda L-strukturami przeliczalnymi. Zatézmy, ze
Age(C) C Age(D) oraz D jest (SH). Wéwczas kazde zanurzenie skoriczenie
generowanej podstruktury C w D daje sie rozszerzy¢ do zanurzenia C w D.

| \

Lemat 2

Niech C i D beda L-strukturami przeliczalnymi o tym samym wieku i wtasnosci
(SH). Wéwczas C i D sa izomorficzne. Co wiecej kazde zanurzenie f : A — D
skonczenie generowanej podstruktury A struktury C rozszerza sie do
izomorfizmu.
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Dowdd jedynosci

D jest stabo homogeniczna, gdy spetnia warunek

(SH) jesli A, B sa skoriczenie generownymi podstrukturami D, A C B oraz

f : A— D jest zanurzeniem, to istnieje zanurzenie g : B — D rozszerzajace f.
Struktura ultrahomogeniczna spetnia (SH).

Lemat 1

Niech C i D beda L-strukturami przeliczalnymi. Zatézmy, ze
Age(C) C Age(D) oraz D jest (SH). Wéwczas kazde zanurzenie skoriczenie
generowanej podstruktury C w D daje sie rozszerzy¢ do zanurzenia C w D.

Lemat 2

| \

Niech C i D beda L-strukturami przeliczalnymi o tym samym wieku i wtasnosci
(SH). Wéwczas C i D sa izomorficzne. Co wiecej kazde zanurzenie f : A — D
skonczenie generowanej podstruktury A struktury C rozszerza sie do
izomorfizmu.

\

Przeliczalna struktura jest ultrahomogeniczna <= ma wianos¢ (SH).
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Dowdd istnienia

Isnieje taricuch struktur (D,) w KC (tzn. D1 C D, C ...) spetniajacy warunek
(A) jesli A C B sa strukturami z K oraz f : A — D; jest zanurzeniem, to
istnieje j > i oraz zanurzenie g : B — D; takie, ze f C g.
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Dowdd istnienia

Lemat 3

Isnieje taricuch struktur (D,) w KC (tzn. D1 C D, C ...) spetniajacy warunek
(A) jesli A C B sa strukturami z K oraz f : A — D; jest zanurzeniem, to
istnieje j > i oraz zanurzenie g : B — D; takie, ze f C g.

| \

Lemat 4

Niech J bedzie rodzina skoriczenie generowanych L-struktur i niech (Dj)
bedzie taricuchem L-struktur. Jesli Age(D;) C J (Age(D;) = J) dla kazdego i,
to Age(U D) € J (Age(UDi) = J).
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Dowdd istnienia

Lemat 3

Isnieje taricuch struktur (D,) w KC (tzn. D1 C D, C ...) spetniajacy warunek
(A) jesli A C B sa strukturami z K oraz f : A — D; jest zanurzeniem, to
istnieje j > i oraz zanurzenie g : B — D; takie, ze f C g.

| \

Lemat 4

Niech J bedzie rodzina skoriczenie generowanych L-struktur i niech (Dj)
bedzie taricuchem L-struktur. Jesli Age(D;) C J (Age(D;) = J) dla kazdego i,
to Age(U D) € J (Age(UDi) = J).
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