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Dość typowy pogl ↪ad, że odkrycia Kopernika stanowi ↪a pocz ↪atek wspó�lczesnej
astronomii, jest z gruntu fa�lszywy. Po pierwsze, umieszczenie S�lońca w cen-
trum wszechświata by�lo tylko powrotem do pogl ↪adów wielu astronomów
starożytnych. Po drugie, centralność tej gwiazdy jest prawdziwa jedynie
w odniesieniu do lokalnego systemu planetarnego, a stwierdzenie, że planety
poruszaj ↪a si ↪e po okr ↪egach o środkach w środku S�lońca jest fa�lszywe. Po trze-
cie wreszcie, opis ruchu planet wymaga jakiegoś uzasadnienia, a u Kopernika
jest czysto fenomenologiczny. W prawie 100 lat później Johann Kepler na ba-
zie obserwacji Tychona Brahe poprawi�l model Kopernika. W opisie Keplera
planety poruszaj ↪a si ↪e po elipsach, a S�lońce znajduje si ↪e w ognisku każdej
z elips. Ponadto Kepler sformu�lowa�l ilościowe prawa ruchu po tych elip-
sach, wyjaśniaj ↪ac zmiany pr ↪edkości ruchu w różnych punktach toru planety
i zwi ↪azki mi ↪edzy okresem ruchu a rozmiarami elipsy. Nadal jednak bra-
kowa�lo uzasadnienia tych praw i jakiej́s ich uniwersalności. Wiedziano już
bowiem, że Uk�lad S�loneczny jest tylko niewielkim fragmentem wszechświata
i, być może s ↪a w nim jeszcze inne uk�lady planetarne. Dopiero fundamen-
talne dzie�lo Izaaka Newtona z 1687 roku wype�lni�lo brakuj ↪ac ↪a luk ↪e. Newton
za�loży�l, że pomi ↪edzy każdymi dwoma cia�lami dzia�la si�la zwana si�l ↪a grawita-
cji i poda�l ilościowy wzór na t ↪e si�l ↪e. Konsekwencj ↪a dzia�lania tej si�ly okaza�ly
si ↪e prawa Keplera. W późniejszych latach zaobserwowano pewne odchyle-
nia ruchu planet od praw Keplera, ale by�lo to tylko potwierdzeniem teorii
Newtona, ponieważ prawa Keplera otrzymuje si ↪e przy za�lożeniu, że jedyn ↪a
si�la dzia�laj ↪ac ↪a na dan ↪a planet ↪e jest si�la przyci ↪agania grawitacyjnego S�lońca
zaniedbuj ↪ac fakt, że przecież pomi ↪edzy planetami także dzia�laj ↪a si�ly grawi-
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tacji. Ponieważ si�la grawitacji zgodnie ze wzorem Newtona jest proporcjo-
nalna do mas oddzia�luj ↪acych cia�l, nieuwzgl ↪ednianie oddzia�lywań mi ↪edzy pla-
netami jest uzasadnione tym, że masy planet s ↪a znikomo ma�le w porównaniu
z mas ↪a S�lońca. Zagadnienie ruchu dwóch cia�l pod wp�lywem si�ly grawitacji
wed�lug wzoru Newtona nazywane jest zagadnieniem dwóch cia�l i jest przed-
miotem niniejszego opracowania. Jeśli zamiast dwóch rozważamy N cia�l,
wówczas mamy do czynienia z zagadnieniem N cia�l stanowi ↪acym do dzís si�l ↪e
nap ↪edow ↪a dużych fragmentó matematyki (teorii równań różniczkowych zwy-
czajnych, teorii uk�ladów dynamicznych, teorii chaosu). Nawet dla N = 3
ci ↪agle pojawiaj ↪a si ↪e nowe zaskakuj ↪ace rezultaty jakościowe i ilościowe.

Za�lożmy, że mamy dwa cia�la: jedno o masie M i drugie o masie m.
B ↪edziemy zak�ladać, że cia�la maj ↪a zaniedbywalnie ma�le (w stosunku do od-
leg�lości mi ↪edzy nimi) rozmiary, s ↪a punktowe. Jeśli pocz ↪atek kartezjańskiego
uk�ladu wspó�lrz ↪ednych w R3 umieścić w ciele M, wtedy wzór na si�l ↪e grawitacji
dzia�laj ↪ac ↪a na cia�lo m ma postać:

�F = −G
Mm

r3
(x, y, z),

gdzie G jest pewn ↪a uniwersaln ↪a sta�l ↪a fizyczn ↪a (sta�l ↪a grawitacji G = 6, 67 ·
10−11N m2/kg2), a r =

√
x2 + y2 + z2 odleg�lości ↪a mi ↪edzy cia�lami. Znak −

powoduje, że jest to si�la przyci ↪agaj ↪aca, a po �latwym sprawdzeniu widzimy,
że

||�F || = G
Mm

r2

co odpowiada naszym szkolnym nawykom. W rzeczywistości pocz ↪atek uk�ladu
wspó�lrz ↪enych powinnísmy umieścić w środku masy uk�ladu obu cia�l, ale przy
za�lożeniu, że masa m jest znacznie mniejsza niż M, środek uk�ladu leży bar-
dzo blisko wi ↪ekszej masy. Jeśli w chwili pocz ↪atkowej mamy zadane po�lożenie
cia�la m i jego pr ↪edkość, wówczas można pokazać, że dalszy ruch odbywa si ↪e
w p�laszczyźnie wyznaczonej przez ten punkt i wektor.

Na tej p�laszczyźnie b ↪edziemy używać notacji zespolonej i wspó�lrz ↪ednych
biegunowych do opisu po�lożenia punktu. Niech wi ↪ec po�lożenie cia�la m w
chwili t b ↪edzie oznaczone z(t) i

z(t) = r(t)eiθ(t), (1)

gdzie r(t) oznacza odleg�lość mi ↪edzy cia�lami w chwili t i θ(t) ∈ R jest argu-
mentem po�lożenia z(t). Przypomnijmy teraz drug ↪a zasad ↪e dynamiki New-

tona, która mówi, że jeśli na punkt o masie m dzia�la si�la �F , to punkt ten
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porusza si ↪e w ten sposób, że jego przyśpieszeniem jest wektor �a, przy czym

�F = m�a.

Oczywíscie zarówno si�la, jak i przyśpieszenie s ↪a tu wielkościami zmieniaj ↪acymi
si ↪e w czasie, a wi ↪ec funkcjami zmiennej t. Przypomnijmy jeszcze, że przyśpieszenie
jest pochodn ↪a funkcji pr ↪edkości punktu, a ta z kolei jest pochodn ↪a funkcji
po�lożenia – tutaj t �→ z(t) :

a(t) = v′(t), v(t) = z′(t).

W dalszym ci ↪agu b ↪edziemy opuszczać argument t we wszystkich funkcjach
dla uproszczenia zapisu. Tak wi ↪e zachodzi zwi ↪azek

ma = −G
Mm

r2
eiθ.

Jest to w istocie równanie różniczkowe rz ↪edu drugiego w C :

z′′ = −G
M

r2
eiθ.

Korzystaj ↪ac z (1) dostaniemy

z′ = ireiθθ′ + eiθr′,

z′′ = ir′eiθθ′ − reiθ(θ′)2 + ireiθθ′′+

+ieiθθ′r′ + eiθr′′ =

= −reiθ(θ′)2 + eiθr′′ + i
(
reiθθ′′ + 2eiθθ′r′

)
.

Zatem dostajemy równanie różniczkowe:

−GM
1

r2
eiθ = −reiθ(θ′)2 + eiθr′′ + i

(
reiθθ′′ + 2eiθθ′r′

)
,

które po podzieleniu przez eiθ przyjmuje postać

−GM
1

r2
= −r(θ′)2 + r′′ + i (rθ′′ + 2θ′r′) .

Porównuj ↪ac cz ↪eści rzeczywiste i urojone dostaniemy uk�lad równań:

−GM
1

r2
= −r(θ′)2 + r′′, (2)
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0 = rθ′′ + 2θ′r′. (3)

Po pomnożeniu obu stron (3) przez r zauważamy, że prawa strona jest po-
chodn ↪a funkcji r2θ′, wi ↪ec równanie (3) przyjmuje postać

(
r2θ′

)′
= 0

czyli funkcja r2θ′ jest ca�lk ↪a pierwsz ↪a uk�ladu. St ↪ad

r2θ′ = c,

gdzie c jest pewn ↪a sta�l ↪a. Zauważmy, że dla c = 0 mamy wtedy θ′ = 0, co daje
nam ruch wzd�luż promienia wodz ↪acego. Z pierwszego równania (2) widzimy,
że jest to ruch spe�lniaj ↪acy zależność

r′′ = −GM
1

r2
.

Nie b ↪edziemy szukać jawnych rozwi ↪azań tego ostatniego równania, choć jest
to możliwe. Zauważymy tylko, że jeśli w chwili pocz ↪atkowej r′(0) ≤ 0, to ruch
jest od pocz ↪atku dośrodkowy z rosn ↪acym przyśpieszeniem, aż do osi ↪agni ↪ecia
osobliwości r = 0, a jeśli r′(0) > 0, to pocz ↪atkowo r rośnie coraz wolniej,
nast ↪epnie zatrzymuje si ↪e i dalszy ruch odbywa si ↪e wed�lug poprzedniego sce-
nariusza.

Ciekawszy jest przypadek, gdy c �= 0. Możemy zak�ladać c > 0, bo przy-
padek c < 0 jest symetryczny i odpowiada zmianie orientacji p�laszczyzny.
Podstawmy do równania 92) s = r−1. Wtedy

r′ = − 1

s2
s′(t) = − 1

s2
s′(θ)θ′(t) = −cs′(θ)

– tutaj musielísmy już wstawić argumenty, aby nie dporowadzić do nieporo-
zumienia. Po drugim zróżniczkowaniu mamy

r′′ = −cs′′(θ)θ′(t) = −c2s2s′′(θ)

i możemy wstawić to do równania (2)

−GMs2 = −s−1(cs2)2 − c2s2s′′(θ).

Po podzieleniu obu stron przez −c2s2 otrzymamy równanie

s′′(θ) + s =
GM

c2
. (4)

4



Jest to proste równanie liniowe rz ↪edu drugiego o sta�lych wspó�lczynnikach.
Rozwi ↪azaniami równania jednorodnego s ↪a funkcje θ �→ a sin θ + b cos θ, a
jedno z rozwi ↪azań równania niejednorodnego �latwo odgadujemy – jest to
funkcja sta�la GM

c2
. Zatem dowolne rozwi ↪azanie równania (4) ma postać

s(θ) = a sin θ + b cos θ +
GM

c2
,

gdzie a i b s ↪a dowolnymi sta�lymi. Jeśli weźmiemy θ0 takie, że

sin θ0 =
a√

a2 + b2
, cos θ0 =

b√
a2 + b2

,

to k�lad ↪ac k =
√

a2 + b2 wobec wzoru

cos(θ − θ0) = cos θ cos θ0 − sin θ sin θ0,

otrzymamy

s(θ) = k cos(θ − θ0) +
GM

c2
.

Wracaj ↪ac do funkcji r, otrzymamy

r(θ) =
c2

c2k2 cos(θ − θ0) + GM

czyli po wstawieniu nowych sta�lych α = c2

GM
, ε = αk mamy

r(θ) =
α

1 + ε cos(θ − θ0)
, (5)

gdzie α > 0, natomiast ε ≥ 0. Możemy przyj ↪ać, że θ0 = 0 odpowiednio wy-
bieraj ↪ac oś rzeczywist ↪a na naszej p�laszczyźnie zespolonej (θ = θ0 – równanie
dodatniej pó�losi rzeczywistej). Jeśli w równaniu (5) przej́sć do wspó�lrz ↪ednych
kartezjańskich x = r cos θ, y = r sin θ, to zapisze si ↪e ono w postaci

√
x2 + y2 =

α
√

x2 + y2√
x2 + y2 + εx

i po prostych przekszta�lceniach

√
x2 + y2 = α − εx,
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sk ↪ad po podniesieniu obu stron do kwadratu otrzymamy równanie kwadra-
towe

(1 − ε2)x2 + y2 + 2αεx− α2 = 0. (6)

Jak wiadomo, równania kwadratowe opisuj ↪a krzywe rz ↪edu drugiego, czyli
okr ↪ag, elips ↪e, parabol ↪e lub hiperbol ↪e. Taki jest wi ↪ec kszta�lt trajektorii ruchu
cia�la m.

Zobaczymy teraz, że o kszta�lcie trajektorii decyduje nieujemny wspó�lczynnik
ε zwany mimísrodem. Niech najpierw ε = 0. Wtedy równanie (5) przyjmuje
postać r = α – równanie okr ↪egu. Jeżeli ε ∈ (0, 1), to w (5) mianownik nie
znika dla żadnego k ↪ata θ, czyli jest to równanie krzywej zamkni ↪etej (okre-
sowość funkcji cosinus). Tak ↪a krzyw ↪a spośród wymienionych powyżej jest
elipsa. Nietrudno zauważyć, że stosunek d�lugości pó�losi tej elipsy wynosi
1 − ε, d ↪aży wi ↪ec do 1 przy ε → 0 – wtedy elipsa zbliża si ↪e do okr ↪egu. Przy
rosn ↪acym do 1 ε, elipsa coraz bardziej si ↪e sp�laszcza.

Dla ε = 1 równanie nasze przyjmuje postać we wspó�lrz ↪ednych karte-
zjańskich

y2 + 2αx − α2 = 0

i oczywíscie opisuje parabol ↪e. Nie jest to już krzywa zamkni ↪eta, cia�lo m
zbliża si ↪e do centrum, aby nast ↪epnie uciec do nieskończoności. Osi ↪a symetrii
toru jest oś x, a tor ten przecina si ↪e z osi ↪a x w punkcie α/2, a z osi ↪a y w
punktach ±α. Dla ε > 1 równanie toru ruchu opisuje hiperbol ↪e. Możemy
zaobserwować, że pocz ↪atek uk�ladu wspó�lrz ↪ednych znajduje si ↪e w ognisku
jednej z dwóch ga�l ↪ezi tej hiperboli.

Poniżej przedstawiamy obrazy trajektorii otrzymane przy pomocy MA-
PLE dla różnych wartości parametru ε.

alpha:=1: varepsilon:=0:

plot(alpha /(1+epsilon*cos(theta)),theta= 0..6.28,coords=polar);
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alpha:=1: epsilon:=0.6:

plot(alpha /(1+epsilon*cos(theta)),theta= 0..6.28,coords=polar);
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alpha:=1: epsilon:=1:

plots[implicitplot](y^2+2*alpha*x-alpha^2=0,x=-5..0.6,y=-4..4);
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alpha:=1: epsilon:=2:

plots[implicitplot]((1-epsilon^2)*x^2+y^2+2*alpha*epsilon*x-alpha^2=0,x=-5..

–4

–2

2

4

y
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Wróćmy do równań (2) i (3). Przypomnijmy, że drugie z nich prowadzi do
ca�lki pierwszej r2θ′; przypomnijmy też wzór na pole obszaru ograniczonego
krzyw ↪a zadan ↪a we wspó�lrz ↪ednych biegunowych wzorem θ �→ r(θ), θ ∈ [θ1, θ2]
oraz p´�lprostymi θ = θ1 i θ = θ2 :

S =
1

2

∫ θ2

θ1

r(θ)2 dθ.

Skoro θ jest funkcj ↪a czasu możemy zbudować funkcj ↪e t �→ S(t) przyjmuj ↪ac
we wzorze na pole θ1 = θ(0) i θ2 = θ(t). Pami ↪etamy, że funkcja t �→ θ(t) jest
rosn ↪aca (malej ↪aca), a dla dużych t, gdy b ↪edziemy mieli |θ(t)− θ1| > 2π, pola
zakreślone po ca�lym obrocie należy liczyć powtórnie. Zatem

S(t) =
1

2

∫ θ(t)

θ1

r(θ)2 dθ

i st ↪ad
S ′(t) = r(θ(t))2θ′(t) = c.

Oznacza to, że funkcja t �→ S(t) jest liniowa: S(t) = c1t+c2. Kepler zauważa�l
st ↪ad, że gdy przedzia�ly czasowe [t1, t2] i [t3, t4] maj ↪a równ ↪a d�lugość, to

S(t2) − S(t1) = c1(t2 − t1) = c1(t4 − t3) = S(t4) − S(t3)

i formu�lowa�l to w postaci zwanej dzisiaj drugim prawem Keplera:
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Pola zakreślane przez promień wodz ↪acy planety w równych odst ↪epach
czasu s ↪a równe.

(Arnold pisze o sta�lej pr ↪edkości polowej c, która jest bezpośrednio zwi ↪azana
z momentem p ↪edu.)

Przypomnijmy teraz równanie (2) z uwzgl ↪ednieniem sta�lości pr ↪edkości
polowej c :

r′′ =
c

r3
− GM

1

r2
. (7)

Wed�lug terminologii stosowanej przez Arnolda jest to uk�lad zachowawczy z
jednym stopniem swobody. Teoria takiech uk�ladów jest omówiona w [1, 8].
Wprowadza si ↪e funkcj ↪e zwan ↪a potencja�lem; jest to dowolna funkcja pierwotna
dla −prawej strony równania (7), czyli tutaj

U(r) =
c2

2r2
− GM

r
.

Poniżej przedstawiamy kszta�lt wykresu potencja�lu.
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Potencja�l wyznacza drug ↪a ca�lk ↪e pierwsz ↪a – energi ↪e (ca�lkowit ↪a):

E =
1

2
r′2 + U(r).

Z tego wykresu możemy wywnioskować, że dla energii ujemnych mamy tra-
jektorie zamkni ↪ete (wobec wcześniejszych rozważań elipsy lub okr ↪egi). Mini-
mum potencja�lu �latwo znaleźć – jest ono dla r = r0 = c2

GM
. Dla tej wartości

promienia otrzymujemy orbit ↪e ko�low ↪a. Odpowiada ona energii E0 = U(r0) =
−G2M2

2c2
. Dla energii ujemnych, ale wi ↪ekszych od E0 mamy dwa rozwi ↪azania

równania U(r) = E :

r1 =
GM − √

G2M2 − 2|E|c2

2|E| , r2 =
GM +

√
G2M2 − 2|E|c2

2|E| .
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Okres obiegu trajektorii zamkni ↪etej odpowiadaj ↪acej energii E jest równy
(por. [8])

T =
√

2

∫ r2

r1

dr√
E − U(r)

= 2

∫ r2

r1

r dr√
2Er2 + 2GMr − c2

. (8)

Po prostym ca�lkowaniu dostaniemy

T =

√
2Er2 + 2GMr − c2

E
− GM

arctg
√−2E(r+GM)

2E
√

2Er2+2GMr−c2

E
√−2E

∣∣∣∣∣∣
r2

r1

i po uwzgl ↪ednieniu tego, że
√

2Er2 + 2GMr − c2 znika dla r = r1 i r = r2,
dostaniemy

T =
GMπ√
2|E|3/2

. (9)

Znajdziemy teraz d�lugości pó�losi elipsy w zależności od energii. Z równania
(2) dostaniemy r′ =

√
2(E − U(r)) i st ↪ad

θ′(r) =
θ′(t)
r′(t)

=
c

r
√

2Er2 + 2GMr − c2
.

Po sca�lkowaniu b ↪edziemy mieli

θ(r) = arccos
c2

r
− GM

r
√

2Ec2 + G2M2
.

Jeśli teraz rozwik�lamy to równanie obliczaj ↪ac z niego r, to otrzymamy

r =
c2

GM

1 +
√

1 + 2E c2

G2M2 cos θ
,

które możemy porównać z równaniem trajektorii (5) (już wcześniej wybralísmy
θ0 = 0 odpowiednio obracaj ↪ac uk�lad wspó�lrz ↪ednych). Mamy wi ↪ec

α =
c2

GM
, ε =

√
1 + 2E

c2

G2M2
.

Po przej́sciu do wspó�lrz ↪ednych kartezjańskich mamy (6) i dalej

(
x − αε

1 − ε2

)2

+
1

1 − ε2
y2 =

α2

1 − ε2
.
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St ↪ad d�lugościami obu pó�losi elipsy s ↪a

â =
α

1 − ε2
, ǎ =

α√
1 − ε2

.

Oczywíscie d�luższa jest â. Wstawiaj ↪ac teraz wartości wspó�lczynników, do-
staniemy

â =
c2

GM

1 − 1 − 2E c2

G2M2

=
GM

2|E| .

Porównuj ↪ac ten wynik z (9) otrzymamy

T =
2π√
GM

â3/2.

Kepler wyraża�l to w postaci nazywanej dzisiaj trzecim prawem Keplera:
Kwadraty okresów obiegu planet maj ↪a si ↪e do siebie tak, jak sześciany

dużych pó�losi elips, po których te planety si ↪e poruszaj ↪a.
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