Podstawowe prawa mechaniki nieba.
Materiaty pomocnicze do podrecznika
., Teoria i praktyka réwnan rézniczkowyvh
zwyczajnych”

Bogdan Przeradzki

Dos¢ typowy poglad, ze odkrycia Kopernika stanowia poczatek wspolczesnej
astronomii, jest z gruntu falszywy. Po pierwsze, umieszczenie Stonica w cen-
trum wszech$wiata bylo tylko powrotem do pogladow wielu astronomow
starozytnych. Po drugie, centralnos¢ tej gwiazdy jest prawdziwa jedynie
w odniesieniu do lokalnego systemu planetarnego, a stwierdzenie, ze planety
poruszaja sie po okregach o srodkach w $rodku Stonca jest falszywe. Po trze-
cie wreszcie, opis ruchu planet wymaga jakiegos uzasadnienia, a u Kopernika
jest czysto fenomenologiczny. W prawie 100 lat pézniej Johann Kepler na ba-
zie obserwacji Tychona Brahe poprawit model Kopernika. W opisie Keplera
planety poruszaja sie po elipsach, a Slonice znajduje sie w ognisku kazdej
z elips. Ponadto Kepler sformutowal ilosciowe prawa ruchu po tych elip-
sach, wyjasniajac zmiany predkosci ruchu w réznych punktach toru planety
i zwiazki miedzy okresem ruchu a rozmiarami elipsy. Nadal jednak bra-
kowalo uzasadnienia tych praw i jakiejs ich uniwersalnosci. Wiedziano juz
bowiem, ze Uklad Sloneczny jest tylko niewielkim fragmentem wszech$wiata
i, by¢ moze sa w nim jeszcze inne uklady planetarne. Dopiero fundamen-
talne dzielo Izaaka Newtona z 1687 roku wypehito brakujaca luke. Newton
zalozyl, ze pomiedzy kazdymi dwoma ciatami dziala sita zwana sita grawita-
cji 1 podal ilosciowy wzdr na te sile. Konsekwencja dzialania tej sily okazaly
sie prawa Keplera. W pdzniejszych latach zaobserwowano pewne odchyle-
nia ruchu planet od praw Keplera, ale bylo to tylko potwierdzeniem teorii
Newtona, poniewaz prawa Keplera otrzymuje sie przy zalozeniu, ze jedyna
sita dzialajaca na dana planete jest sita przyciagania grawitacyjnego Stonica
zaniedbujac fakt, ze przeciez pomiedzy planetami takze dzialaja sily grawi-



tacji. Poniewaz sila grawitacji zgodnie ze wzorem Newtona jest proporcjo-
nalna do mas oddziatujacych cial, nieuwzglednianie oddziatywan miedzy pla-
netami jest uzasadnione tym, ze masy planet sa znikomo malte w poréwnaniu
z masa Stonca. Zagadnienie ruchu dwdéch cial pod wplywem sily grawitacji
wedlug wzoru Newtona nazywane jest zagadnieniem dwoch cial i jest przed-
miotem niniejszego opracowania. Jesli zamiast dwéch rozwazamy N cial,
wowczas mamy do czynienia z zagadnieniem N cial stanowiacym do dzi$ site
napedowa duzych fragmenté matematyki (teorii réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych, teorii ukladéw dynamicznych, teorii chaosu). Nawet dla N = 3
ciagle pojawiaja sie nowe zaskakujace rezultaty jakosciowe i ilosciowe.

Zalozmy, ze mamy dwa ciala: jedno o masie M i drugie o masie m.
Bedziemy zakladaé, ze ciala maja zaniedbywalnie male (w stosunku do od-
legtosci miedzy nimi) rozmiary, sa punktowe. Jesli poczatek kartezjanskiego
ukladu wspétrzednych w R? umieécié¢ w ciele M, wtedy wzér na site grawitacji
dzialajaca na cialo m ma postac:

= Mm
F = —GT(x,y,z),

gdzie G jest pewna uniwersalna stala fizyczna (stala grawitacji G = 6,67 -
107U Nm?/kg?), a r = /22 + y? + 22 odlegtoscia miedzy ciatami. Znak —
powoduje, ze jest to sila przyciagajaca, a po latwym sprawdzeniu widzimy,

7e
Mm

r2

1F=a

co odpowiada naszym szkolnym nawykom. W rzeczywistosci poczatek uktadu
wspotrzenych powinnismy umiesci¢ w srodku masy uktadu obu cial, ale przy
zalozeniu, ze masa m jest znacznie mniejsza niz M, srodek ukiladu lezy bar-
dzo blisko wigkszej masy. Jesli w chwili poczatkowej mamy zadane polozenie
ciala m i jego predkos¢, wowczas mozna pokazac, ze dalszy ruch odbywa sie
w plaszczyznie wyznaczonej przez ten punkt i wektor.

Na tej plaszczyznie bedziemy uzywaé notacji zespolonej i wspotrzednych
biegunowych do opisu polozenia punktu. Niech wiec polozenie ciata m w
chwili ¢ bedzie oznaczone z(t) i

2(t) = r(t)e?®, (1)

gdzie r(t) oznacza odlegtosé miedzy cialami w chwili ¢ i 0(¢) € R jest argu-
mentem polozenia z(t). Przypomnijmy teraz druga zasade dynamiki New-
tona, ktora mowi, ze jesli na punkt o masie m dziala sila F', to punkt ten



porusza sie w ten sposob, ze jego przyspieszeniem jest wektor d, przy czym

F =ma.
Oczywiscie zaréwno sita, jak i przys$pieszenie sa tu wielkosciami zmieniajacymi
sie w czasie, a wiec funkcjami zmiennej t. Przypomnijmy jeszcze, ze przyspieszenie
jest pochodna funkcji predkosci punktu, a ta z kolei jest pochodna funkcji
polozenia — tutaj t — z(t) :

a(t) =v'(t), v(t) = 2'(t).

W dalszym ciagu bedziemy opuszczaé¢ argument t we wszystkich funkcjach
dla uproszczenia zapisu. Tak wie zachodzi zwiazek

Mm .,

e”.

ma = —G 5
,

Jest to w istocie réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego w C :
M .
Z// - G—2 eze.
r

Korzystajac z (1) dostaniemy
S = ’i?"ew@/ + eier/’
2 =ir'e®9 — re(0)? +ire0" +
+Z'ei6€/7’/ + ez‘é’T// _

— _Teie(el)Q + eier// +i (Tewe” + Qewe/r/) )
Zatem dostajemy réwnanie rézniczkowe:

1 . . ) . )

_GM_2626’ — _Tezé’(el)Q + QZGTN i (Tezé’el/ + 28169,7“,) 7

r

ktére po podzieleniu przez e przyjmuje postaé
yjmuyj

1
—GMﬁ = (@) + 7" +i(r0" +207").

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone dostaniemy uktad réwnan:
1
—G]\/[T—2 = —r(0)? +1", (2)
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0=r6"+26"r". (3)

Po pomnozeniu obu stron (3) przez r zauwazamy, ze prawa strona jest po-
chodna funkcji r2¢’, wiec réwnanie (3) przyjmuje postac

(TQQI)/ =0
czyli funkcja r26’ jest calka pierwsza ukladu. Stad
r?0 = c,

gdzie ¢ jest pewna stala. Zauwazmy, ze dla ¢ = 0 mamy wtedy ¢ = 0, co daje
nam ruch wzdhiz promienia wodzacego. Z pierwszego réwnania (2) widzimy,
ze jest to ruch spehiajacy zaleznosé

1
= —GM—.
T

Nie bedziemy szukac¢ jawnych rozwiazan tego ostatniego rownania, cho¢ jest
to mozliwe. Zauwazymy tylko, ze jesli w chwili poczatkowej r'(0) < 0, to ruch
jest od poczatku dosrodkowy z rosnacym przyspieszeniem, az do osiagniecia
osobliwosci 7 = 0, a jesli '(0) > 0, to poczatkowo r roénie coraz wolniej,
nastepnie zatrzymuje si¢ i dalszy ruch odbywa si¢ wediug poprzedniego sce-
nariusza.

Ciekawszy jest przypadek, gdy ¢ # 0. Mozemy zaktada¢ ¢ > 0, bo przy-
padek ¢ < 0 jest symetryczny i odpowiada zmianie orientacji plaszczyzny.
Podstawmy do réwnania 92) s = r—!. Wtedy

1 / 1 / / /
r'=—=s(t) = 28 (0)0'(t) = —cs'(0)
— tutaj musieliSmy juz wstawi¢ argumenty, aby nie dporowadzi¢ do nieporo-
zumienia. Po drugim zrézniczkowaniu mamy

7" = —cs"(0)0'(t) = —c*s*s"(0)
i mozemy wstawié¢ to do réwnania (2)
~GMs* = —s(cs%)? — ?s%5"(6).
?s? otrzymamy réwnanie

s"(0) + s = G—M (4)

c2

Po podzieleniu obu stron przez —c
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Jest to proste rownanie liniowe rzedu drugiego o stalych wspdlczynnikach.
Rozwigzaniami réwnania jednorodnego sa funkcje 6 +— asinf + bcos6, a
jedno z rozwiazan rownania niejednorodnego tatwo odgadujemy — jest to
funkcja stala GC—QM Zatem dowolne rozwiazanie rownania (4) ma postaé

M
s(0) = asinf + bcosl + GC—27

gdzie a i b sa dowolnymi staltymi. Jesli wezmiemy 6, takie, ze

a b
—_— cosly = ————,
VaZ + 12 Vet

to kladac k = va? + b? wobec wzoru

sinfy =

cos(0 — 6y) = cos 0 cos Oy — sin 0 sin by,

otrzymamy

M
s(0) = kcos( — 6y) + GC—2

Wracajac do funkcji r, otrzymamy

2

(6) -
T =
c2k?cos(0 — by) + GM
czyli po wstawieniu nowych staltych a = GC—]QW, € = ak mamy
«

r(0)

= , 5
1 4 e cos(6 — 6y) (5)
gdzie a > 0, natomiast ¢ > 0. Mozemy przyja¢, ze 6y = 0 odpowiednio wy-
bierajac os rzeczywista na naszej plaszczyznie zespolonej (6 = 0y — réwnanie
dodatniej pétosi rzeczywistej). Jesli w réwnaniu (5) przejsé do wspdhrzednych
kartezjanskich x = rcosf, y = rsin 6, to zapisze sie ono w postaci




skad po podniesieniu obu stron do kwadratu otrzymamy réwnanie kwadra-
towe
(1—eHa? +y* + 2aer — o = 0. (6)

Jak wiadomo, rownania kwadratowe opisuja krzywe rzedu drugiego, czyli
okrag, elipse, parabole lub hiperbole. Taki jest wiec ksztalt trajektorii ruchu
ciata m.

Zobaczymy teraz, ze o ksztalcie trajektorii decyduje nieujemny wspoélczynnik
¢ zwany mimisrodem. Niech najpierw ¢ = 0. Wtedy réwnanie (5) przyjmuje
posta¢ r = « — réwnanie okregu. Jezeli € € (0,1), to w (5) mianownik nie
znika dla zadnego kata 6, czyli jest to réwnanie krzywej zamknietej (okre-
sowos$¢ funkeji cosinus). Taka krzywa sposréd wymienionych powyzej jest
elipsa. Nietrudno zauwazy¢, ze stosunek diugosci polosi tej elipsy wynosi
1 — ¢, dazy wiec do 1 przy € — 0 — wtedy elipsa zbliza si¢ do okregu. Przy
rosnacym do 1 ¢, elipsa coraz bardziej sie splaszcza.

Dla ¢ = 1 réwnanie nasze przyjmuje posta¢ we wspolrzednych karte-
zjanskich

2 +2ar —a? =0
i oczywiscie opisuje parabole. Nie jest to juz krzywa zamknieta, cialo m
zbliza sie do centrum, aby nastepnie uciec do nieskonczonosci. Osia symetrii
toru jest os x, a tor ten przecina sie z osia x w punkcie /2, a z osia y w
punktach £a. Dla € > 1 réwnanie toru ruchu opisuje hiperbole. Mozemy
zaobserwowaé, ze poczatek ukltadu wspoétrzednych znajduje sie w ognisku
jednej z dwoch galezi tej hiperboli.

Ponizej przedstawiamy obrazy trajektorii otrzymane przy pomocy MA-
PLE dla réznych wartosci parametru e.

alpha:=1: varepsilon:=0:

plot(alpha /(l+epsilon*cos(theta)),theta= 0..6.28,coords=polar);
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alpha:=1: epsilon:=0.6:

plot(alpha /(1+epsilon*cos(theta)),theta= 0..6.28,coords=polar);
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alpha:=1: epsilon:=1:

plots[implicitplot] (y"2+2*alpha*x-alpha~2=0,x=-5..0.6,y=-4

..4);



alpha:=1: epsilon:=2:
plots[implicitplot] ((1-epsilon”2)*x"2+y~2+2*alpha*epsilon*x-alpha”2=0,x=-5..
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Wréémy do réwnan (2) i (3). Przypomnijmy, ze drugie z nich prowadzi do
catki pierwszej r20’; przypomnijmy tez wzor na pole obszaru ograniczonego
krzywa zadana we wspéhrzednych biegunowych wzorem 6 — r(6), 6 € [0y, 65]
oraz p tprostymi § =6, 10 =05 :

1 [
S:—/ r(0)%df.
2 Jo,

Skoro € jest funkcja czasu mozemy zbudowaé funkcje ¢ +— S(t) przyjmujac
we wzorze na pole 01 = 6(0) i 6, = 0(t). Pamietamy, ze funkcja t — 6(t) jest
rosnaca (malejaca), a dla duzych ¢, gdy bedziemy mieli |0(t) — 6,| > 2, pola
zakreslone po caltym obrocie nalezy liczy¢ powtdérnie. Zatem

0(t)
S =3 /9 r(0)2 df

i stad
S'(t) = r(@(t))ZQ’(t) =c.

Oznacza to, ze funkcja t — S(t) jest liniowa: S(t) = ¢1t+cy. Kepler zauwazal
stad, ze gdy przedzialy czasowe [t1, 5] 1 [t3,t4] maja réwna dlugosé, to

S(tz) — S(tl) = Cl(tg — tl) = Cl(t4 — tg) = S(t4) — S(tg)

i formutowal to w postaci zwanej dzisiaj drugim prawem Keplera:
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Pola zakreslane przez promien wodzacy planety w réwnych odstepach
czasu sg rowne.

(Arnold pisze o statej predkosci polowej ¢, ktéra jest bezposrednio zwiazana
z momentem pedu.)

Przypomnijmy teraz réwnanie (2) z uwzglednieniem statosci predkosci
polowej ¢ :
= ——-GM—. (7)

Wedhug terminologii stosowanej przez Arnolda jest to uktad zachowawczy z
jednym stopniem swobody. Teoria takiech ukladéw jest oméwiona w [1, 8].
Wprowadza sie funkcje zwana potencjatem; jest to dowolna funkcja pierwotna
dla —prawej strony réwnania (7), czyli tutaj
2
U(r) = — — GM
2r2 r

Ponizej przedstawiamy ksztalt wykresu potencjahu.

0.6
0.4

02|

Potencjal wyznacza druga catke pierwsza — energie (catkowita):
1
E = 57“'2 +U(r).

Z tego wykresu mozemy wywnioskowac, ze dla energii ujemnych mamy tra-
jektorie zamkniete (wobec wezedniejszych rozwazan elipsy lub okregi). Mini-

. ’ s . 2 . ;.
mum potencjatu tatwo znalez¢ — jest ono dla r = rq = £3;. Dla tej wartosci
promienia otrzymujemy orbite kolowa. Odpowiada ona energii Fy = U(rg) =

G2 M2 .. . . . .

—=5.—- Dla energii ujemnych, ale wigkszych od Ey mamy dwa rozwiazania
réwnania U(r) = E :

_ GM — \/G2M? — 2|E|? _ GM +/G?M? — 2|E|c?
B 21| LT 21|

1




Okres obiegu trajektorii zamknietej odpowiadajacej energii E jest réwny
(por. [8])
rdr

r2 dr "2
T:ﬁ/————ﬁﬂ/ . 8
n VE—=U(r) . V2Er? +2GMr — 2 ®)

Po prostym catkowaniu dostaniemy

VZ3E(r+GM 2
_ V2Er? + 2GMr — 2 aM arctg 2E\/2Er2:-;—GMT)—62

E Ev-2F

T

T1

i po uwzglednieniu tego, ze V2Er2 + 2GMr — c2 znika dla r = ry i r = 79,
dostaniemy

GM
A 9)
VREF"
Znajdziemy teraz dtugosci polosi elipsy w zaleznosci od energii. Z réwnania
(2) dostaniemy 7’ = \/2(E — U(r)) i stad
o'(t
oy =210 _ ¢ .
r(t)  r2Er2+2GMr — 2

Po scatkowaniu bedziemy mieli

< _GM

rv2Ec2 + G2M?

Jesli teraz rozwiklamy to rownanie obliczajac z niego r, to otrzymamy

0(r) = arccos

c2

- oM 7

1+4/1+2F cos O

c2
G2M?2
ktére mozemy poréwnaé z rownaniem trajektorii (5) (juz wezesniej wybraliSmy
0y = 0 odpowiednio obracajac uktad wspéhrzednych). Mamy wiec

2 c?
- — 1+ 2B
“=cm Tt

Po przejsciu do wspélrzednych kartezjanskich mamy (6) i dalej

2 2

ae n R o)
xr— = —.
( 1—52) 1—e2” 1—¢?
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Stad dlugosciami obu poélosi elipsy sa

~ o . o
a=——-—= a =

1—e?’ VI—¢eZ

Oczywiscie dluzsza jest a. Wstawiajac teraz wartosci wspélezynnikéw, do-
staniemy

2

1-1-2E-£- 2|B|

G2M?

a =

Poréwnujac ten wynik z (9) otrzymamy

T 2T e

VGM

Kepler wyrazal to w postaci nazywanej dzisiaj trzecim prawem Keplera:
Kwadraty okresow obiegu planet maja sie do siebie tak, jak szeSciany
duzych polosi elips, po ktérych te planety sie poruszaja.
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