Zadania z réwnan rézniczkowych
czastkowych

Zalaczam adres strony www, na ktérej znajda Panstwo przyktadowe
zadania z rozwigzaniami:
http://math.uni.lodz.pl/” karpinw

Zadanie 1. Znalez¢ wszystkie rozwigzania réwnan:
ry*u, + 2?yu, = 0,
2xuy + yu, = 0,
Yu, — xuy, = 23y + Y,
3u, + duy +u, = 2w,
ZUy + YUy + YU, =+ Y + 2.

Zadanie 2. Rozwiaza¢ zagadnienia poczatkowe:
yu, — 4dzu, = 2zy,  u(x,l/x) ==,
Uy + 2yuy —3u, =0, u(0,y,2) =2+ 2siny,
uy =z (uy +u), u(0,y)=y>+1,
Yu, — xUy = 2zyu,  u(z,r) =T,
Uy — 2Uy + yu, + dou, =0, w(0,y,z,v) = yz* + v,
uy —zuy =2u+y, u(0,y)=2y*+1,
Yuy — 2uy + zu, +u=1x, u(x,0,2)=0,
Uy +uy +u, =u, u(x,y,0) =2+ 92
Tuy — 2yu, +u=e", u(z,a®) =1,
oS YU, + cos xu, = cosrcosy, u(l,y)=—y.

Zadanie 3. Rozwiazac’ réwnanie
Uy + TUy = .1’2
YUy Y

z warunkami poczatkowymi: (i) u(x,0) = 22,
(ii) u(x,0) = |z[32.
Poréwnaé gtadko$¢ otrzymanych funkcji.

Zadanie 4. Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnan:
uru, — uy = u,
Uy + v, = 67,
(2 — wty + (y — W)y =0,
2u, + buy, + u, = u?.



Zadanie 5. Rozwiaza¢ zagadnienia poczatkowe:
Uy + yuuy, = —z, u(0,y) =0,
Uy + yuuy, = —x, u(z,x) =1,
uy + yuuy, = —x, u(x,0) = a2
w*u, + yuy =u?, u(l,y) = —y,
Tuy +Fuuy, =y, u(2,y)=y+1,
(z+uwu, + (y +w)u, =0, wu(z,1—-2z)=u=z.

Zadanie 6. Nastepujace rownania sprowadzi¢ do postaci kanonicznej:
Ugg + gy + dUyy + Uy + 2u,y = 0,
Upy — 2Ugy + Uyy + Uy + Buy + yu = 0,
Upy — 2 €OS TUyy — (3 + sin® )y, — yu, = 0,
Y Ugy + 2TYUyy + 2x2uyy + yu, = 0,
682Uy — 2ytgTULy, + YUy, + tg3zu, = 0,
T2 Uy + 20Ytyy — 3yP Uy, — 22U, + dyu, + 162t = 0,
(14 2% uge + (14 y*)uy, + zu, + yu, =0,
¥ Uy + 26"y, + ePuy, — xu = 0,

Ugy + 2 SIN TUyy — (C082 x — sin? x)Uy, + cos xu, = 0.

Zadanie 7. Sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie Blacka-Scholesa:

1
U + 50232%5 + rsug, — ru = 0.
Stalymi sa tu ¢ > 0, » > 0 - stopa procentowa. Zmiennymi sa czas t
i s. Podstawmy z = In s, a nastepnie u(z,t) = w(z,t)e*, gdzie a jest
tak wybrane, by réwnanie sie uproscito.

Zadanie 8. Znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnan:
Ugpg — 28IN TUgy — cos? TUyy = COS Ty,
- (uy —uy) =0 0 0
DUge — Yllyy + 5(Ue —uy) =0, >0, y>0,
2 2 _
T Uy — Y Uyy — 2yt = 0,
T Uy — 2XYUyy + Y2y + TUy + yu, = 0,
Ugy + YUy + Uy + xyu = 0.

Zadanie 9. Rozwiaza¢ zagadnienia poczatkowe:
Ugy + Uy — 3uy, = 0, u(z,0) = 322, u,(x,0) =0,

2y

4y2um+2(1—92)uxy—uyy—ry2

(2ux_uy) — 0’ U(.CE,O) =z, Uy(l’,()) = 2.17,



(1+$2>u11_(1+y2)uyy+xux_yuy = Oa U(.CE, O) = 90@:)7 Uy(.’ﬂ, 0) = ¢($),

x2u:z:a: - Q'Tyuéty - 3y2uyy =0, u(x, 1) = 1’2, uy(x, 1) = z°.

Zadanie 10. Przy pomocy metody Fouriera rozwiazaé¢ zagadnienia
brzegowo-poczatkowe dla réwnania struny uy = 2y,

2
w(0,t) =u(l,t) =0, wu(xz,0)=0, wuzr,0)=sin 7793,

w(0,t) =u(l,t) =0, wu(z,0)=px), wu(r,0)=1(x),
w(0,8) = wa (L) = 0, w(w,0) = sin "z, uy(x,0) = sin -,

21 2]

T 3T 5%
u(0,t) = u(l,t) =0, wu(zx,0)=cos 5% u(z,0) = cos gaﬁ—cos BTk
uz(0,t) = u,(1,t) =0, u(x,0) =z, wuz,0)=1,

u(0,t) = uy(l,t) + hu(l,t) =0, wu(x,0) =p(x), ulz,0)=1(x).

Zadanie 11. Przy pomocy metody Fouriera rozwiaza¢ zagadnienia
brzegowo-poczatkowe dla réwnania uy = 2y, + f(2)

uw(0,t) =a, wu(l,t)=0b, u(x,0)=wu(x,0)=0,
ur(0,t) = a, wu,(l,t) =5, wu(z,0)=p(x), w(z,0)=0.

Zadanie 12. Przy pomocy metody Fouriera rozwiaza¢ zagadnienia
brzegowo-poczatkowe:

Uy = @ Uyy + tsin ?:IZ‘, uw(0,t) =u(l,t) =0, wu(z,0)=2x(—z),

Uy = a*Uyy + bu, + cos ?:L‘, u(0,8) =0 =u(l,t), u(z,0)=¢x),

Wsk. - zastosowaé podstawienie u(x,t) = e™v(x,t) z tak dobrana stala
r, by wyeliminowad¢ skladnik z bu,.

Uy = @*Upy, u(0,1) =0, wu.(l,t)=t, u(z,0)=sin Tﬂw,
Uy = a*ugy — bu,  u(0,t) =0 =u(l,t), u(x,0)=p(x),
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Uy = a*Upy, w(0,t) =T, ux(l,t)+hu(l,t)=U (h>0), wu(z,0)=0,
T

Uy = @*Upy — bu,  u(0,t) =0 = u,(l,t), wu(z,0)=sin 57

Uy = @ Uy — bu + sin 7rl—$, u(0,t) =0=wu(l,t), wu(z,0)=0.

Zadanie 13. Przy pomocy metody Fouriera rozwiazaé¢ zagadnienia
brzegowe:

Uz tilyy =0, u(z,0) =0, u(z,b)=sin %x u(0,y) = A(y), ula,y) = B(y),

UgzFtyy =0, w(x,0) =uy(z,l) =0, u(0,y)=f(y), lm u(z,y)=0,

um—i—uyy :0, uz(O,y) ZOZUz(Z%y), u(xa 0) = a, U(I7S) :bJ},
b
Upy + Uy = —2,  u(z, j:§) =0, u(0,y)=u(a,y)=0.

Zadanie 14. Znalez¢ funkcje harmoniczna w pierscieniu
{(,9): a<a?+y?<b},

ktora na wewnetrznym okregu brzegowym jest stata u = ¢, a na zewnetrznym
okregu brzegowym jest rowna u = dsin 260, gdzie 0 jest wspolrzedna
katowa punktu.

Zadanie 15. Pokaza¢, ze funkcja harmoniczna nie posiada ekstremum
lokalnego.

Zadanie 16. Przy pomocy wzoru Poissona na rozwiazanie zagadnienia
Dirichleta dla kuli

Au(z) =0 z € K(0, R); u|0K (0, R) = ¢,

1 / R?* — ||z||?
u(r) = —— ——(y) dS,,
(=) ol Joxo,r) 17—yl Ply) ds,

wykazac, ze funkcja harmoniczna na R™ i ograniczona z gory lub z dotu
jest stala. o, oznacza tu miare indukowana sfery jednostkowej w R™.

Wskazowka. Najpierw wykazaé to przy zatozeniu u > 0, a nastepnie
wszystko sprowadzi¢ do tego przypadku.



Zadanie 17. Przy pomocy pierwszego wzoru Greena udowodnic, ze

/ 0&(x,y) P
o9

(8
dla z € Q. Zalozenia o zbiorze €2 jak we wzorach Greena.

Zadanie 18. Znalez¢ charakterystyki réwnania
YUz + Uyy = 0.

Zadanie 19. Dla funkcji u : 2 — R, gdzie U jest otwartym podzbiorem
R?\ {(z,0) : x> 0}, klasy C?, wyrazi¢ laplasjan Au := u,, + u,, we
wspotrzednych biegunowych

r=rcosl, y=rsinf, r>0, 60¢ec(02r).

Zadanie 20. Dla funkcji v : 2 — R, gdzie U jest otwartym podzbiorem
R*\{(z,0,2) : = > 0}, klasy C?, wyrazi¢ laplasjan Au := . +uy, +u,.,
we wspotrzednych sferyczych

r=rcosfsind, y=rsinfsiny, z=rcos,

).

r>0, e(0,2r), ve (-~ T

2°2
Zadanie 21. Znalez¢ wszystkie funkeje harmoniczne w R? we wspéhrzednych
biegunowych zalezne tylko od r (méwimy wtedy o funkcjach radialnie
symetrycznych). Analogiczne zadanie rozwiazaé dla funkcji harmonicz-
nych w R3.

Zadanie 22. Pokazaé, ze dla dowolnej funkcji ciaglej i ograniczonej
f:(0,00) — R funkcja

u(z,y) = /OOO f(z)e™*sin(zy) dz

jest harmoniczna w R2.



Zadanie 23. Dla rownania Burgersa
wp + Uty = kg,
znalez¢ wszystkie rozwiazania tzw. fale wedrujace

u(z,t) =v(x—ct), gdzie v:R—-=R, lim v(z)=1, lim v(z)=0.

t——o00 t——+o00

Zadanie 24. Poszuka¢ fal wedrujacych dla innych réwnan rozpatry-
wanych na wyktadach.

Zadanie 25. Niech u bdzie rozwiazaniem réwnania struny

o(T)uy = AUy,

(0 : [0,1] — R dana funkcja ciaglta — gestosé) z jednorodnymi warun-
kami Dirichleta lub Neumanna:

u(0,t) =0 =wu(1,t) lub uz(0,t) =0 = u,(1,1).

Energia calkowita nazywamy funkcje

1
E(t) = 5/ (ouf + au?) dz.
0

Pokazaé, ze energia catkowita nie zalezy od czasu E'(t) = 0.

Zadanie 26. (*) Niech u bedzie rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta:

Au =0, x e
u=q, x € 01,

gdzie € jest zbiorem otwartym i ograniczonym o gladkim brzegu. Po-
kaza¢, ze dla kazdej funkcji v klasy C?(Q) ciaglej na Q i takiej, ze
v|aq = ¢ zachodzi nier6wnosé

/|Vu|2dm§/|Vv|2dx.
Q Q



Zadanie 27. (*) Niech u bedzie rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta:

Au =0, x e
%zw, x € 011,

gdzie € jest zbiorem otwartym i ograniczonym o gladkim brzegu. Dla
kazdej funkcji v klasy C*(Q) takiej, ze 2% g = 1 zdefiniujmy

1
E(v):§/Q|Vv\2dx— mzﬂvdx.

Pokaza¢, ze funkcjonal E osigga minimum na rozwiazaniu u.



