Réwnanie Lorenza
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gdzie stale dodatnie o, r i b maja interpretacje fizyczna (stale Prandtla i
Rayleigha). Lorenz przyjat o = 10, b = 3.

Vz,y,z2) =re* +oy* +o(z —2r)?
— jej pochodna wzdtuz trajektorii:
V = —=20(rz® +ry® + b(z — r)? — br?).

V < 0 na zewnatrz elipsoidy E := {(x,y,2) : r2® +ry®> +b(z —r)? < br}.
Wprowadzmy oznaczenia m :=supy V idlae >0

E. :={(z,y,2): V(z,y,2) <m+¢e}.

Wtedy E C int E. 1 supgs g, V = =6 < 0, wiec wartos¢ funkcji V wzdtuz
trajektorii startujacej na zewnatrz E. maleje, az do chwili, gdy trajektoria
ta ,,wejdzie” do tej elipsoidy. Poniewaz V < 0 na E. \ E, wiec trajektoria
ta nigdy juz nie opusci zbioru E.. Zatem O+ (P) jest zbiorem zwartym dla
kazdego P € R? i tym samym zbiér w(P) jest niepusty, zwarty i spdjny.

Punkty state uktadu: dla r <1 jest tylko jeden punkt stalty py = (0,0,0),
a dla r > 1 pojawiaja sie jeszcze dwa

P = (:I:\/b(r "), /b — 1), — 1) .

Z analizy stabilnosci punktow statych:
dla r > ry, gdzie

oc+b+3
rg = ——
e —h—1
wszystkie punkty stale sa niestabilne. Dla r = ry mamy jedna rzeczy-

wista warto$¢ wilasna przyblizenia liniowego uktadu w punktach py i dwie
sprzezone, czysto urojone: ma miejsce bifurkacja Hopfa.
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Dywergencja pola wektorowego danego przez prawa strone uktadu Lo-
renza:

flz,y,2) =o(y —x),re —y —xz, 2y — bz], divf=—(c+b+1)<0.

Na podstawie tw. o dywergencji, jesli wezmiemy dowolny zbiér mierzalny
D C R3, przez D(t) oznaczymy zbidr

{(z(8),y(t), 2(1)) = (x(0),y(0), 2(0)) € D},
a przez O(t) jego objetosé, to O'(t) = —(o + b+ 1)O(t), czyli
O(t) =0(0) -exp(—(c +b+ 1)t) — 0

przy t — +o0o. Zatem mamy zbiér

A= lim D(t) = (| JD(s),

t—4o00
t>0 s>t

gdzie D(0) = D = E. z wczesniejszych rozwazan. Zbiér A jest domkniety,
niezmienniczy i ma objeto$¢ 0. Jest on globalnym atraktorem dla uktadu
Lorenza.
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Uktad dynamiczny Lorenza zredukowany do atraktora A ma dwie nastepujace
cechy:

1) topologiczna tranzytywnosé, tzn. dla dowolnych zbioréw otwartych
U,V C A istnieje t > 0 takie, ze

7(t,U) NV # 0

2) wrazliwos¢ na warunki poczqtkowe, tzn. istnieje dodatnia liczba M
taka, ze dla dowolnego p € A istnieja ciagi p, — p1i (t,) € (0,00) o wlasnosci

||7r(tmpn) - W(tn,p)H > M.
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Warunek 1) gwarantuje niepodzielno$é zbioru A na mniejsze zbiory do-
mkniete i niezmiennicze. W szczegdlnosci jest on spelniony, gdy istnieje tra-
jektoria, ktora jest gestym podzbiorem A. Bylby tez spelniony, gdyby caly
zbiér A byt jedna trajektoria okresowa.

Warunek 2) oznacza, ze zadne rozwiazanie o trajektorii zawartej w A nie
jest stabilne nawet po redukeji uktadu do zbioru A. Gdyby A byl trajektoria
okresowa, to ten warunek nie bylby spelniony. Niektorzy autorzy do tych
dwoch warunkéw doktadaja jeszceze

3) gestosé zbioru trajektorii okresowych w zbiorze A.

uktad Rosslera

' =—(y+z)
y =1+ ay, a=b=02, ¢>6, (2)
Z=b+zz—cz
uktad Chua
' =aly —z—g(z)) g(x) = cx + G (|lz + 1] — |z — 1)
Yy =x—vy+z, a=15 b= 25.58, (3)
2= —by c:—g, d:—g.



