
Równanie Lorenza x′ = σ(y − x)
y′ = rx− y − xz
z′ = xy − bz,

(1)

gdzie sta le dodatnie σ, r i b maj ↪a interpretacj ↪e fizyczn ↪a (sta le Prandtla i
Rayleigha). Lorenz przyj ↪a l σ = 10, b = 8

3 .

V (x, y, z) := rx2 + σy2 + σ(z − 2r)2

– jej pochodna wzd luż trajektorii:

V̇ = −2σ(rx2 + ry2 + b(z − r)2 − br2).

V̇ < 0 na zewn ↪atrz elipsoidy E := {(x, y, z) : rx2 + ry2 + b(z − r)2 ≤ br2}.
Wprowadźmy oznaczenia m := supE V i dla ε > 0

Eε := {(x, y, z) : V (x, y, z) ≤ m+ ε}.

Wtedy E ⊂ intEε i supR3\Eε V̇ := −δ < 0, wi ↪ec wartość funkcji V wzd luż
trajektorii startuj ↪acej na zewn ↪atrz Eε maleje, aż do chwili, gdy trajektoria
ta ,,wejdzie” do tej elipsoidy. Ponieważ V̇ ≤ 0 na Eε \ E, wi ↪ec trajektoria
ta nigdy już nie opuści zbioru Eε. Zatem O+(P) jest zbiorem zwartym dla
każdego P ∈ R3 i tym samym zbiór ω(P ) jest niepusty, zwarty i spójny.

Punkty sta le uk ladu: dla r ≤ 1 jest tylko jeden punkt sta ly p0 = (0, 0, 0),
a dla r > 1 pojawiaj ↪a si ↪e jeszcze dwa

p± =
(
±
√
b(r − 1),±

√
b(r − 1), r − 1

)
.

Z analizy stabilności punktów sta lych:
dla r > rH , gdzie

rH :=
σ + b+ 3
σ − b− 1

,

wszystkie punkty sta le s ↪a niestabilne. Dla r = rH mamy jedn ↪a rzeczy-
wist ↪a wartość w lasn ↪a przybliżenia liniowego uk ladu w punktach p± i dwie
sprz ↪eżone, czysto urojone: ma miejsce bifurkacja Hopfa.
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Dywergencja pola wektorowego danego przez praw ↪a stron ↪e uk ladu Lo-
renza:

f(x, y, z) := [σ(y − x), rx− y − xz, xy − bz], div f = −(σ + b+ 1) < 0.

Na podstawie tw. o dywergencji, jeśli weźmiemy dowolny zbiór mierzalny
D ⊂ R3, przez D(t) oznaczymy zbiór

{(x(t), y(t), z(t)) : (x(0), y(0), z(0)) ∈ D},

a przez O(t) jego obj ↪etość, to O′(t) = −(σ + b+ 1)O(t), czyli

O(t) = O(0) · exp(−(σ + b+ 1)t) −→ 0

przy t→ +∞. Zatem mamy zbiór

A := lim
t→+∞

D(t) =
⋂
t≥0

⋃
s≥t

D(s),

gdzie D(0) = D = Eε z wcześniejszych rozważań. Zbiór A jest domkni ↪ety,
niezmienniczy i ma obj ↪etość 0. Jest on globalnym atraktorem dla uk ladu
Lorenza.
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Uk lad dynamiczny Lorenza zredukowany do atraktoraAma dwie nast ↪epuj ↪ace
cechy:

1) topologiczn ↪a tranzytywność, tzn. dla dowolnych zbiorów otwartych
U, V ⊂ A istnieje t > 0 takie, że

π(t, U) ∩ V 6= ∅;

2) wrażliwość na warunki pocz ↪atkowe, tzn. istnieje dodatnia liczba M
taka, że dla dowolnego p ∈ A istniej ↪a ci ↪agi pn → p i (tn) ∈ (0,∞) o w lasności

||π(tn, pn)− π(tn, p)|| ≥M.
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Warunek 1) gwarantuje niepodzielność zbioru A na mniejsze zbiory do-
mkni ↪ete i niezmiennicze. W szczególności jest on spe lniony, gdy istnieje tra-
jektoria, która jest g ↪estym podzbiorem A. By lby też spe lniony, gdyby ca ly
zbiór A by l jedn ↪a trajektori ↪a okresow ↪a.

Warunek 2) oznacza, że żadne rozwi ↪azanie o trajektorii zawartej w A nie
jest stabilne nawet po redukcji uk ladu do zbioru A. Gdyby A by l trajektori ↪a
okresow ↪a, to ten warunek nie by lby spe lniony. Niektórzy autorzy do tych
dwóch warunków dok ladaj ↪a jeszcze

3) g ↪estość zbioru trajektorii okresowych w zbiorze A.

uk lad Rösslera
x′ = −(y + z)
y′ = x+ ay, a = b = 0.2, c > 6,
z′ = b+ xz − cz

(2)

uk lad Chua x′ = a(y − x− g(x)) g(x) = cx+ d−c
2 (|x+ 1| − |x− 1|)

y′ = x− y + z, a = 15, b = 25.58,
z′ = −by c = −5

7 , d = −8
7 .

(3)
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