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1 Uklady dynamiczne — przykilady

Niech X bedzie zbiorem. Uktadem dynamicznym w X nazywamy dowolna
rodzine {S; : t > 0} odwzorowani X w siebie taka, ze
(i) Sp = idy, (ii) Sy 0 S, = Sy4, dla dowolnych ¢, 7 > 0.
Istnieje bogata teoria, w ktérej na X zadana jest miara, a odwzorowa-
nia S; ja zachowuja (teoria ergodyczna). Tu bedziemy rozwazaé teorie,
w ktorej X jest przestrzenia metryczna, a odwzorowanie

[0,00) x X 3 (t,x) — Si(x)

jest ciagte. Przestrzen X nazywamy przestrzeniq fazowq uktadu dyna-
micznego. Jak widaé¢ rodzina Sy, t > 0 stanowi pélgrupe ciaglych od-
wzorowan X w siebie. Czasami (np.w [1]) przez uklad dynamiczny ro-
zumie sie grupe S;, t € R spehliajaca powyzsze warunki. Zauwazmy, ze
pociaga to za soba odwracalno$¢ wszystkich S;, bo

StOS_t = S_tOSt :ldX

wszystkie te odwzorowania staja sie homeomorfizmami przestrzeni X na
siebie.

Przyklad 1. Rozwazmy autonomiczne réwnanie rézniczkowe zwy-
czajne:



gdzie f : R¥ 5 X — RF jest odwzorowaniem lipschitzowsko ciagtym
(tzn. lokalnie spemiajacym warunek Lipschitza) na otwartym zbiorze
X, przy czym jedyne rozwiazanie dowolnego zagadnienia poczatkowego
dla tego réwnania jest przedtuzalne na cala prosta. Jesli f nie gwa-
rantuje tego ostatniego, to istnieje funkcja skalarna o : X — (0, 00)
taka, ze pole wektorowe af juz ten warunek spetia (por. [1], str. 85-
6). Niech Si(xo) dla g € X oznacza warto$¢ rozwiazania zagadnie-
nia poczatkowego =’ = f(z), x(0) = xy w chwili t. Ciaglto$¢ odwzo-
rowania (t,x) — Si(x) wynika z tw. o ciaglej zaleznosci rozwiazania
od warunku poczatkowego, warunek (i) jest oczywiscie spemiony, a wa-
runek (ii) jest konsekwencja jednoznacznosci rozwiazania zagadnienia
poczatkowego. Tutaj S; jest okreslone dla wszystkich t € R.
Przyklad 2. Rozwazmy autonomiczne rownanie rézniczkowe z opéznionym

argumentem:

¥ — Az = f(x(t — 1)),

gdzie € R¥, A jest odwzorowaniem liniowym R* w siebie, r > 0, a
f : RF — RF jest ciagle. Réwnanie takie rozpatruje sie wraz z warunkiem
poczatkowym

I|[—r,0} = ¢a

gdzie ¢ € C([—r,0], R¥) jest ustalona funkcja ciagla. Nietrudno zauwazy¢
(wz6r na uzmiennianie statych), ze rozwiazaniem dla t € [0, r] jest

x(t) = exp tAp(0) + /0 exp (t — s)Af(op(s—1))ds.

Powtarzajac ten argument dla przedzialéw o dlugosci r [r,2r], [2r, 3r],
i.t.d. mozemy otrzymac rozwiazanie dla wszystkich ¢ > 0. Zdefiniujmy
przy pomocy tego rozwiazania x rodzine odwzorowan

Si(@)(s) = xlt+s),  1=>0,

dla ¢ € C([-r,0],R*) i s € [-r,0]. Otrzymalismy uktad dynamiczny w
przestrzeni X = C([—r,0],R*). Poza tym, ze tym razem S; nie musza
by¢ odwracalne i S; jest okreslone dla t > 0 mamy tu jeszcze dim X = oo
w odroznieniu od poprzedniego przyktadu, gdzie dim X = k.
Przyklad 3. Rozwazmy paraboliczne réwnanie rézniczkowe czastkowe
postaci:
up = pAu + f(Iv u),

gdzie p > 0, A oznacza laplasjan we wspotrzednych przestrzennych

n
Ay = E Ug;a; 5
i=1

a f: QxR — R jest funkcja ciagla, 2 — otwarty i ograniczony podzbiér
R™ o dostatecznie gladkim brzegu. Rozpatrywane rownanie jest nielinowe



w odroznieniu od badanych w poprzednim semestrze, o ile zalezno$¢ f
od u nie jest liniowa. Poszukujemy rozwiazan spelniajacych warunek
brzegowy Dirichleta lub Neumanna — wezmy ten drugi;

ou

—(x,t) =0, €0, t=>0,

0u(x ) * -
oraz pewien warunek poczatkowy

u(z,0) = ¢(x),

gdzie ¢ € L?(Q) jest ustalona funkcja. Mozna pokazaé, ze jedli f spelia
warunek Lipschitza wzgledem u, to réwnanie to (z warunkiem brzego-
wym i poczatkowym) posiada doktadnie jedno rozwiazanie, ktére spehia
rownanie catkowe

u(z,t) = Fi(9) +/0 Fisf(z,u(z, s))ds,

gdzie F(1) jest rozwiazaniem zagadnienia liniowego

we= b, Do =0, u(,0) =,

(por. [7]). Rozwiazanie to jest okreslone dla wszystkich ¢ > 0 i u(-,t)
jest stale funkcja z L?*(2). W ten sposéb powstaje uktad dynamiczny
Si(¢) = u(-,t) w przestrzeni (znowu nieskoriczenie wymiarowej) L?((2).
Teoria przenosi sie¢ bez zmian na przypadek nielinowych ukladéw para-
bolicznych, tzn. funkcja u moze przyjmowaé wartoéci wektorowe R¥.

Powyzsze trzy przyktady uzasadniaja znaczenie teorii ukladéw dyna-
micznych. Podamy jeszcze przyktad wazny teoretycznie.

Przyklad 4. Niech X bedzie przestrzenia funkcji ciaglych i ograni-
czonych R — R z norma

||z[| = sup |z(7)]
TER

(zbiezno$¢ jednostajna). Rozwazmy rodzine S; : X — X, ¢t € R, dana
wzorem

S(x) (1) =2(t + 7).

Stanowi ona uklad dynamiczny w X. W tym przykladzie przestrzen X
mozemy wybra¢ inaczej: przestrzen funkcji okresowych z ta sama norma
lub przestrzen LP(R), 1 < p < oc.

Jezeli w definicji uktadu dynamicznego zastapimy t € [0, 00) przez t €
N, to otrzymamy tzw. dyskretny uktad dynamiczny. Nietrudno zauwazyc¢,
ze jest on zadany tylko przez podanie S; : X — X, bowiem S, = S; o
...08; (n zlozen) dlan > 1, a Sy = idy.

Jezeli mamy uktad dynamiczny z czasem ciaglym S;, ¢ > 0, i ustalimy
,,jednostke” czasu T, to otrzymamy dyskretny ukiad dynamiczny V,,,
n € N, dany wzorem V,, = S,,r.



2 Podstawowe pojecia teorii ukladéw dy-
namicznych

Niech S;, ¢ > 0 bedzie ukladem dynamicznym w X (z czasem ciagtym).
Trajektoriq punktu x nazywamy kazdy zbidr postaci y(z) = {u(t) : t €
R}, gdzie Spu(t) = u(t+7) dlaT € R, t > 01 u(0) = x. Pdltragektoriq
dodatniq tego punktu nazywamy czesé¢ trajektorii v (x) = {u(t) : t >
0} — u okreslona powyzej, a pdltrajektoriq ujemng — czesé trajektorii
v (@) ={u(t): t <0}

Zauwazmy, ze pottrajektoria dodatnia jest okreslona jednoznacznie
przez wybér punktu z : yt(xz) = {Si(z) : t > 0}, a péltrajektoria
ujemna niekoniecznie. Cala trajektoria jest jednoznacznie wyznaczona
przez x, o ile S; sa homeomorfizmami X na siebie. Wystarczy zreszta,
aby Sy, byl homeomorfizmem dla pewnego ¢, > 0, by wszystkie Sy, t > 0
byly takie i mozna dookredli¢ S; dla ¢ < 0 wzorem S, = S~}. Trajektoria
punktu z jest wtedy v(z) = {Si(z) : t € R}.

Analogiczne definicje i uwagi mozna powtorzy¢ dla uktadéw z czasem
dyskretnym zastepujac R przez Z i [0, co) przez N.

Wyréznione sa dwa rodzaje trajektorii: punkty stale (inaczej stacjo-
narne) v (z) = {x} oraz trajektorie okresowe y(x) = {u(t) : t € R}
takie, ze dla pewnego 7" # 0 mamy u(t +7T) = wu(t) dla wszystkich
t € R. Liczbe T nazywamy wtedy okresem trajektorii. Zbior okreséw
danej trajektorii stanowi podgrupe grupy liczb rzeczywistych z dodawa-
niem; jesli ta podgrupa pokrywa sie z R, to = jest punktem stalym, w
przeciwnym ragie istnieje najmniejszy okres dodatni zwany okresem pod-
stawowym. W uktadach dynamicznych, dla ktorych S; nie sa homeomor-
fizmami moga sie pojawié¢ takze trajektorie granicznie stale i granicznie
okresowe. Granicznie stala jest trajektoria y(z) = {u(t) : t € R} taka, ze
u(t) = const dla dostatecznie duzych t, a trajektoria granicznie okresowa
spelia u(t + 7T') = u(t) dla pewnego ustalonego T" i dostatecznie duzych
t. W | pelnych” ukladach dynamicznych takich mozliwosci nie ma.

Zbior A C X nazywamy niezmienniczym (dla ustalonego uktadu dy-
namicznego w X ), jesli

Si(A) = A, dla kazdego t >0,
dodatnio niezmienniczym, jesli

Si(A) C A, dla kazdego t >0,
i ujemnie niezmienniczym, jesli

Si(A) D A, dla kazdego t > 0.

Latwo zauwazy¢, ze trajektorie y(x) sa zbiorami niezmienniczymi, péttrajektorie
dodatnie (odp. ujemne) sa zbiorami dodatnio (odp. ujemnie) niezmien-
niczymi.



Zbiorem w-granicznym punktu x nazywamy zbiér wszystkich granic
ciagoéw zbieznych

lim S;, (x), gdzie ¢, — +oo;

n—o0

oznaczamy go w(x). Inaczej

w(z) = (U Si().

s>0t>s

Ta druga rownowazna definicja pozwala na proste uogélnienie, gdy zbior
{z} zastapimy przez dowolny podzbiér A C X :

w(A) = JS:(A).

s>0t>s

Mozna tez odwrocié¢ kierunek czasu okreslajac zbiory a-graniczne punktu

i zbioru np.
a(d) =S (A).

s>0t>s

Gdy S; sa homeomorfizmami mozemy powiedzie¢, ze zbidér a(z) jest zbio-
rem granic ciagéw zbieznych
nh_)nolo S, (x) = Sy, (), gdzie t, — +oo.

Warto zauwazy¢, ze zbiory graniczne moga by¢ (i czesto sa) puste. Zbiory
w(A) sa dodatnio niezmiennicze, a gdy S; sa homeomorfizmami, takze
niezmiennicze. W tym drugim przypadku takze zbiory «(A) sa niezmien-
nicze.

Latwo znalez¢ zbiory graniczne dla punktu stalego i trajektorii okre-
SOWej.

Wszystkie definicje i uwagi pozostaja w mocy dla uktadow dyskret-
nych, gdy argument rzeczywisty t zastapimy przez catkowity.

Przyklad. Rozwazmy rownanie autonomiczne na plaszczyznie:

{ ¥ =x—y—ax\/22+y>?
y=r+y—yyat+y’

albo po zamianie na wspélrzedne biegunowe (r, )

{H2e

To ostatnie latwo rozwiazaé¢, bo zmienne r i 6 sa odseparowane. Na-
wet bez znajdowania jawnej postaci rozwiazania widzimy, ze r(t) = 0
i r(t) = 1 sa dwoma rozwiazaniami statymi " = r(r — 1) co wraz z



0(t) = t —const daje dwie trajektorie wyjsciowego uktadu: punkt staty w
poczatku uktadu wspotrzednych i trajektorie okresowa — okrag » = 1. Dla
r(to) € (0,1) r'(to) > 0, wiec r jest funkcja rosnaca. Poniewaz trajektorie
nie moga sie przecinaé, r(t) zbliza sie do okregu r = 1 przy t — +o0.
Analogicznie 7(t) — 0 przy t — —oo. Jezeli r(ty) > 1, woéwczas r jest
malejaca i znowu r(t) — 1 przy t — +oo i r(t) — oo przy t — —oo. W
rezultacie dla punktéw kota otwartego K (0, 1) z wycietym srodkiem zbio-
rem c-granicznym jest {(0,0)}, a zbiorem w-granicznym okrag 0K (0, 1),
a dla punktéw z R? \ K(0,1) zbiér a-graniczny jest pusty, a zbiorem
w-granicznym jest ten sam okrag 0K (0,1). Domknietymi zbiorami nie-
zmienniczymi sa: poczatek uk. wsp. (0,0), koto K(0,1), oraz jego brzeg
(no i cala plaszczyzna).

3 Atraktory — rézne definicje

Zbiér ograniczony A C X nazywamy atraktorem globalnym (dla okreslonego
w X ukladu dynamicznego), jesli A jest niezmienniczy i spehlia waru-
nek jednostajnego przyciagania zbioréw ograniczonych tzn. dla kazdego
zbioru ograniczonego B C X

lim sup d(S;(z), A) =0,

t—=00 zeB
gdzie d(y,C') = inf,ccd(y,z) oznacza odleglosé punktu y od zbioru
C dana przez metryke d w X. Globalny atraktor jest jednoznacznie
okreslony (o ile istnieje) — wystarczy zastosowaé warunek jednostajnego
przyciagania najpierw dla B = A; 1 A = Ay, a pézniej odwrotnie uwzgledniajac
niezmienniczo$¢ obu zbioréw. Ponadto dla kazdego zbioru ograniczonego
B, w(B) C A.

Zalézmy, ze istnieje atraktor globalny A. Rozwazmy rodzine zbioréw
domknietych i dodatnio niezmienniczych C' C A takich, ze lim;_, o d(S:(x),C) =
0 dla kazdego x € X. Rodzina ta jest niepusta — zawiera atraktor globalny
A i przeciecie wszystkich zbioréw tej rodziny nalezy do rodziny i jest jej
najmniejszym zbiorem. Ten zbiér nazywamy minimalnym atraktorem
globalnym. Ten rodzaj atraktora zawiera zbiory w-graniczne wszystkich
punktow przestrzeni.

Jezeli w przestrzeni X zadana jest pewna miara borelowska pu, to
atraktorem Milnora nazywamy minimalny zbiér domkniety i niezmienni-
czy A taki, ze lim; o d(Si(z), A) = 0 dla prawie kazdego (ze wzgledu na
miare p) x € X. Znowu istnienie takiego zbioru minimalnego pokazuje
sie biorac przeciecie wszystkich zbioréw o tych witasnosciach.

Nadal w X zadana jest pewna miara borelowska p. Ustalmy zbior
otwarty U C X. Srednim czasem przebywania punktu z w zbiorze U
nazywamy granice gorna

— 1 ("
(0, U) = Tty / o (Su(@)) dt.
0

6



Xv oznacza tutaj funkcje charakterystyczna zbioru U. Zbiér U nazywamy
nieistotnym, gdy dla prawie wszystkich z € X $redni czas przebywania
x w zbiorze U jest rowny 0. Oczywiscie jesli Uy C Uy i Us jest nieistotny,
to i Uy jest taki. Ponadto przeliczalna suma zbiorow nieistotnych jest
zbiorem nieistotnym. Zatem istnieje maksymalny zbiér nieistotny. Jego
dopelnienie jest zbiorem domknietym zwanym atraktorem Iljaszenki.

Przyktad. Niech H(p,q) = 1/2p*> + ¢* — ¢* i a > 0. Portret fazowy
uktadu

tatwo narysowac¢ na przyklad przy pomocy Maple:

) y

Para trajektorii homoklinicznych z punktu (0,0) tworzaca ,,6semke”
jest zbiorem miejsc zerowych funkcji H, zbiér przez nie ograniczony to
zbiér, gdzie H jest ujemna. Atraktorem globalnym jest tu zbidr

{(p.q) - H(p,q) <0},
minimalnym atraktorem globalnym zbior

OH OH

{(p,q): H(p,q) =0} U{(p,q): W o0 = 0},

atraktorem Milnora zbiér {(p,q) : H(p,q) = 0}, a atraktorem Iljaszenki
tylko poczatek uktadu wspotrzednych.
4 Uklady dyssypatywne

Globalne atraktory nie zawsze wystepuja w uktadach dynamicznych np.
jesli cho¢ jedna trajektoria ucieka do nieskonczonosci. Uktad dynamiczny



nazywamy dyssypatywnym jesli istnieje zbior ograniczony By C X pochtaniajacy
wszystkie zbiory ograniczone B C X tzn.

vBEltothto St(B) C Bo.

W zastosowaniach zwykle X jest przestrzenia Banacha i zbiorem pochtaniajacym
jest kula o srodku 0 i dostatecznie duzym promieniu. Dyssypatywnosé
ukladu sprawdza sie odgadujac pewna funkcje U : X — R (modyfikacja
pomystu funkcji Lapunowa). Ma ona by¢

(i) ograniczona na zbiorach ograniczonych,

(i) limy o U(z) = 400,

(iii) dla dowolnego = € X funkcja t — U(Sy(x)) jest rézniczkowalna i

d
U (8(2)) +aU(Si(2)) < B
dla pewnych statych nieujemnych «, 3.
Dla dowodu oznaczmy ~(t) = LU(Sy(z)) + aU(Sy(x)). Wtedy ze

wzoru na uzmiennianie statych

U(Si(7)) = e ™U(x) +/0 e (5) ds

1 z zalozenia

t
U(Si(z)) < e *sup|U(x)| + ﬁe_at/ e*ds
0

zeB

< e sup U]+ 2 (11— ).
zeB «

W rezultacie znajdziemy t, (zalezne od B) takie, ze U(Sy(z)) < 22,1z

(ii) wynika teza.

W zastosowaniach mechanicznych funkcja U jest zwykle energia catkowita,
ukladu i jego dyssypatywnos$¢ oznacza, ze w trakcie ruchu nastepuje
utrata energii. W innych zastosowaniach nalezy zawsze postugiwac sie
interpretacja wystepujacych w modelu wielkosci, aby odgadnaé postac
funkcji U.

Przykladowo dyssypatywne sa: uklad prawie hamiltonowski (rysunek
atraktoréw) z funkcja U = H?, uklad autonomiczny 2/ = f(z), gdzie
f: R¥ — R¥ jest funkcja lipschitzowsko ciagla, przy czym

(z, f(2)) < —allz|]?+C, a>0, CEeR,

uklad Lorenza:

Tr = —0x + oy,
Y =rx—y—uzz,
2 = —bz + xy,



gdzie U(z,y,2) = 2> +y* + (2 —r — 0)*.

W zastosowaniach zwykle t — S;(z) jest rézniczkowalna, dla rézniczkowalnosci
zlozenia z U musimy wiec jedynie zadbaé o ré zniczkowalnosé funkeji U.

Sama dyssypatywnosé¢ uktadu w przypadku nieskonczenie wymiaro-
wym (tzn. dim X = oo) nie gwarantuje istnienia globalnego atraktora.
Dopiero, gdy zalozymy tzw. asymptotyczna zwartos¢ ukltadu, tak bedzie.
Uktad nazywamy asymptotycznie zwartym, gdy istnieje zwarty podzbidr
K C X taki, ze dla dowolnego zbioru ograniczonego B C X zachodzi

lim sup d(S;(z), K) = 0.

t—00 zcB

Jesli dim X < oo, to wszystkie kule domkniete sa zbiorami zwartymi i
za K mozna wzia¢ kule domknieta pochlaniajaca wszystkie zbiory ogra-
niczone. W ogélnym przypadku zachodzi podstawowe twierdzenie o ist-
nieniu globalnego atraktora.

Twierdzenie. Jezeli uklad dynamiczny jest dyssypatywny i asymp-
totycznie zwarty, a B jest zbiorem pochlaniajacym wszystkie zbiory ogra-
niczone, to zbiér w(B) jest niepustym, zwartym i spéjnym atraktorem
globalnym uktadu.

Istnienie minimalnego atraktora globalnego wynika wtedy z wcze$niejszych
uwag.

W przykladach nieskonczenie wymiarowych ukltadéw dyssypatywnych
istniejace atraktory globalne zwykle nie tylko sa zwarte, ale maja pewne
wlasnosci skorniczenie wymiarowe. Zachowanie graniczne takiego ukladu
sprowadza si¢ do jego dynamiki na wspomnianym skonczenie wymia-
rowym atraktorze. Nie bedziemy tu wyjasnia¢, co rozumiemy przez
skoniczony wymiar atraktora (teoria wymiaru Hausdorffa albo wymiaru
fraktalnego znajduje si¢ w wielu podrecznikach, np. [6,7]). Czesto atrak-
tor ten sklada sie wylacznie z punktow statych i trajektorii okresowych,
ale czasami jego struktura jest bardzo zlozona — tzw. dziwny atraktor.

5 Budowanie modelu

Rézne zjawiska realne moga by¢ modelowane matematycznie. Zwykle
chodzi o to, by méc przewidywa¢ zmiane w czasie réznych wielkosci
na podstawie znajomosci tych wielkosci w chwili poczatkowej i praw
rzadzacych ta ewolucja. Te ostatnie sa réwnaniami zwykle rézniczkowymi,
ale takze z opdznionym argumentem, czy tez rozniczkowo-catkowymi.
Problemem jest konstrukcja takich rownan. W zasadzie tylko fizyka dys-
ponuje ogbélnymi modelami zjawisk. Procesy biologiczne czy spoleczne sa
zbyt skomplikowane i w kazdej sytuacji nalezy probowaé takie réwnanie
ewolucyjne ulozy¢, pomijajac czynniki naszym zdaniem nieistotne. To,
czy nasz model jest adekwatny do rzeczywistodci mozna pdzniej zbadac,
poréwnujac ewolucje wielkosci realnych z przewidywana przez model.



Ten proces przesledzimy teraz na przykladzie modelowania rozwoju pew-
nej populacji biologiczne;j.

Na poczatek zalézmy, ze mamy jeden gatunek, nie uwzgledniamy
roznic miedzy osobnikami starymi i mlodymi i nie badamy rozmiesz-
czenia osobnikow w przestrzeni. Tak wiec zmieniajaca sie wielkoscia jest
liczba osobnikéw u zalezna tylko od czasu. Oczywiscie, funkcja t — wu(t)
jest realnie funkcja zmieniajaca sie skokowo (w chwilach narodzin nowych
i Smierci starych osobnikéw), ale gdy liczba osobnikéw jest duza, wtedy
przedziaty, na ktérych funkcja jest stata sa bardzo krétkie, a zmiana
wartosci u o 1 jest bardzo niewielka w stosunku do wartosci bezwzglednej
u(t). Na realnym wykresie widzimy wiec funkcje ciagta, a nawet gtadka.
W najprostszym przyblizeniu predko$¢ zmiany w czyli pochodna /()
zalezy od liczby osobnikéw w danej chwili u(¢) — im ta ostatnia jest
wieksza, tym wieksza jest predkos¢ — mozemy przyjac, ze sa to wielkosci
proporcjonalne:

u'(t) = rul(t).

Otrzymali$my najprostszy model ewolucji jednorodnej populacji — model
Malthusa. Réwnanie to tatwo rozwiazaé u(t) = u(te)e"**). Populacja
rosnie w czasie wykladniczo. Malthus wyrazal to nieco inaczej: jesli
ustalimy jednostke czasu T' i obliczymy u(ty + nT') dla kolejnych chwil,
to otrzymamy

uty +nT) = u(ty) ()",

a wiec ciag geometryczny. W rzeczywistosci wspolczynnik r nie jest
znany, ale ten jako$ciowy opis nie zalezy od r. Aby zbada¢ prawdziwosé
modelu np. dla populacji ludzkiej na Ziemi wystarczy wzia¢ oszacowana
liczbe jej mieszkancéow w latach 1600, 1700, 1800, 1900, 2000:

lata | ludnosé¢ w milionach
1600 205
1700 210
1800 280
1900 610
2000 6070

Otrzymany ciag nie jest Scisle geometryczny, ale réznice nie sa zbyt
duze i by¢ moze odchylenia sa spowodowane niewtasciwym oszacowaniem
liczby mieszkancéw w odlegtej przesztosci. Byly czynione inne préby ana-
lizowania danych. Liczba ludnosci Londynu byta znana dosé¢ doktadnie od
dawna i dla tych danych J. Graunt zaobserwowal wzrost geometryczny.
Wzrost ten charakteryzuje sie stalym okresem podwojenia liczby lud-
dnosci. Wg danych Graunta (1662 r.) okres ten wynosi 64 lata. Gdyby
dotyczylo to ludnodci calego globu, a wg biblistéw data pojawienia sie
Adama i Ewy na Ziemi to 4000 lat p.n.e., to w roku tych analiz — 1662
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— liczba ludnosci Ziemi wynositaby

o(1662+4000)/64 2.5 102

co daje okoto 200 milionéw ludzi na 1 em?. Pokazuje to wszystkie niedo-
statki modelu Malthusa.

Pierwszy pomyst poprawienia modelu polega na uwzglednieniu po-
jemnosci srodowiska. Jest to liczba osobnikéw populacji, ktéra srodowisko
moze ,,wyzywi¢” — oznaczmy ja przez a. Przypuszczamy, ze jesli u(t) < a,
to funkcja u w chwili ¢ nadal rosnie prawie proporcjonalnie do wu(t),
ale tym wolniej im u(t) jest bliskie a. Jesli u(t) > a, to funkcja u w
chwili ¢ maleje tym gwaltowniej, im wieksza jest réznica miedzy u(t) i
pojemnoscia a. W rezultacie dostajemy rownanie

W (t) = ru(t) ( - @)

a

zwane réwnaniem logistycznym (Verhulst 1845). Réwnanie to ma dwa
rozwiazania stacjonarne u(t) = 01 u(t) = a. Wszystkie rozwiazania z wa-
runkiem poczatkowym u(ty) € (0, a) sa funkcjami rosnacymi z limy o, u(t) =
a, a wszystkie rozwiazania z u(ty) > a sa malejace z ta sama gra-
nica. Gdyby ten model byl odpowiedni dla przewidywania liczby ludnosci
Ziemi, to obecna liczba ponad 6 miliardow ludzi bytaby znacznie mniej-
sza od pojemnosci a, bowiem z wykresu danych wynika, ze funkcja u jest
nadal wypukta, natomiast z modelu v ma punkt przegiecia wtedy, gdy
u=a/2.

Z powyzszego wynika, ze rozwiazanie zerowe jest asymptotycznie sta-
bilne przy t — —oo. Jednakze w wielu przypadkach obserwacje pokazuja,
ze jest dokladnie odwrotnie: dla matej populacji poczatkowej liczba osob-
nikow maleje do 0 przy ¢ — +o00. Aby model to uwzglednial nalezy prawa
strone rownania pomnozy¢ przez czynnik zalezny od u ujemny dla u = 0,
ale dodatni dla nieco wigkszych u. Dostajemy

vora(i-2) (G-1)

gdzie 0 < b < a. Tutaj pojawia sie trzecie rozwiazanie stacjonarne u(t) =
b, a analize zachowan wszystkich rozwiazan w zaleznosci od poczatkowej
liczby osobnikéw tatwo przeprowadzic.

Mozna uwzglednia¢ takze inne efekty np. fakt, ze osobniki moga sie
rozmnaza¢ po odpowiednim czasie znajduje odzwierciedlenie we wpro-
wadzeniu opdznienia do prawej strony réwnania, albo w podzieleniu po-
pulacji na grupy np. osobnikéw niedojrzatych, osobnikéw zdolnych do
rozmnazania i osobnikéw ,,starych”. Wtedy otrzymuje sie uklady rownan
rozniczkowych zwyczajnych.
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6 Budowanie modelu — ciag dalszy

Zajmiemy sie teraz modelem rozwoju populacji, ale z uwzglednieniem
niejednorodnego roztozenia jej w przestrzeni. Jesli populacja zamieszkuje
pewien obszar plaski Q C R?, to znajac funkcje gestosci rozkladu

QxR > (z,t) — u(z,t) €[0,00)

mozemy znalez¢ liczbe osobnikéw na danym podobszarze V' C €2 w chwili

t:
/Vu(z,t) dz.

Predkos¢ zmiany tej liczby czyli jej pochodna wzgledem ¢ zalezy od czyn-
nikéw opisanych w poprzednich modelach, tym razem jednak wspoélczynniki
r, a, czy b moga zaleze¢ od x zatem dla obszaru V nalezy funkcje f —
prawa strone réwnania w poprzednich modelach scatkowaé¢ wzgledem =z
po V. Z drugiej strony zmiana liczby osobnikow w zbiorze V' moze sie
tez odbywac przez migracje do i z tego zbioru. Jezeli przez J oznaczymy
pole wektorowe predkosci zmiany wu, to sumaryczna predkosé migracji
do obszaru V' w chwili ¢ wynosi — |, av(jv n)dS, gdzie n jest wektorem
normalnym zewnetrznym do brzegu w danym punkcie — rzutujemy pole
J na kierunek prostopadly (skladowa styczna pola nie wplywa na mi-
gracje); znak minus pochodzi stad, ze wzrost liczby osobnikéw wewnatrz
V nastepuje, gdy pole to jest skierowane do wewnatrz, a nie na zewnatrz,
jak wektor n. W rezultacie

%/‘/u(x,t)dx:/Vfdx—/av(f,n)dS.

Twierdzenie o dywergencji (Greena-Gaussa-Ostrogradskiego) zamienia te
ostatnia catke na calke z dywergencji pola J po zbiorze V. Mamy wiec

rownosé catek
/‘/%u(:c,t) dr = /V (f — divf) dx

i z dowolnosci V' C 2 zachodzi réwnosé
u = f(z,u) —divJ.

To tzw. rownanie ciaglodci pojawia sie takze w fizyce w wielu miej-
scach jednak z innymi funkcjami f zwykle nie zalezacymi od wu. Klu-
czowy jest teraz wybdr postaci pola J. W naszym przypadku mozna
postulowac, ze pole to jest proporcjonalne do gradientu funkcji v z ujem-
nym wspotczynnikiem proporcjonalnosci. Jest bowiem jasne, ze kierun-
kiem migracji jest kierunek, w ktérym wu najszybciej maleje i szybkosé
tej migracji jest tym wieksza, im wieksza jest roznica gestosci rozkladu
populacji w tym kierunku. Zatem

uy = f(x,u) + vdiv Vu.
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Pozostaje tylko policzy¢ div VJ = gy + Uy = Au i dostajemy réwnanie
opisujace ewolucje uktadu:

u = vAu + f(x,u).

Jest to nieliniowe réwnanie paraboliczne, ktore rozwiazujemy postulujac
pewien warunek brzegowy na brzegu 2 i zadajac poczatkowa wartosé
rozktadu u((x,y),0). Sa dwa naturalne wybory postulowanego warunku
brzegowego. Jezeli przyjmiemy, ze nie nastepuje migracja populacji przez
brzeg zbioru €, to

@
on

a jesli przyjmiemy, ze na zewnatrz osobniki gina, to

(v, y),t) =0 (z,9) €09, t=>0,

u((z,y),t) =0 (z,y) €0, t>0.

Sa to odpowiednio warunki Neumanna i Dirichleta. Wstawiajac odpo-
wiednie funkcje f otrzymamy rézne réwnania:

u a.,u
flz,u) =ru, =ru(l a), = ru(l u)(b 1).
Mozna tez zadawaé bardziej wyrafinowana posta¢ dyfuzji. Mozna np.
postulowac, ze ruch populacji odbywa sie przez zadany sygnat chemiczny
czy fizyczny — $wiatlo, pozywienie. Dostajemy tzw. rdwnanie chemotak-
571
uy = f(u) —div(u- g(a) - Va).

Nasze dotychczasowe rozwazania dotyczyly jednego gatunku; zwy-
kle obok siebie wystepuje ich wiele. Jesli gatunki nie oddzialywuja ze
soba (w przyblizeniu), to réwnania ich ewolucji sa niezalezne. Jesli
jednak jest inaczej, woéwczas musimy rozpatrywac¢ uktady réwnan opi-
sujacych ich ewolucje. Rownania te beda zawieraly sktadnik modelujacy
interakcje miedzy gatunkami. Przypu$émy, ze mamy dwa gatunki ko-
rzystajace z tych samych zasobéw srodowiska (pozywienie, woda, tlen,
Swiatto i.t.d.). Jesli budujemy model typu logistycznego i u;, i = 1,2,
oznaczaja liczebnos¢ obu gatunkéw zalezna od ¢, to przy ustalonej po-
jemnosci srodowiska dla obu gatunkéw mamy

up=ru (1-%2 -2

al a2
/I ul u2
u2 = T'2U2 — a — E y
gdzie a;,b;, © = 1,2, sa wspdlczynnikami dodatnimi. a; oznacza tu

pojemnos¢ $rodowiska dla gatunku pierwszego przy nieobecnosci dru-
giego, by pojemnos¢ dla drugiego gatunku, gdy pierwszy nie wystepuje,
a wspotczynniki as i by nie maja tak oczywistej interpretacji i mierza
stopien oddzialtywania miedzy gatunkami.
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Jesli oba gatunki zyja w symbiozie (im wiecej jednego, tym szybszy
wzrost drugiego), wéwcezas ewolucje opisuje uktad

Uz

! ul
Uy = riug 1—a—1+a2

u2

! uir
Uy = T2U2 1+H K

a jesli jeden (pierwszy) jest drapieznikiem odzywiajacym sie drugim, to

Ull = Triur (CL1 — CL2U2)
U/2 = T'2U2 (b1u1 - bg) .

Dla kazdej z tych relacji miedzy gatunkami mozna zbudowa¢ model
uwzgledniajacy migracje:

{ (w1)e = 1Aug + fi(x, u, ug)
(u2)t = VQAUQ -+ fg(SL’, Uy, UQ).

Mozna tez rozwazaé wieksza liczbe gatunkow.

Takie same réwnania modeluja reakcje chemiczne, a bardzo podobne
procesy spalania. Odmienny jest ksztalt rdwnania Naviera-Stokesa opi-
sujacego ruch cieczy (gazu). Jesli przez ¢ = [vq, v9, v3] 0znaczymy pole
wektorowe predkosci zmieniajace sie w zaleznosci od punktu x i czasu t,
przez o gestos¢ cieczy, przez p jej cisnienie, a przez F= [Fy, Iy, F3] pole
sit zewnetrznych (np. sila grawitacji) — wszystkie te wielkosci zalezne od
x,t, to rownanie, ktore wyprowadza sie z II prawa dynamiki Newtona
ma postac:

3
Q(Uj)t:VAUj_QZUi(Uj)m_p:ﬂj_'_Fju j:17273
1=1

Przy zalozeniu niescisliwosci cieczy dochodzi do tego warunek
divo =0

i ewentualne warunki brzegowe opisujace zachowanie pola predkosci na
brzegu zbioru (naczynia), w ktérym przemieszcza sie ciecz; zwykle sa to
warunki Dirichleta

U]aaxr = 0.
Niewiadome sa tu pole ¢ i cidnienie p. Réwnanie Naviera-Stokesa jest
nieporownanie trudniejsze od poprzednio wyprowadzonych, w tamtych

bowiem nieliniowo$¢ dotyczyla tylko niewiadomych funkcji u;, tu dotyczy
pochodnych. Problemem jest wiec nawet istnienie rozwiazania.
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7 Analiza modelu

Przeanalizujemy teraz model dwoch konkurujacych gatunkéw jednorodny
przestrzennie, gdzie wybraliémy jednostki tak, by uprosci¢ rozwazania:

) =ra (1 — ) — axs)
xhy = roxa(1 — bxy — x2).

Mamy zbiér niezmienniczy — pierwsza ¢wiartke uktadu (z1,z5). Jej nie-
zmienniczos¢ wynika z faktu, ze trajektorie nie moga sie przecinaé, a
{(21,0) : 1 > 0}, {(0,29) : o > 0} sa trajektoriami tatwymi do od-
gadniecia. 7 przyczyn naturalnych ograniczamy sie do badania ukladu
tylko na tym zbiorze — oznaczmy go przez X. Przyréwnujac do zera prawa
strone dostajemy punkty state; trzy z nich zawsze leza w X :

P(]:(0,0), P1:(1,0>, P2:<0,1)
Czwarty z nich — rozwiazanie uktadu réwnan:

r1+ars =1
b$1+$2:1

moze leze¢ lub nie w X w zaleznosci od wspolczynnikéw a, b, co zoba-
czymy rysujac proste opisane przez powyzsze rOwnania:

X2
] a<l
o= 1/& b>1

b<1 \
1

1/a7

\ 16 X 1/b\ \ X1
a>1 a>1
b<1 b>1
1
1/0\ 1/a

I X 1/t\ 7\ .

W pierwszym i czwartym przypadku P; = (f_‘jb, %) nalezy do X.
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Przeprowadzamy analize stabilnosci punktéw statych przez pierwsze
przyblizenie. Jesli prawa strone réwnania rézniczkowego oznaczy¢ przez

f, to
f/(xlv x2) = |:

r1(1 — 2z — axs), —riam
—’f’gbl’g, 7“2(1 — b!L’l — 21’2)

Zatem
! _ 1, 0
f (PO) - |i 0’ o :|

i ten punkt staly jest wezlem niestabilnym bez wzgledu na a, b.

/ _ | =", —ar
)= {0, ra(1 - b) ]
i punkt ten jest weztem stabilnym, o ile b > 1 i siodlem w przeciwnym
razie;
, | m(l—=a), 0O
f (Pz) N [ —bry, -T2

i punkt ten jest wezlem stabilnym, o ile @ > 1 i siodlem w przeciwnym
razie. Wreszcie

l—a 1-0 ra=t raisd
f’(Pg)zf’( )z{ Voo ]

1-— ab’ 1—ab T2bl—ab’ T 1—ab

Rownaniem charakterystycznym jest

\2 ri(a—1)+mry(b—1)
1—ab

(a—1)(b—1)

=0.
1—ab

A + 7179

W przypadku z pierwszego rysunku a < 1, b < 1 ma ono postaé¢ A\ +
pA+q =0z piq dodatnimi, wiec czesci rzeczywiste obu pierwaistkow
sa ujemne i punkt Pj jest asymptotycznie stabilny, a w przypadku z
czwartego rysunku a > 1, b > 1 mamy w rownaniu charakterystycznym
p>01iqg<0. Stad

i P jest siodlem.
Sprawdzimy, ze uklad jest dyssypatywny. W tym celu wezmy funkcje
Uz, z9) = 23 + 22 i policzmy

d
%U(St(z))jLeU(St(x)) = Uy, -rixy (1+e—z1—axy)+ Uy, roxg (14+€—bry—19) =

=2r27 (1 +€— a1 — ame) + 2rox3 (1 + € — by — 1) <
< QSup{rlx%%—rgxg oxitary < l4e, brytay <l+e e X}=0
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przy dowolnym e > 0. Zatem

CU(s () < 0
w zbiorze X i uktad jest dyssypatywny. Wobec tego, ze uklad jest
skoniczenie wymiarowy, istnieje globalny atraktor. Mozemy tez przewi-
dzie¢, ze atraktor ten zawiera sie w zbiorze zawartym miedzy dwiema
prostymi w X :

T+ axry =1, bry +x9 = 1.

Zestawmy to z portretem fazowym otrzymanym przy pomocy MAPLE.
sysl:=diff (x(t),t)=x(t)*(1-x(t)-1/2xy(t)),diff (y(t),t)=2*y(t)*(1-1/3*x(t)-y(t))
DEtools [phaseportrait] ({sys1}, [x(t),y(t)],t=0..3,[[x(0)=.1,y(0)=.1],
[x(0)=.8,y(0)=.11, [x(0)=.1,y(0)=.8], [x(0)=.4,y(0)=.5], [x(0)=.5,y(0)=.4],
[x(0)=1.8,y(0)=2], [x(0)=.1,y(0)=2], [x(0)=2,y(0)=.1]],1linecolour=red) ;

S

1.59

0.5

sys2:=diff (x(t),t)=x(t)*(1-x(t)-1/2%y(t)) ,diff (y(t),t)=2*y (t)* (1-3*x(t)-y(t)):
DEtools [phaseportrait] ({sys2}, [x(t),y(t)],t=0..3,[[x(0)=.1,y(0)=.1],
[x(0)=.8,y(0)=.1], [x(0)=.1,y(0)=.8], [x(0)=.4,y(0)=.5], [x(0)=.5,y(0)=.4],
[x(0)=1.8,y(0)=2], [x(0)=.1,y(0)=2], [x(0)=2,y(0)=.1]],1linecolour=red) ;
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1.59

e
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sys3:=diff (x(t),t)=x(t)*(1-x(t) -2y (t)),diff (y(t),t)=2%y (t)*(1-1/3*x(t)-y (t)):
DEtools [phaseportrait] ({sys3}, [x(t),y(t)],t=0..3,[[x(0)=.1,y(0)=.1],
[x(0)=.8,y(0)=.1], [x(0)=.1,y(0)=.81, [x(0)=.4,y(0)=.5], [x(0)=.5,y(0)=.4],
[x(0)=1.8,y(0)=2], [x(0)=.1,y(0)=2], [x(0)=2,y(0)=.1]],1linecolour=red) ;

N N N A S S S
/ AL
VL L LS
A £
L) LSS
151 S Srer s e
PP - __
/ YA PPl
S S _
y P -
11 e
0.57
/DDA AN
0 05 1 15 2
X

sys4:=diff (x(t),t)=x(t)* (1-x(t)-2%y(t)) ,diff (y(t) ,t)=2%y (t)* (1-3*x (t)-y(t)) :
DEtools [phaseportrait] ({sys4}, [x(t),y(t)],t=0..2, [[x(0)=.1,y(0)=.1],
[x(0)=.8,y(0)=.1], [x(0)=.1,y(0)=.8], [x(0)=.4,y(0)=.5], [x(0)=.5,y(0)=.4],
[x(0)=1.8,y(0)=2], [x(0)=.1,y(0)=2], [x(0)=2,y(0)=.1]],1linecolour=red) ;
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Widzimy, ze gdy a i b sa rozdzielone 1, to wszystkie rozwiazania daza
do jednego z punktéw stalych P lub P. Oznacza to wyginiecie jednego
z gatunkow; pozostaje przy zyciu gatunek wygrywajacy konkurencje.
W pierwszym przypadku a,b < 1 takze mamy te sytuacje, ale ktéry z
gatunkéw przetrwa zalezy od warunkéw poczatkowych. Najciekawszy
jest ostatni przypadek, gdy a,b > 1. Plot z MAPLE nie pokazuje punktu
stalego P3, ale mamy dwie trajektorie dazace do tego punktu: jedna z
nich startuje z otoczenia P, a druga z punktu o duzych xq,x5. Sa tez
dwie trajektorie ktore daza do P3 przy t — —oo. Jedna z nich dazy
do P, a druga do P, przy t — +o00. Pozostale trajektorie daza do P,
lub P, w zaleznosci od punktu startu. Widzimy wiec, ze bez wzgledu
na wspoétezynniki typowa sytuacja przy konkurencji dwoch gatunkow to
wyginiecie jednego z nich. Dla wiekszej liczby gatunkéw sytuacja nie
jest juz tak prosta; przy konkurencji miedzy trzema gatunkami atraktor
sklad sie takze z trajektorii okresowych, a przy czterech i wiecej staje sie
dziwnym atraktorem.

Analiza analogicznego ukladu parabolicznego

ur = pAu+ ru(l —u— av)
v = VAU 4 rv(1 — bu — v).

z warunkami Neumanna

ou ov
a—n(l’,t)—a—n(ﬂf,t)—o, dla xE@Q, t>0,

nie jest juz taka prosta. Niezmienniczos¢ zbioru X funkcji ciaglych na €2
przyjmujacych wartosci (u, v) € R? przy czym u > 0, v > 0, oraz globalna
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rozwiazalno$¢ zagadnienia przy dowolnym warunku poczatkowym
u(@,0) = p(x) >0, v(z,0) = ¥(z) >0

wynika teraz z odpowiedniej zasady maksimum dla rownan parabolicz-
nych. Dyssypatywnos¢ ukladu pokazuje sie podobnie, jak w przypadku
rownania rézniczkowego zwyczajnego. Tym razem jednak uktad jest nie-
skonczenie wymiarowy i potrzebujemy jego asymptotycznej zwartosci.
Atraktor lezy w zbiorze funkcji przyjmujacych wartosci w zbiorze zawar-
tym miedzy prostymi, o ktérych wczesniej mowiliSmy. W istocie nadal
wszystkie rozwiazania daza do stacjonarnych. Wymaga to juz jednak
znajomosci nowoczesnej matematyki (lata 90-te XX wieku).

8 Rozmaitosci niezmiennicze

Wiele waznych dla badania uktadow dynamicznych zbioréw ma struk-
ture rozmaitosci, tzn. lokalnie sa one dyfeomorficzne z przestrzeniami
euklidesowymi R™. Chociaz istnieja pewne rezultaty (uogdlnienia) dla
przypadku nieskonczenie wymiarowego ograniczymy sie¢ do przypadku
réwnan autonomicznych w R¥

v’ = f(z)

w otoczeniu punktu stalego z czyli takiego, ze f(zo) = 0. Niech f : R* D
U — R* bedzie klasy C", r > 1, i niech wszystkie rozwiazania réwnania
beda okreslone na R. Wtedy réwnanie okresla uklad dynamiczny S; :
U — U, t € R. Mamy dwa zbiory niezmiennicze

We(xg) ={ze€U: tli+m Si(z) = zo},

W(xg) ={ze€U: tlir_n Si(z) = zo},

zwane odpowiednio rozmaitoscia stabilng i niestabilna punktu zy. Nie-
zmienniczos¢ tych zbiorow jest tatwa do udowodnienia, nie zawsze jednak
oba zbiory sa rozmaito$ciami. Decydujace znaczenie ma widmo opera-
tora liniowego f(xg), czyli zbidr jego wartosci wlasnych, czyli zbiér pier-
wiastkow wielomianu charakterystycznego

Q) = det(f' (o) — M)

I — macierz jednostkowa. Rozwazamy tu wszystkie zespolone pierwiastki
tego wielomianu, a punkt staly x¢ nazywamy hiperbolicznym, jesli zadna
z warto$ci wlasnych nie lezy na osi urojonej {ic : ¢ € R}. Jedli punkt
7o jest hiperbolicznym punktem stalym, wéwczas przestrzen R¥ rozklada
sie na sume prosta dwoch podprzestrzeni liniowych

RF =X, ® X_,
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obie te podprzestrzenie sa niezmiennicze dla f’(xg) :
f(xo)(X4) C Xy, fl@o)(X-) € X,

wreszcie wartosciami wlasnymi f(zo)|x, sa te wartodci wlasne f'(xo),
ktérych czesci rzeczywiste sa dodatnie, a wartodciami whasnymi f/(xo)|x_
sa te wartosci wlasne f’(zg), ktérych czesci rzeczywiste sa ujemne. Ten
rozklad jest konsekwencja twierdzenia spektralnego (por. [1]). Poniewaz
odwzorowanie liniowe f'(xg) przybliza w otoczeniu punktu xy odwzoro-
wanie f, wydaje sie mozliwe, ze zachowanie ukladu nieliniowego w oto-
czeniu tego punktu stalego jest podobne do zachowania uktadu liniowego

y' = f(x0) -y
w otoczeniu zera. To ostatnie latwo wyznaczyé zapisujac y € R*¥ w po-
staci y = (y4,y-) € Xy xX_, f'(20)|x, = A4, f'(wo)|x_ = A_ i uklad li-
niowy jako pare niezaleznych réwnan liniowych o statych wspélczynnikach

vy =Awyy, y=Ay.

Poniewaz wartosci witasne A_ maja ujemne czesci rzeczywiste rozwiazania
drugiego z réwnan daza wykladniczo do zera przy t — 400 :

ly_(t)] < Ce™™, dla t>0
i symetrycznie dla pierwszego rownania
ly.(t)] < Ce ™, dla t<0.

Daje to wielowymiarowy portret fazowy caloéci odpowiadajacy punktowi
siodlowemu na plaszczyznie (por. wyktad z réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych). Rzeczywiscie dla uktadu nieliniowego mamy podobny obraz
w otoczeniu punktu zy. Dokladniej zachodzi

Twierdzenie o rozmaitosci stabilnej i niestabilnej. Niech f €
C", r > 11 zg bedzie hiperbolicznym punktem statym ukladu =’ = f(x).
Woéwcezas istnieje otoczenie V' punktu x, dla ktérego zbiory

We (xg) ={x eV : S(x) eV dla t >0},

We(xg) ={xeV: S(x) eV dla t <0}

sa rozmaitodciami (hiperpowierzchniami) klasy C"~!) przy czym prze-
strzeniami stycznymi do nich w punkcie z( sa

Toy(Wite(wo)) = Xy Toy (Wige(o)) = Xt

Poniewaz przestrzenie liniowe X tatwo znalez¢, twierdzenie to po-
zwala zlokalizowa¢ kierunki wzdluz ktérych trajektorie zblizaja sie do
i oddalaja od xy przy t — +oo. Czesto popemia sie blad piszac, ze
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W (xg) = Wo(xo) NV 1 W (x9) = W*(x9) N V. Tak by¢ nie musi co
pokazuje
Przyktad.

=y
y' = 4x — 4a3.

Poniewaz jest to uktad odpowiadajacy ukltadowi zachowawczemu z jed-
nym stopniem swobody, jego calka pierwsza jest energia catkowita

2
E(x,y) = 5~ 22% +

i znajomos$¢ jej poziomic wyznacza trajektorie

Widzimy, ze dla hiperbolicznego punktu stalego 0 rozmaitosci stabilna
i niestabilna pokrywaja sie, podczas gdy W (0) jest ,,kawalkiem dsemki”
nachylonym pod katem rozwartym do dodatniej pélosi OX, a W% (0) jest
.. kawatkiem 6semki” nachylonym pod katem ostrym do dodatniej pétosi
0X.

9 Bifurkacje

Zwykle uklady dynamiczne zaleza od jednego lub wielu parametréw,
ktore wystepuja najczedciej w rownaniu ewolucyjnym je opisujacym np.
uktad Verhulsta v’ = ru(l — u/a) zalezy od r i a, uklad konkurencyjny

ur = pAu+ ru(l —u— av)
v = VAV 4+ rv(1 — bu — v)

zalezy od wsp. dyfuzji p,v, oraz 7 ,a,b. Pojawia si¢ pytanie, w jaki
sposob dynamika uktadu zalezy od tych parametrow. Zwykle mala zmiana
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wartosci parametrow powoduje mata zmiane zachowania ukladu. Pozo-
staja jednak takie szczegdlne wartosci parametrow, przy przejsciu przez
ktore nastepuje jakosciowa zmiana dynamiki ukladu. Mowimy wtedy o
bifurkacji. Aby mozna bylo mowi¢ o zmianie jakosciowej, nalezy wyjasnié
w jakiej sytuacji tej zmiany nie ma. Méwimy, ze dwa uktady dynamiczne
z czasem ciagtym Sy, t > 0, w X i T}, t > 0, w Y sa topologicznie
rownowazne, jesli istnieje homeomorfizm h : X — Y taki, ze dla kazdego
x € X istnieje rosnacy homeomorfizm o, : [0, 00) — [0, 00) o wlasnosci

h(Si(x)) = Tou ) (h(2)).

Oznacza to, ze homeomorfizm h przeksztatca poédttrajektorie dodatnie
pierwszego uktadu na pottrajektorie dodatnie drugiego i to z zachowa-
niem kierunku poruszania si¢. Latwo sprawdzi¢, ze obrazami calych tra-
jektorii sa cale trajektorie, ze punkty stale przechodza na punkty stale,
trajektorie okresowe na trajektorie okresowe, zbiory niezmiennicze (odp.
dodatnio, ujemnie niezmiennicze) na zbiory niezmiennicze (odp. dodat-
nio, ujemnie niezmiennicze). Wreszcie

hw(z)) = w(h(z),  Ma(z)) = ah(z),

uklad topologicznie réwnowazny z dyssypatywnym jest dyssypatywny
oraz jesli A jest atraktorem glabalnym (odp. minimalnym atraktorem
globalnym) dla Sy, to h(A) jest jest atraktorem glabalnym (odp. minimal-
nym atraktorem globalnym) dla 7;. Relacja topologicznej réwnowaznosci
jest relacja rownowaznosci tzn. dzieli klase wszystkich uktadéow dyna-
micznych na parami roztaczne klasy abstrakcji.

Niech S;(p), t > 0, bedzie rodzina uktadéw dynamicznych zalezna
od parametru p € R. Mowimy, ze dla wartosci po ma miejsce bifurkacja,
jesli dla pewnego ciagu ¢, — 0 uktady z u, = pg + ¢, nie sa topologicz-
nie rownowazne z ukladem z pg. Zobaczymy, jak dziala ta definicja na
przykladach.

Przyklad 1. Rozwazmy réwnanie logistyczne (odpowiednio dla pro-
stoty przeskalowane) z poprawka opisujaca zjawisko ,,zniw”:

¥=z(1-2x)—pu.

Jest to dynamika rozwoju populacji, ktérej stala czes¢ stanowi pozywienie
innego gatunku. Nie jest to jednak uktad drapieznik-ofiara, bowiem tutaj
gatunek zbierajacy plony jest swiadomy niebezpieczenstwa wyginiecia
swojego pokarmu i ,,umie liczy¢”. Najlatwiej zbada¢, jak od p zaleza
punkty state uktadu:

1 1+y1—-4 1 1
z(l-2)—p=0 < ,u<—i:)312:—ulubu:—i:c:— :

4 ’ 2 4 2
Zatem dla p < 1/4 sa dwa punkty stale, a dla g > 1/4 ich wcale nie ma.
Poniewaz w homeomorfizmie opisujacym topologiczna réwnowaznos¢ punkty
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stale przechodza na punkty stale, wiec uktady z p < 1/4 1 p > 1/4 nie
moga by¢ topologicznie réwnowazne. Tym samym g = 1/4 jest punktem
bifurkacji. Aby stwierdzi¢, ze nie ma innych punktéw bifurkacji wystar-
czy zauwazy¢, ze wszystkie uklady z p < 1/4 sa do siebie topologicznie
réwnowazne i to samo dla ukltadéw z p > 1/4. Niech p, v < 1/4. Uklady
dla tych wartosci parametru maja po pie¢ trajektorii: po dwa punkty
stale, po jednej trajektorii ograniczonej wychodzacej z mniejszego punktu
statego i wchodzacej do wiekszego, po jednej trajektorii wychodzacej z
mniejszego punktu statego i dazacej do —oo oraz po jednej trajektorii
wychodzacej z +0o i wchodzacej do wiekszego punktu statego. Jako ho-
meomorfizm h : R — R wystarczy wzia¢ funkcje

r1(v) gdy  x=x1(p)
(V) gdy  z=axo(p)
h(z) = ¢ Si(v)(1) gdy x=Si(u)(1)
Si(v)(a) gdy x=S(u)(e)
Si(v)(B)  gdy @ =S(n)(3)

gdzie a < xy(p) 1 B > w2(p). Analogiczne, choé¢ prostsze rozwazania
nalezy przeprowadzi¢ dla p, v > 1/4.

Bifurkacja, ktora miata miejsce w tym przyktadzie nosi nazwe bifur-
kacji siodlo-wezet. Ma ona miejsce, gdy przy zmianie parametru dwa
punkty stale ,,zlewaja sie ze soba” i znikaja. W jednym wymiarze zacho-
dzi to, gdy jeden z nich jest odpychajacy, a drugi przyciagajacy. Bifurka-
cja siodlto-wezel wystepuje takze w wielu wymiarach np. na plaszczyznie,
gdy ,,zlewa si¢” wezet z siodtem — stad jej nazwa.

Przyklad 2. Rozwazmy réwnanie 1-wymiarowe

v = x(z? — p).

Dla i < 0 jedynym punktem stalym jest xo = 0, jest on odpychajacy.
Dla p > 0 pojawiaja si¢ dwa dodatkowe punkty state x = 4/, oba
sa odpychajace, ale x( staje sie przyciagajacy. Jest jasne, ze dla p = 0
ma miejsce bifurkacja. Tak samo, jak w poprzednim przykladzie poka-
zuje sie, ze innych punktéw bifurkacji tu nie ma. Bifurkacja tego ro-
dzaju, gdy z jednego punktu stalego powstaja nowe i zmienia sie cha-
rakter stabilnosciowy tego punktu nazywa sie bifurkacja widelcowq. W
wielu wymiarach zmiana charakteru punktu stalego polega na zmianie
liczby wartosci whasnych w pierwszym przyblizeniu o dodatnich (ujem-
nych) czesciach rzeczywistych.

Nastpny rodzaj bifurkacji wystepuje dopiero w conajmniej dwoch wy-
miarach. Oznaczmy przez Sp A zbiér wartosci wlasnych macierzy (ope-
ratora liniowego) A.

Twierdzenie o bifurkacji Hopfa. Niech

/

o =f(z,pn), xR, peR,
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gdzie f jest klasy C? i f(0, u) = 0. Oznaczmy przez A, macierz Jacobiego
f2(0, ). Jezeli +iwy € SpA,, dla pewnego wy > 0 sa jednokrotne i
niwg ¢ Sp A, dla n € Z oraz istnieja funkcje rzeczywiste klasy C* o, 8
zmiennej p okreslone w otoczeniu g takie, ze

ap) £iB8(p) € Sp Ay,

alpg) = 0, B(po) = wo 1 &'(o) # 0, to istnieje otoczenie 0 € R i trzy
funkcje ciagte okreslone na tym otoczeniu

s— w(s) € R, s+ pu(s) € R, s+ @, € CH(R,RF)
takie, ze ¢, jest %—okresowym rozwiazaniem réwnania z p = p(s) i

limw(s) = wo, liII(l] w(s) = po, liII(l) s = 0.

s—0

Przykiad 3.

/ —_—

g =pr+y—ayt, Y =—v+py—y’

w1
A= { —1 4 } ’
skad dostajemy wartosci wlasne — pierwiastki wielomianu charaktery-
stycznego A — (u — A)? + 1, czyli M) = p £ i. Mozemy wiec wziaé
to =0, wg = 1. Poniewaz a(u) = u, wiec o/(0) =1 i na podstawie tw. o
bifurkacji Hopfa uktad ma nietrywialne rozwiazania okresowe dla dosta-
tecznie matych: p > 0 lub p < 0. Z drugiej strony obliczajac dywergencje
prawej strony ukladu div f = 2u — 4y? otrzymujemy, ze dla p < 0 jest
ona stalego znaku i na mocy kryterium Bendixsona:

Jezeli dla ukla du na plaszczyznie ' = f(x) z f € C', mamy div f
jest statego znaku w jednospdjnym zbiorze U, to uklad nie ma w zbiorze
U trajektorii okresowych;

trajektorii okresowych by¢ nie moze. Zatem wystepuja one dla p > 0.
Dla takich p punkt staly jest ogniskiem niestabilnym. Mozemy jeszcze
ocenié¢ przyblizona warto$¢ okresu takich rozwiazan — 2w (przyblizenie
tym lepsze, im mniejsza warto$¢ u).

Przyklad 4. Zbadamy teraz ukiad 2-wymiarowy:

r=2*-1
y' = —zy + max(u, 0)(z% — 1).

¥=a2%-1
y' = -y,

ktorego portret fazowy wyglada nastepujaco

Dla p < 0 mamy
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Tutaj

diff (x(t),t)=x(£)2-1,diff (y(t),t)=-x(t)*y (t)+mux (x(t)2-1):

sysb:

1],
0,y(0)

1,y(0)

DEtools[DEplot] ({sys5}, [x(t),y(t)],t=-.4..0.4, [[x(0)

O],

-2,y(0)=0],

1], [x(0)=-1,y(0)=-1], [x(0)

1,y(0)=-1], [x(0)=-1,y(0)=

[x(0)
[x(0)
[x(0)

=0,y (0)=-2], [x(0)=2,y(0)=0], [x(0)=
0,y(0)=-11, [x(0)=1.5,y(0)=.6], [x(0)

2], [x(0)

17, [x(0)
[x(0)=-1.5,y(0)=.6], [x(0)=-1.5,y(0)=-.6]],1linecolour

0,y(0)=
0,y(0)

1.5,y(0)=-0.6],

red);

W szczegolnosci mamy trajektorie heterokliniczna taczaca dwa punkty
siodlowe (£1,0). Dla 1 > 0 tej trajektorii juz nie ma chociaz oba punkty

state pozostaly i nadal sa siodtami.
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Tutaj wykonano to samo polecenie z p© = 0,1. Przy ewentualnym
homeomorfizmie okreslajacym topologiczna réwnowaznos¢ siodta przejda
wiec na siebie i trajektoria laczaca te siodla powinna przejs¢ na taka sama
w drugim portrecie fazowym, a tej drugiej nie ma. W punkcie g = 0 ma
wiec miejsce bifurkacja — tzw. bifurkacja heterokliniczna.

Istnieja inne rodzaje bifurkacji. W szczegdlnosci taka, w ktorej mamy
trajektorie homokliniczna dla pewnej wartosci parametru i w punkcie bi-
furkacji ulega ona rozerwaniu.Ten rodzaj nosi nazwe bifurkacji homokli-
nicznej i jest podstawa jednego ze scenariuszy przejécia do chaosu: w
wyniku ciagu bifurkacji homoklinicznych uklad staje sie chaotyczny.

10 Odwzorowanie Poincaré

Niech S;, t > 0, bedzie ukladem dynamicznym z czasem ciagltym w prze-
strzeni X. Mozemy dla niego zbudowa¢ uklad z czasem dyskretnym na
dwa sposoby.

Pierwszy z nich polega na tym, ze ustalamy 7" > 0 i bierzemy V) :=
St; wtedy V,, = V" (n-krotne zlozenie) i V,, = S,r dlan =1,2,.... Jezeli
St, jest homeomorfizmem dla pewnego g, to V; jest taki i mamy V,, dla
n € 7Z. Dynamika ukladu dyskretnego dostarcza pewnych informacji o
dynamice uktadu S, ale nie wszystkich. Przyktadowo:

1) Punkty stale V; moga by¢ punktami statymi Sy, ale tez trajektoriami
okresowymi o okresie 7', punkty okresowe V, ktérych okres podstawowy
n jest > 1 sa juz na pewno trajektoriami okresowymi S; o okresie nT.
2) Zbiory niezmiennicze Vi sa podzbiorami zbioréw niezmienniczych dla
S; 1 to podzbiorami wlasciwymi poza trywialnymi przypadkami zbioréw
zlozonych z samych punktéw staltych S;. To samo dotyczy péttrajektorii
dodatnich i ujemnych. To jest oczywiste wobec faktu, ze trajektoria
uktadu ciaglego jest zbiorem spéjnym (nawet tukowo spdjnym) z same;
definicji.
3) To samo mozna powiedzieé¢ o zbiorach granicznych w(x) i a(x) dla V3
iS;.
4) Jesli S; jest dyssypatywny, to taki sam jest V. Jesli S; posiada zwarty
atraktor globalny A, to V; takze posiada taki atraktor A" C A. To samo
mozna powiedzie¢ o minimalnym globalnym atraktorze. W zastosowa-
niach czesto A’ = A i atraktor ten jest topologicznie tranzytywny tzn.
dla dwéch dowolnie matych kul K (zo,¢), K(yo,n), istnieje t > 0 (n > 0)
takie, ze
Si(K (20, €)) N K (yo,m) # 0
(Vo (K (w0,€)) NV K (yo,m) #0) .

5) Jezeli S; posiada trajektorie okresowa o okresie innym niz 7', to uklad
dyskretny V,, jej bezposrednio nie wskaze. Z drugiej jednak strony pojawi
sie ona jako zbiér niezmienniczy dla V; homeomorficzny z okregiem. W
ten spos6b mimo wszystko zostanie wykryta.
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W praktyce czesto nie umiemy badac uktadu Sy bezposrednio i postugujemy
sie opisanym wyzej ukladem dyskretnym. Gdy X jest przestrzenia skoniczenie
wymiarowa, a uklad jest dyssypatywny pozwala to otrzymacé obraz przy-
blizony dynamiki uktadu. Wystarczy w zbiorze pochlaniajacym, ktéry
zawiera atraktor A wybrac skoniczona liczbe punktéw lezacych dostatecz-
nie gesto, a nastepnie obliczy¢ wartosci przyblizone V; na tych punktach.
Przedstawienie obrazéw tych punktéw (lub ich rzutéw na dowolna pod-
przestrzen dwuwymiarowa) ogladane na ekranie komputera tworzy cos,
co w literaturze technicznej nazywa sie mapaq Poincaré. Daje to wy-
obrazenie o strukturze atraktora. W szczegdlnsci tak zaobserwowano

strukture fraktalna wielu atraktoréw. Ponizej prezentujemy mape Poin-
caré dla uktadu Chua:

=15y —12/7z + 3(|z + 1| — |z — 1])/14)
y=x—y+=z
z' = —25.58y

-04

Dokladniej: sa to rzuty na plaszczyzny [X,Y] — pierwszy rysunek i
Y, Z] — drugi — tego obrazu.

Druga mozliwos¢ uzyskania namiastki dyskretnej ukitadu z czasem
ciaglym S, polega na wyborze w przestrzeni X tzw.ciecia transwersalnego
I'. Wymaga to zalozenia o strukturze przestrzeni X np. X jest otwartym
podzbiorem R, i o strukturze samego uktadu np. R >t — S;(x) € X jest
klasy C! dla dowolnego x € X. Tak wiec przy powyzszych zalozeniach
podzbiér I' C X nazywamy cieciem transwersalnym, jesli jest hiperpo-
wierzchnia k — 1-wymiarowa klasy C* i dla kazdego = € T' wektor £ 5;(x)
nie jest styczny do I' w punkcie x.

Zalozmy, ze dana jest takie ciecie transwersalne I'. Jezeli dla pewnego
x € I istnieje t, > 0 takie, ze Sy, (x) € T', to wsréd wszystkich takich
t, > 0 mamy element najmniejszy i dla niego kladziemy

P(x) =5, (x).

Zbiér wszystkich z, dla ktérych w ten sposéb okreslilismy P(x) jest
otwartym podzbiorem I' — oznaczmy go U. Mamy wiec odwzorowanie
P : U — T, ktore okazuje sie by¢ ciagle, a gdy hiperpowierzchnia I' i
odwzorowania t +— S;(z) sa klasy CP, to jest ono klasy CP~!. Nazywamy
je odwzorowaniem Poincaré (albo pierwszego powrotu). Zauwazmy, ze
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w stosunku do poprzedniej metody dyskretyzacji uktadu ciagtego S; tym
razem wymiar uktadu dyskretnego jest o 1 mniejszy od wymiaru prze-
strzeni X. Dla uktadéw nieskoriczenie wymiarowych jest to bez znaczenia,
ale dla uktadéw w niskich wymiarach np. 2, 3 jest to ogromne uproszcze-
nie. W szczegdlnoscei dla dim X = 2 ciecia transwersalne sa krzywymi i
odwzorowanie Poincaré (po ztozeniu z rzutem krzywej na odcinek) mozna
obrazowa¢ jako P : [0,1] — [0, 1]. Badania dyskretnych 1-wymiarowych
ukladéw dynamicznych stanowily poczatek Scistego badania dynamiki
chaotycznej (por. wyktad Jacka Rogowskiego ,,Chaos deterministyczny i
fraktale z zastosowaniami” lub [3,4]).

Odwzorowanie Poincaré dostarcza informacji o trajektoriach okreso-
wych. Jezeli P(xg) = x¢ (czyli xy jest punktem stalym odwzorowania
Poincaré), to trajektoria tego punktu jest okresowa (z okresem podsta-
wowym — czasem pierwszego powrotu). Odwrotnie, jesli I' przecina jakas
trajektorie okresowa w punkcie xg, to jest on punktem stalym odwzo-
rowania Poincaré. Badanie pochodnej tego odwzorowania w punkcie xg
dostarcza tez informacji o stabilnosci tej trajektorii okresowej. Jezeli
wartosci wlasne P’(xy) maja moduly < 1, to dla « € I' bliskich zg
mamy P"(z) — xg, co oznacza, ze trajektorie bliskie trajektorii okre-
sowej zblizaja sie do niej przy t — 4o00.

Odwzorowanie Poincaré jest homeomorfizmem podzbioru U na inny
podzbiér otwarty I'. Dla uktadéw 2-wymiarowych, gdy I' ma wymiar 1, po
ztozeniu z homeomorfizmami rzutujacymi U i P(U) na odcinki prostej, P
musi wiec by¢ odwzorowaniem monotonicznym. To jest kluczowy punkt
dowodu tw. Poincaré-Bendixsona (por. wyklady z réwnan rézniczkowych
zwyczajnych).

Oczywiscie mozliwe sa rézne wybory ciecia transwersalnego I'. Dla
niektorych z nich dziedzina odwzorowania Poincaré jest zbiorem pu-
stym. Dla pozostalych powstaje pytanie jak maja sie do siebie otrzy-
mane w ten sposéb rozne dyskretne ukltady dynamiczne. Okazuje sie, ze
dla bliskich cie¢ transwersalnych odwzorowanie Poincaré sa topologicz-
nie rownowazne. Dla dyskretnych ukladéw dynamicznych danych przez
f:X —- Xig:Y — Y definicja jest bardzo prosta: uktady sa to-
pologicznie rownowazne, gdy istnieje homeomorfizm h : X — Y taki,
ze

hof=goh.

11 Przesuniecie Bernoulliego i dynamika sym-
boliczna

Podamy teraz modelowy przyktad dyskretnego uktadu dynamicznego o
bardzo ztozonej dynamice — przesuniecie Bernoulliego. Przestrzenia me-
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tryczna X jest dla niego zbiér ciagéw o wyrazach 0 lub 1 :
Yo ={(Sp)nen: $p =0 lub s, =1 dla n € N}

z metryka
d((sn)n, (tn)n) = Z 27" |50 — tal.
n=0

Ta na pozér skomplikowana metryka wyznacza po prostu topologie zbieznosci
po wspotrzednych w przestrzeni Yo tzn.

n
k—oo

Z kolei zbieznos¢ ciagu zero-jedynkowego oznacza, ze jego wyrazy poczawszy
od pewnego indeksu £ sa takie same. Metryka ta ma pewna ciekawawlasnosc:
jezeli s, =t, dlan=0,1,...,m, to d((s,), (t,)) <27
i prawie odwrotnie
jezeli d((sn), (tn)) <27, to s, =t, dlan=20,1,...,m.
W tej przestrzeni definiujemy odwzorowanie zwane przesunieciem Ber-
noulliego:

0'(80818283 .. ) = (818283 o )

albo precyzyjniej o((sp)n) = (tn)n, gdzie t,, = s,11. Odwzorowanie o jest
ciagle i definiuje dyskretny uktad dynamiczny w ¥,. Uklad ten ma zadzi-
wiajace wlasnosci. Po pierwsze zawiera trajektorie okresowe o dowolnym
okresie podstawowym N : jako punkt startu wystarczy wzia¢ ciag okre-
sowy zero-jedynkowy o podstawowym okresie N. W szczegdlnosci punk-
tami staltymi sa ciagi (000...)1 (111...), trajektorie okresowe o podsta-
wowym okresie 2 startuja z (101010...) i (010101...). Wida¢ stad, ze
zbiér trajektorii okresowych jest zbiorem gestym w .

Po drugie istnieje trajektoria, ktora sama jest zbiorem gestym w X,.
Jej punkt startu konstruujemy jako ciag, w ktérym kolejno wystepuja
sekwencje:

0, 1,

00, 01, 10, 11,

000, 001, 010, 100, 011, 101, 110, 111,

sekwencje dlugosci 4 i.t.d. Konsekwencja istnienia trajektorii gestej
jest wspomniana wczesniej topologiczna tranzytywnosé uktadu.

Trzecia wlasnoscia przesuniecia Bernoulliego jest tzw. wrazliwo$¢ na
warunki poczatkowe. Mowimy, ze uklad Sy, (t € [0,00) lub ¢t € N) jest
wrazliwy na warunki poczatkowe, jesli istnieje liczba dodatnia M taka, ze
dla dowolnego x € X istnieja ciagi xy — x ity — 0o o wlasnosci

Dla przesuniecia Bernoulliego M = 2 i dla dowolnego (s,), wybieramy
ciag (tgﬂ))n, k € N, gdzie t*) =5, dlan < kit" sa doktadnie przeciwne
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do s, dlan > k tzn. sa rowne 1 tam, gdzie s,, = 0 i 0 tam, gdzie s,, = 1.
Wtedy odlegloé¢ miedzy o*(t®)) i o*(s) wynosi doktadnie > 00 27" = 2.

Uklad dynamiczny dyskretny majacy te trzy wilasnosci przesuniecia
Bernoulliego: (1) gestosé zbioru trajektorii okresowych, (2) topologiczna
tranzytywnosé i (3) wrazliwo$¢é na warunki poczatkowe nazywamy uktadem
chaotycznym w sensie Devaneya. Mozemy uznac¢ uklad z czasem ciagltym
za chaotyczny, jesli na pewnym swoim nietrywialnym zbiorze niezmien-
niczym np. na dziwnym atraktorze ma wspomniane trzy wiasnosci. Wy-
daje sie jednak, ze ta ostatnia definicja bylaby calkowicie nieweryfiko-
walna w przykladach, dlatego obecnie zwykle przyjmuje sie, ze ukiad
dynamiczny z czasem ciaglym jest chaotyczny, jesli dla pewnej jego dys-
kretyzacji V,, = S,r na pewnym zbiorze niezmienniczym otrzymamy
uktad dyskretny semiréwnowazny z przesunieciem Bernoulliego. Uktad
f X — X nazywamy topologicznie semiréownowaznym g :Y — Y, gdy
istnieje ciagle odwzorowanie h : X — Y taki, ze

hof=goh.

Definicja ta jest stabsza od okreslenia uktadéw topologicznie réwnowaznych
w tym sensie, ze tam zadaliSmy by A bylo homeomorfizmem.

W literaturze technicznej czesto nazywa sie¢ ukladem chaotycznym
uklad, ktérego symulacje numeryczne sugeruja istnienie skomplikowanej
dynamiki. Praktycznie nigdy jednak nie uwzglednia sie mozliwosci, ze:

skomplikowany atraktor jest w istocie trajektoria okresowa o bardzo
duzym okresie;

mamy do czynienia z trajektoriami quasiokresowymi;

zrodlem obserwowanej dynamiki sa btedy zwiazane z metodami nu-
merycznymi.

Uwaga. Funkcja quasiokresowa nazywamy funkcje postaci

u(t) = Fwit, ..., wyt),
gdzie F' : R" — R jest funkcja 2m-okresowa ze wzgledu na kazda zmienna,

a czestosci wj, j = 1,...,n, sa niezalezne nad cialem liczb wymiernych
tzn.

Y aw; =0, a,€Q j=1..n=>a;=0, j=1,..n
7j=1

Oto przyklad, gdy funkcja zdaje si¢ by¢ okresowa:
omegal:=2: omega2:= evalf(Pi): F:=(x,y)->sin(x)+cos(y):
plot (F(omegal*t,omega2*t) ,t=0..100,numpoints=1000) ;
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a to, gdy nie widzimy, zadnej prawidlowosci mimo proby poprawienia
obrazu w ramach mozliwo$ci MAPLE
omega3:=7.123456789: F:=(x,y,z)->sin(x*y)+cos(y)-1/(sin(z)-2)-1:
plot (F(omegal*t,omega2*t,omega3d+*t),t=0..40,numpoints=30000,resolution=1500) ;
N
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Zauwazmy, ze w istocie definicja funkcji quasiokresowej nie moze by¢
zrealizowana komputerowo; komputer do obliczenn numerycznych przy-
bliza liczby niewymierne do liczby wymierne;j.

Symulacje numeryczne nie moga wykaza¢ istnienia chaosu w uktadzie
dynamicznym. Jednak wspomagaja one poszukiwania dowodu takiej
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dynamiki. W szczegdlnosci czesto obserwujemy istnienie ,,atraktora”
skltadajacego sie z dwoch czesci. Mozna wtedy szukaé¢ cie¢ transwer-
salnych i odwzorowan Poincaré z nimi zwiazanych, przy czym wskazaé
te czesé, ktorej przypiszemy 0 i te, ktorej przypiszemy 1. Wéowezas punk-
towi ciecia transwersalnego x odpowiada ciag zero-jedynkowy (s,) taki,
ze s, = 0, gdy P"(z) nalezy do pierwszej czesci ,,atraktora” i s, = 1,
gdy P"(z) nalezy do drugiej z nich. Jedli tylko zadbamy o to, by blad
numeryczny nie przekraczal odlegtosci miedzy czesciami, to tego rodzaju
badania pozwalaja przeprowadzi¢ Scisty dowdd istnienia chaosu. To tylko
bardzo ogdlna idea.

Czasami liczba czesci jest wieksza niz 2 i nalezy wprowadzi¢ dynamike
symboliczng zamiast na ciagach zero-jedynkowych, na ciagach zbudowa-
nych z wiekszej liczby symboli np. & :

Yy = {sos152...: gdzie s;, =0 lub 1 lub 2...lub k—1},

przesuniecie Bernoulliego okreslone tak samo, jak wczesniej (por. wyktad
Jacka Rogowskiego lub [2]). Czasami tez tylko niektére z symboli sa
dopuszczalne po innych co opisuje macierz k x k o wyrazach 0 lub 1 (1
na miejscu a;; oznacza, ze po i-tym symbolu j-ty jest dopuszczalny, 0 —
ze nie jest).

12 Wykladniki Lapunowa

Wprowadzimy teraz pojecie, ktére jest waznym miernikiem wrazliwosci
na warunki poczatkowe dla dyskretnych ukladéw dynamicznych. Istnieja
odpowiedniki dla uktadow z czasem ciagtym, ale ich interpretacja nie jest
juz oczywista.

Niech f : [a,b] — [a,b] bedzie klasy C' i zy € [a,b]. Oznaczmy z, =
flzpo)dlan>11

A(zo) := lim sup % Z In|f'(z,)].

n—00 -
i=1

Whprost z definicji liczba ta mierzy srednia warto$¢ logarytmu pochodnej
wzdhuz pottrajektorii dodatniej punktu zy. Znaczenie tej liczby staje sie
jasne, gdy zauwazymy, ze

> f(w,) = In(f" o)

i z definicji pochodnej
fM(@o +0) — f"(wo) = (") (x0)d

czyli
" (o + ) — f*(x0)| = ]0] - ™.

33



Oznacza to, ze jesli zaburzymy punkt startu xy o mala liczbe 9, to
péttrajektorie dodatnie obu punktéw beda sie od siebie oddalaly (zblizaty
érednio jak |dle’. Gdy wiec A > 0, to rzeczywiscie zachodzi oddalanie
sie trajektorii, a gdy A < 0, mamy zblizanie. Liczbe A(xy) nazywamy
wyktadnikiem Lapunowa dla dyskretnego ukltadu dynamicznego danego
przez funkcje f.

Jest interesujace, ze przy dosc¢ stabych zalozeniach dla prawie wszyst-
kich zy w definicji wykladnika Lapunowa zamiast granicy gérnej istnieje
granica. Jest to istotne z obliczeniowego punktu widzenia. Wartosé
wyktadnika zalezy od wyboru punktu startu, cho¢ w wielu waznych przyk-
tadach jest odwrotnie. Dodatnios¢ wyktadnika Lapunowa w literaturze
technicznej uchodzi za wskaznik chaotycznosci uktadu. Warto jednak
zauwazy¢, ze wobec powyzszych wyjasnien dostarcza to nam tylko in-
formacji o wrazliwosci na warunki poczatkowe. Jesli taki wykladnik jest
dodatni, to znajac zy z pomiaru, ktory zawsze obarczony jest pewnym
btedem, znamy tylko poczatek poltrajektorii; wlasciwie nasze obliczenia
dla duzych n sa bezwartosciowe.

Uogdlnienie pojecia na przypadek wielowymiarowy jest trudniejsze.
Dla odwzorowania f : M — M, M C RF, klasy C"' definicja zalezy nie
tylko od punktu startu z, ale i kierunku v € R* :

A, ) = limsup I [[(7") (x; )]
(pod norma pochodna kierunkowa. Przy prostych zalozeniach mozemy
uniezalezni¢ sie od v. Niech M bedzie zbiorem zwartym w RF, ktérego
brzeg jest hiperpowierzchnia k& — 1-wymiarowa klasy C?i f : M — M
bedzie dyfeomorfizmem klasy C? (tzn. jest ono obcieciem odwzorowania
tej klasy na pewnym otoczeniu zbioru M, f jest bijekcja na M i odwzo-
rowanie odwrotne jest klasy C?). Wtedy f przeksztalca wnetrze zbioru
M w siebie. Dla x nalezacych do wnetrza zbioru M istnieje wstepujacy
ciag podprzestrzeni liniowych

Vicvic...VicR*

taki, ze '

f@) (V) = Vf](q;)
i podprzestrzenie te zmieniaja sie w sposéb ciagly w zaleznosci od x.
Wtedy dla v € VI \ VZ71 A(z,v) jest takie samo — oznaczamy je \;(z).
Mamy wiec skonczony uktad wykladnikow Lapunowa

A(z) < Ao(z) < .o < As(2),

gdzie s < k. Dla prawie wszystkich = wystepujace w definicji granice
gérne sa zwyklymi granicami.
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W praktyce interesuje nas przede wszystkim najwiekszy wyktadnik
Lapunowa; jesli on jest dodatni, mamy wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe
(przynajmniej dla ). Jest to wiec

N () 1= limsup sup ~ In || (/") (x: 0)] |

n—oo  yeRk

Ponizej prezentujemy wykres wykladnika Lapunowa dla odwzorowa-
nia f,(z) = px(l —z) odcinka [0, 1}w siebie dla p € [2.5,4] i = 0.1 choé
wykres dla innych punktow startu jest bardzo podobny.

0.5

~1.5-

Dla uktadéw dynamicznych z czasem ciaglym najprostszy odpowied-
nik wykladnika Lapunowa stosuje si¢ do: réwnania zwyczajnego au-
tonomicznego ¥’ = f(x) z prawa strona f € C' i jego rozwiazania
[0,00) 3 t +— u(t). Tworzymy mianowicie linearyzacje réwnania wzdhuz
u czyli réwnanie liniowe

y = f'(u(t)) -y

bierzemy jego macierz fundamentalna t — ®(t) i obliczamy

1 o
Au, €) :=limsup = In |[@()el|

=00 llell

gdzie e € R

Okazuje sie, ze zawsze mozna wybra¢ macierz fundamentalng & w ten
sposéb, by pojawiajaca sie granica gorna byla zwykla granica. Przy
ustalonym u funkcja e — A(u, ) przyjmuje co najwyzej dim X wartosci.
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13 Miary niezmiennicze i inne wyznaczniki
dynamiki

Niech f : X — X wyznacza dyskretny uklad dynamiczny. Miare u na
X nazywamy niezmienniczq (ze wzgledu na ten uktad), jesli

p(fHA)) = u(A), dla kazdego mierzalnego A C X.
Stad oczywiscie
w((fM7HA)) = p(A), dla kazdego mierzalnego A C X i n>0.
Analogicznie dla uktadu z czasem ciaglym S;, t > 0 :
(S (A)) = u(A), dla kazdego mierzalnego AC X, i t>0.

W praktyce interesuja nas miary skonczone pu(X) < oo, ktére przez po-
dzielenie przez stala sprowadzi¢ mozna do miar probabilistycznych.
Zmnaczenie takich miar wynika z
Tw. Poincaré o powracaniu. Jeze li u jest skonczona miara
niezmiennicza dla uktadu z czasem dyskretnym f", n € N;i A C X ma
miare dodatnia, to zbiér B:=

{reA: f"(z) ¢ A, dla kaidego n € N}

jest miary 0. W szczegdlnosci jesli kazda kula otwarta ma miare dodatnia,
to uktad jest topologicznie tranzytywny. Analogicznie dla ukladu z cza-
sem ciaglym.

Dow6d. Mamy dla kazdego n : f~"(B) N B = (). Stad dla m < n,
[(B)N S~ (B) = [~ (f~-) (B) 0 B) = 0. Ale u(f™"(B)) = u(B),
wiec

p(X) > 4 (U f‘”(B)) =D () = Yo u(B) = o

Sprzecznosc.

Majac probabilistyczna miare niezmiennicza na X i wybierajac losowo
punkt startu z i czas t mozemy podaé prawdopodobienstwo tego, ze
Si(z) € A C X —wynosi ono p(A). Oznacza to w szczegélnosci, ze $redni
czas przebywania punktu x w zbiorze A czyli

T

7(z, A) = limsup l/ Xa(S(z))dt
T—o0 T 0

— x4 - funkcja charakterystyczna zbioru A — takze wynosi $rednio p(A)

(por.okreslenie atraktora Iljaszenki). W istocie (tw.ergodyczne) liczba

T(x, A) réwna sie u(A) dla prawie wszystkich z € X. Jest to podstawa

numerycznego poszukiwania miary niezmienniczej.

36



Dla ustalenia uwagi wezmy uklad dyskretny dany przez funkcje f :
[0,1] — [0,1], wybierzmy duze liczby naturalne N > M, zdefiniujmy
z[i,0] := & dlai = 0,1,..., M, oraz z[i,j] := f(z[i,j — 1]) dla tych
samych i oraz 1 < j < N. Podzielmy teraz przedziat [0, 1] na M réwnych
czesci I; == [%, ﬁ), i =1,2,..., M. Funkcja schodkowa py; y réwna na I,
ilorazowi liczby punktéw z[i, 7], ktére wpadaja do I; do liczby wszystkich
punktéw = N(M+1), jest przyblizeniem gestosci p miary niezmienniczej,
oczywiscie o ile taka miara istnieje i jest absolutnie ciagla wzgledem miary
Lebesgue’a tzn.

u(A) = / p(x) de.

Mozna zmodyfikowa¢ konstrukcje pys v wybierajac np. tylko jeden punkt
startu i/lub obcinajac poczatek trajektorii ustalonej dlugosci. Analo-
giczna konstrukcje mozna powtorzy¢ dla uktadéw z czasem ciagltym po-
siadajacych zwarty atraktor globalny, aproksymujac miare niezmiennicza,
na atraktorze.

Dla prostych przypadkéw f : [0,1] — [0, 1] udaje sie w sposéb Scisty
znalez¢ miare niezmiennicza, np. dla odwzorowania trojkatnego

o dla  z€[0,1/2]
f(i’f):{2—2x dla =z e [1/2,1],

jedyna miara niezmiennicza jest miara Lebesgue’a, a dla wspomnianego
juz f(x) = 4z(1 — x) miara o gestosci

1

p(x) = W— m

14 Analiza szeregéw czasowych

W tym wyktadzie zajmiemy sie sytuacja, gdy w wyniku pomiaréw zmian
pewnych wielkosci realnych otrzymalismy ciag (skoriczony) liczb rzeczy-
wistych z(i), i = 0,1,..., N. Mozna je traktowaé jako kolejne elementy
péttrajektorii dodatniej punktu z(0) w pewnym ukladzie dynamicznym
z czasem dyskretnym lub ciaglym. Jesli sa to wiec wyniki pomiaréw
wielkosci zmieniajacej sie w sposéb ciagly, to nalezy zadba¢, by byly one
dokonywane w jednakowych odstepach czasu. Tym razem jednak nie
znamy tego ukladu dynamicznego ani tym bardziej réwnania, ktére go ge-
neruje. Jesli badana wielko$¢ wchodzi w ztozone interakcje z innymi albo
uktad realny jest typu ,,czarnej skrzynki”, to zbudowanie modelu, jak to
miato miejsce w poprzednich wyktadach jest niemozliwe. Chcemy jed-
nak w miare mozliwosci zorientowac sie o rodzaju dynamiki tego uktadu.
Oczywiscie znajomo$é jednej (niecalej) péttrajektorii nie przesadza ni-
czego, ale znajomos¢ wcezesniej zbadanych ukladéw dynamicznych suge-
ruje, ze wybierajac z(0) przypadkowo raczej nie trafimy na punkt staty,
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czy trajektorie okresowa (chyba, ze ukltad jest ich ,,pelen”), ze asympto-
tycznie trajektorie zblizaja sie do atraktora zwartego, wiec ewentualnie
obcinajac poczatek tej pottrajektorii bedziemy przyblizali ruch na tym
atraktorze, wreszcie ze dla wielu ukladow charakter ruchu na atrakto-
rze nie zalezy od wyboru trajektorii z niego. W ostatecznosci mozemy
sprobowaé¢ dokonaé¢ pomiaréw z innymi, odlegtymi punktami startu x(0).

Otrzymane dane mozna podda¢ wstepnej statystycznej obrobcee znaj-
dujaé $rednia wartos¢ zmiennej x czyli

1 N
xr = mzx(l)

i=0
oraz jej odchylenie standardowe
;N
Oy = N7—|—1 ;(ZI:(Z) — l’)2.

Dostarczaja one wstepnej informacji o trajektorii. Maja tez znaczenie w
powazniejszych badaniach, gdy probujemy rozdzieli¢ ukiad na skladnik
istotny i ,,szum” zwiazany z réznego rodzaju zakitoceniami np. bledem
pomiaru. Tym problemem nie bedziemy sie zajmowaé przyjmujac, ze
zaklocenia sa na tyle nieistotne, ze nie przeszkodza nam w zrozumie-
niu jakosciowym dynamiki. 7 drugiej strony bedziemy zestawia¢ wyniki
otrzymane dla deterministycznych uktadéw z wynikami dla tzw. bialego
szumu, gdzie rozktad x(i) jest catkowicie przypadkowy.

Do badan wezmiemy szes¢ szeregdéw czasowych:

(1) trajektoria okresowa z(i) = sin(0.1*4), 1 = 0,1,...,10%;

(2) trajektoria quasiokresowa z(i) = sin(0.1 * i) 4+ cos(0.1 * 7 * i),
i=0,1,...,10%

(3) trajektoria uktadu dyskretnego danego przez f : [0,1] — [0, 1],
f(z) =4z(1 — ), 2(0) = 0.2, (i) = f(z(i — 1)), Njak poprzednio 10

(4) pierwsza wspélrzedna z ukladu Lorenza

oy — )
rr —y — T2
xy — bz,

x/
/

Y

Z/

gdzie 0 = 10, b = 8/3, r = 28, dla trajektorii startujacej z warunku
poczatkowego z(0) = 0.2, y(0) = 0.1, 2(0) = 0.5. Bierzemy szereg cza-
sowy (i) := x(0.01-4), i =0, ..., 10%.

(5) bialy szum otrzymany przez MAPLE z(i) = rand()/10'%, N =
103, (procedura rand() w MAPLE generuje 12-cyfrowa liczbe catkowita i
jej podzielenie przez 10 daje liczbe losowa z przedziatu [0, 1];

(6) trajektoria powstala przez dodanie z(i) z punktu (3) i z(i) z
punktu (5) podzielone przez 100.
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W zZadnym z tych przypadkéw nie mamy do czynienia z rzeczywistym
szeregiem czasowym otrzymanym z pomiaréw, jednak poréwnujac otrzy-
mane wyniki, wyrobimy sobie poglad na rodzaj dynamiki. Bedziemy
rozréznia¢ dynamike okresowa (1) od quasiokresowej (2), chaotycznej
(3) 1 (4), a wreszcie od bialego szumu (5). W ostatnim przypadku zoba-
czymy, ze jesli nalozone zakldcenia sa niewielkie, to dynamike chaotyczna
nadal daje sie odréznic.

Zacznijmy od bardzo prostego triku: narysujmy na ukladzie wspotrzednych
punkty (z(i —1),x(i)), 2 =0,1,..., N. Jesli uloza sie one wzdluz pewnej
krzywej, ktora jest wykresem pewnej funkcji, to mozemy sadzi¢, ze mamy
dyskretny uktad dynamiczny zadany przez te funkcje.

trajektoria quasiokresowa

02 04 06 08

trajektoria uktadu logistycznego trajektoria uktadu Lorenza
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bialy szum trajektoria ukladu logistycznego z dodanym szumem

Widag, ze tylko w trzecim i széstym przypadku mamy przyblizony wy-
kres funkcji. Widac tez, ze w ukladach chaotycznych nie mamy beztadnego
rozktadu punktéw; charakteryzuje on tylko bialy szum.

Wazna role w analizie sygnaléw (funkcji) okresowych pemi rozklad
w szereg Fourlera. Jego odpowiednikiem dla funkcji f : R — C jest

transformacja Fouriera, ktéra takiej funkcji przypisuje funkcje f dana
wzorem

~

1 e —irw
flw) = o= / e )

Teorie tej transformacji mozna znalezé w podrecznikach analizy funk-
cjonalnej np. Rudina. Tutaj powiemy tylko o jej dyskretnym odpo-
wiedniku — dyskretnej transformacji Fouriera. Ciagowi liczbowemu z(j),
j=0,1,...,N — 1, (w ogdlnosci zespolonemu) przypisuje ona ciag

1 = [ —2mijk
2(j) == 7N (exp J ) x(k), j=0,...,N -1
k=0

Ten nowy ciag jest juz zawsze zespolony. Widmem mocy dla szeregu
czasowego x(j), j = 0,1,..., N — 1, nazywamy ciag o wyrazach rzeczy-
wistych

PG) =), i=0,..,N—1.

Ponizej prezentujemy wykresy widma mocy dla kolejnych uktadéw (1)-

(6).
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Widoczne sa dwa piki przy funkcji quasiokresowej, poza nimi krzywa
gtadko zbliza sie do 0. Uklady chaotyczne niewiele réznia sie od szumu,
cho¢ uktad Lorenza znacznie odbiega tu od logistycznego. Zauwazmy,
ze musielismy zawezi¢ rachunki do N = 200. Gdyby nie to czas pracy
komputera osobistego bylby zbyt duzy, a pamie¢ zbyt mala.

Waznym miernikiem szeregu czasowego jest funkcja autokorelacji.
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Dla nieskonczonego szeregu czasowego jest ona zdefiniowana wzorem

C(m):= lim — leerxz, i=1,2,...,

n—oo M

gdzie £; = x; — . Dla szeregéw skonczonych urywajacych si¢ na NV,
zastepujemy granice przez ostatni wyraz. Oto program w MAPLE ry-
sujacy wykres m — C'(m) :

autokorel:=proc(B,N)

local i,j,m,srednia,c:

srednia:=sum(B[i],1i=0..2%N)/(2*xN+1):

for m from 1 to N do

c(m) :=sum((B[j]-srednia)*(B[j+m]-srednia),j=0..N)/(N+1):

PLOT(CURVES ([seq([m,c(m)],m=1..N/2)1));

end do:

end proc:
gdzie w miejsce B wprowadzamy szereg czasowy z(i), 1 =0,1,...,2N. A
oto wynik jej dzialania dla kolejnych szeregéow czasowych:

04
05

02 A
o \/ 20 40 \/ 60 80

0.2

-04

szereg okresowy szereg quasiokresowy

chaos logistyczny chaos w uktadzie Lorenza
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bialy szum chaos logistyczny z szumem

Ostatnie zagadnienie, ktére oméwimy to rekonstrukcja atraktora na
podstawie szeregu czasowego. Jezeli mamy szereg czasowy x(i), i =
0,1,..., N, i ustalimy liczbe naturalna d > 2, to mozemy potaczy¢ od-
cinkami w przestrzeni R? punkty

(x(2),z(i+1),...,2(i+d—1)), i=0,1,...,N—d+1.

W tej przestrzeni powstanie pewna famana, ktora po odrzuceniu poczatkowych
odcinkéw stanowi rekonstrukeje atraktora uktadu. Na monitorze mozemy
oczywiscie obserwowaé tylko przypadek d = 2 lub dla wiekszych d rzuty
tej rekonstrukeji na rézne plaszczyzny. Oczywiscie konstrukcja moze
by¢ przeprowadzona zawsze cho¢ nie zawsze atraktor istnieje. Podobnie
wyboér wymiaru d jest dowolny i dla réznych wyboréow otrzymamy rézne
obiekty. Ruelle udowodnil jednak, ze przy do$¢ ogdlnych zalozeniach o
uktadzie dynamicznym S, t > 0, w przestrzni R¥ gwarantujacych istnie-
nie zwartego atraktora globalnego istnieja 7 > 0id € {2,3,...,k} ta-
kie, ze szereg czasowy kazdej ze wspéhrzednych pr;Si-(z), j ustalone, i =
n,n+1, ..., jest przyblizeniem tego atraktora. Oznacza to w szcegdlnosci,
ze obliczajac tylko szereg czasowy dla wspotrzednej x w réwnaniu Lorenza
i wybierajac d = 3 mozemy obserwowaé caly tréjwymiarowy atraktor.
Jesli jednak nie znamy ukladu dynamicznego, a jedynie pewien szereg
czasowy, to takze mozemy prébowaé wykonadé te procedure. Zrobimy to
dla naszych szesciu szeregdéw czasowych wybierajac d = 2.

05

05

szereg okresowy szereg quasiokresowy
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bialy szum chaos logistyczny z szumem

15 Podstawowe prawa mechaniki nieba

Dos¢ typowy poglad, ze odkrycia Kopernika stanowia poczatek wspolczesnej
astronomii, jest z gruntu falszywy. Po pierwsze, umieszczenie Slonica w
centrum wszech$wiata byto tylko powrotem do pogladéw wielu astro-
noméw starozytnych. Po drugie, centralnos$é tej gwiazdy jest prawdziwa
jedynie w odniesieniu do lokalnego systemu planetarnego, a stwierdze-
nie, ze planety poruszaja sie po okregach o $rodkach w $rodku Stonca
jest falszywe. Po trzecie wreszcie, opis ruchu planet wymaga jakiego$
uzasadnienia, a u Kopernika jest czysto fenomenologiczny. W prawie
100 lat pozniej Johann Kepler na bazie obserwacji Tychona Brahe po-
prawil model Kopernika. W opisie Keplera planety poruszaja sie po
elipsach, a Storice znajduje sie w ognisku kazdej z elips. Ponadto Kepler
sformutowal ilosciowe prawa ruchu po tych elipsach, wyjasniajac zmiany
predkosci ruchu w réznych punktach toru planety i zwiazki miedzy okre-
sem ruchu a rozmiarami elipsy. Nadal jednak brakowalo uzasadnienia
tych praw i jakiejs ich uniwersalnosci. Wiedziano juz bowiem, ze Uktad
Stoneczny jest tylko niewielkim fragmentem wszechswiata i, by¢ moze
sa w nim jeszcze inne uktady planetarne. Dopiero fundamentalne dzieto
Izaaka Newtona z 1687 roku wypemito brakujaca luke. Newton zalozyt,
ze pomiedzy kazdymi dwoma cialami dziala sila zwana sita grawitacji i
podat ilosciowy wzor na te site. Konsekwencja dzialania tej sity okazaly
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sie prawa Keplera. W pézniejszych latach zaobserwowano pewne odchy-
lenia ruchu planet od praw Keplera, ale bylo to tylko potwierdzeniem
teorii Newtona, poniewaz prawa Keplera otrzymuje sie przy zalozeniu,
ze jedyna sila dzialajaca na dana planete jest sila przyciagania grawita-
cyjnego Stonca zaniedbujac fakt, ze przeciez pomiedzy planetami takze
dzialaja sily grawitacji. Poniewaz sita grawitacji zgodnie ze wzorem New-
tona jest proporcjonalna do mas oddzialujacych cial, nieuwzglednianie
oddzialywan miedzy planetami jest uzasadnione tym, ze masy planet sa
znikomo male w poréwnaniu z masa Stonca. Zagadnienie ruchu dwdéch
cial pod wplywem sity grawitacji wedlug wzoru Newtona nazywane jest
zagadnieniem dwoéch ciat i jest przedmiotem niniejszego opracowania.
Jesli zamiast dwéch rozwazamy N cial, wéwczas mamy do czynienia z za-
gadnieniem N cial stanowiacym do dzi$ site napedowa duzych fragmento
matematyki (teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych, teorii ukladéw
dynamicznych, teorii chaosu). Nawet dla N = 3 ciagle pojawiaja sie
nowe zaskakujace rezultaty jakosciowe i iloSciowe.

Zalozmy, ze mamy dwa ciata: jedno o masie M i drugie o masie m.
Bedziemy zaklada¢, ze ciala maja zaniedbywalnie male (w stosunku do
odleglosci miedzy nimi) rozmiary, sa punktowe. Jesli poczatek karte-
zjanskiego uktadu wspétrzednych w R? umiescié¢ w ciele M, wtedy wzoér
na site grawitacji dzialajaca na cialo m ma postac:

= Mm
F = —Gﬁ(x,y,z),

gdzie G jest pewna uniwersalng stala fizyczna (stala grawitacji G =
6,67 - 107" N m?/kg?), a r = /22 + y% + 22 odlegloscia miedzy ciatami.
Znak — powoduje, ze jest to sila przyciagajaca, a po tatwym sprawdzeniu
widzimy, ze

Mm

r2

1F =@

co odpowiada naszym szkolnym nawykom. W rzeczywistos$ci poczatek
ukladu wspoétrzenych powinnismy umiesci¢ w $rodku masy uktadu obu
cial, ale przy zalozeniu, ze masa m jest znacznie mniejsza niz M, srodek
ukladu lezy bardzo blisko wiekszej masy. Jesli w chwili poczatkowe]
mamy zadane potozenie ciala m i jego predkosé, wéwcezas mozna pokazad,
ze dalszy ruch odbywa sie w plaszczyznie wyznaczonej przez ten punkt i
wektor.
Na tej ptaszczyznie bedziemy uzywac notacji zespolonej i wspotrzednych

biegunowych do opisu polozenia punktu. Niech wiec polozenie ciata m w
chwili ¢ bedzie oznaczone z(t) i

2(t) = r(t)e”?, (1)

gdzie r(t) oznacza odlegto$¢ miedzy cialami w chwili ¢ i 0(t) € R jest
argumentem polozenia z(t). Przypomnijmy teraz druga zasade dynamiki
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Newtona, ktéra mowi, ze jesli na punkt o masie m dziala sita ﬁ, to punkt
ten porusza sie w ten sposob, ze jego przyspieszeniem jest wektor d@, przy
czym
F =ma.

Oczywiscie zaréwno sita, jak i przys$pieszenie sa tu wielkosciami zmie-
niajacymi sie w czasie, a wiec funkcjami zmiennej t. Przypomnijmy jesz-
cze, ze przyspieszenie jest pochodna funkcji predkosci punktu, a ta z kolei
jest pochodna funkcji potozenia — tutaj ¢t — z(t) :

a(t) ='(t), v(t) = 2'(t).

W dalszym ciagu bedziemy opuszcza¢ argument t we wszystkich funk-
cjach dla uproszczenia zapisu. Tak wiec zachodzi zwiazek

Mm
e
’

ma = —G
Jest to w istocie réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego w C :
M .
2 =-G —2e29.
T

Korzystajac z (1) dostaniemy
2 =ir'e?9 — re(0')? + ire0"+
+ie0r 4 0" =
— _Teie(el)2 4 eié)r// 4 (Teié)en + Qeié)e/r/) )

Zatem dostajemy réwnanie rézniczkowe:
1 . . . . .
_GM_2€2€ — _,rezG(el)2 4 ezOT// 4 (7,6190// + QeZGG/T/) :
’

ktére po podzieleniu przez e przyjmuje postaé

1 / " . /! /0
—GMﬁ:—r(Q)Z—I—r +i(r0" +26'r") .

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone dostaniemy uklad réwnan:

]' / "
—GMﬁ = —r(0)* +1", (2)

0=r0"+20"r. (3)

Po pomnozeniu obu stron (3) przez r zauwazamy, ze prawa strona jest
pochodna funkcji r%¢’, wiec réwnanie (3) przyjmuje postaé

(7“26")/ =0
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czyli funkcja r26’ jest catka pierwsza ukladu. Stad
r?0 = c,

gdzie ¢ jest pewna stala. Zauwazmy, ze dla ¢ = 0 mamy wtedy ¢ = 0,
co daje nam ruch wzdiuz promienia wodzacego. 7 pierwszego réwnania
(2) widzimy, ze jest to ruch speliajacy zaleznosé

1
TH = —GM—2
T

Nie bedziemy szukaé¢ jawnych rozwiazan tego ostatniego réwnania, cho¢
jest to mozliwe. Zauwazymy tylko, ze jesli w chwili poczatkowej r'(0) < 0,
to ruch jest od poczatku dosrodkowy z rosnacym przyspieszeniem, az do
osiagniecia osobliwosci 7 = 0, a jesli 7/(0) > 0, to poczatkowo r rosnie
coraz wolniej, nastepnie zatrzymuje sie i dalszy ruch odbywa sie wediug
poprzedniego scenariusza.

Ciekawszy jest przypadek, gdy ¢ # 0. Mozemy zaktada¢ ¢ > 0,
bo przypadek ¢ < 0 jest symetryczny i odpowiada zmianie orientacji
plaszezyzny. Podstawmy do réwnania (2) s = r~1. Wtedy

r'=—=8(t) = =5 (0)0(t) = —cs'(0)

— tutaj musieliSmy juz wstawi¢ argumenty, aby nie dporowadzi¢ do nie-
porozumienia. Po drugim zrézniczkowaniu mamy

7" = —cs"(0)0 (t) = —c*s%s" ()
i mozemy wstawié¢ to do réwnania (2)
—~GMs* = —s 1 (es?)? — 2s25"(0).

Po podzieleniu obu stron przez —c?s? otrzymamy réwnanie
§"(0) +s=——. (4)

Jest to proste rownanie liniowe rzedu drugiego o statych wspoétczynnikach.
Rozwiazaniami réwnania jednorodnego sa funkcje 6 +— asinf + bcosf, a
jedno z rozwiazan réwnania niejednorodnego tatwo odgadujemy — jest to
funkcja stala GC—ZM Zatem dowolne rozwiazanie rownania (4) ma postaé

s(f) = asinf + bcosf + GC—2M,

gdzie a i b sa dowolnymi stalymi. Jesli wezmiemy 6, takie, ze

a b
— cosfy = ——,
Va2 + 12 AV 2
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to kladac & = va? + b* wobec wzoru
cos(f — 6y) = cos 0 cos Oy + sin 6 sin O,

otrzymamy

s(0) = kcos(0 — 6y) + GC_]2\4

Wracajac do funkcji r, otrzymamy

C2

T2k cos(0 — 6y) + GM

r(0)

c2

& € = ak® mamy

czyli po wstawieniu nowych stalych a =

_ a
1+ ecos(f — )’

r(0) (5)
gdzie a > 0, natomiast ¢ > 0. Mozemy przyjac, ze 6, = 0 odpowiednio
wybierajac oS rzeczywista na naszej plaszczyznie zespolonej (0 = 6y —
réwnanie dodatniej pélosi rzeczywistej). Jesli w réwnaniu (5) przejsé do
wspolrzednych kartezjanskich x = rcosf, y = rsinf, to zapisze sie ono
W postaci
ar/x? + y?
Va2 +y? = Y

2+ y?+ex

i po prostych przeksztalceniach

Va2 +y?=a— ez,

skad po podniesieniu obu stron do kwadratu otrzymamy réwnanie kwa-
dratowe
(1—&*a®+y* +2aex —a® = 0. (6)

Jak wiadomo, réwnania kwadratowe opisuja krzywe rzedu drugiego, czyli
okrag, elipse, parabole lub hiperbole. Taki jest wiec ksztalt trajektorii
ruchu ciata m.

Zobaczymy teraz, ze o ksztalcie trajektorii decyduje nieujemny wspotczynnik
e zwany mimosrodem. Niech najpierw ¢ = 0. Wtedy réwnanie (5) przyj-
muje posta¢ r = a — réwnanie okregu. Jezeli ¢ € (0,1), to w (5) mia-
nownik nie znika dla zadnego kata 6, czyli jest to réwnanie krzywej za-
mknietej (okresowos$¢ funkeji cosinus). Taka krzywa sposrod wymienio-
nych powyzej jest elipsa. Nietrudno zauwazy¢, ze stosunek dugosci pélosi
tej elipsy wynosi ﬁ, dazy wiec do 1 przy ¢ — 0 — wtedy elipsa zbliza
sie do okregu. Przy rosnacym do 1 €, elipsa coraz bardziej sie splaszcza.

Dla € = 1 réwnanie nasze przyjmuje posta¢ we wspolrzednych karte-
zjanskich

2+ 2ar —a? =0
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i oczywiscie opisuje parabole. Nie jest to juz krzywa zamknieta, cialo
m zbliza sie do centrum, aby nastepnie uciec do nieskonczonosci. Osig
symetrii toru jest o$ x, a tor ten przecina sie z osia * w punkcie o/2, a z
osia y w punktach +«. Dla € > 1 réwnanie toru ruchu opisuje hiperbole.
Mozemy zaobserwowaé, ze poczatek ukladu wspoétrzednych znajduje sie
w ognisku jednej z dwoch galezi tej hiperboli.

Ponizej przedstawiamy obrazy trajektorii otrzymane przy pomocy
MAPLE dla réznych wartosci parametru e.

alpha:=1: varepsilon:=0:

plot(alpha /(l+epsilon*cos(theta)),theta= 0..6.28,coords=polar);

— 1 —

alpha:=1: epsilon:=0.6:
plot(alpha /(l+epsilon*cos(theta)),theta= 0..6.28,coords=polar);

alpha:=1: epsilon:=1:
plots[implicitplot] (y"2+2*alpha*x-alpha~2=0,x=-5..0.6,y=-4..4);
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5 —a -3 2 1

alpha:=1: epsilon:=2:
plots[implicitplot] ((1-epsilon~2)*x~2+y~2+2*alpha*epsilon*x-alpha”2=0,
x=-5..5,y=-4..4);

N 4] //
d
. _
\\\ ) /
e
\ 2 e
N /
> £
-1 2 3
N
e S
- 2 =
e \\
\\
~
/ —a \\ ~

Wréémy do réownan (2) i (3). Przypomnijmy, ze drugie z nich pro-
wadzi do calki pierwszej r26’; przypomnijmy tez wzér na pole obszaru
ograniczonego krzywa zadana we wspotrzednych biegunowych wzorem
0 — r(0), 0 € [01,05] oraz pélprostymi 6 =60, 1 60 = 0, :

1 [%
S:—/ r(6) db.
2 Jo,

Skoro 6 jest funkcja czasu mozemy zbudowaé funkcje t — S(t) przyjmujac
we wzorze na pole 0; = 0(0) i 0y = 0(t). Pamietamy, ze funkcja t — 6(t)
jest rosnaca (malejaca), a dla duzych ¢, gdy bedziemy mieli |0(¢) — 0| >
27, pola zakreslone po calym obrocie nalezy liczy¢ powtérnie. Zatem

1 o(t) )
S(t) = /6 r(6) 6

i stad
S'(t) = r(@(t))29’(t) =c.

Oznacza to, ze funkcja t — S(t) jest liniowa: S(t) = c1t + co. Kepler
zauwazal stad, ze gdy przedzialy czasowe [ti,ts] 1 [ts,ts] maja réwna
dtugosé, to

S(tz) — S(tl) = Cl(tg — tl) = Cl(t4 — tg) = S(t4) — S(tg)
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i formutowat to w postaci zwanej dzisiaj drugim prawem Keplera:

Pola zakreslane przez promien wodzacy planety w rownych odstepach
czasu sa rowne.

(Arnold ,,Metody matematyczne mechaniki klasycznej” pisze o stalej
predkosci polowej ¢, ktéra jest bezposrednio zwiazana z momentem pedu.)

Przypomnijmy teraz réwnanie (2) z uwzglednieniem stalosci predkosci
polowej ¢ :

7= GM= (7)

Wedtug terminologii stosowanej przez Arnolda jest to uktad zachowawczy
z jednym stopniem swobody. Teoria takich uktadéw byla oméwiona w na
wyktadzie z réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Wprowadza sie funkcje
zwana potencjalem; jest to dowolna funkcja pierwotna dla —prawej strony
réwnania (7), czyli tuta]
2
U(r) = — — GM
2r2 r

Ponizej przedstawiamy ksztalt wykresu potencjatu.

0.6
0.4|

0.2|

Potencjal wyznacza druga calke pierwsza — energie (catkowita):

E = %7’/2 +U(r).

7 tego wykresu mozemy wywnioskowac, ze dla energii ujemnych mamy
trajektorie zamkniete (wobec wczesniejszych rozwazan elipsy lub okregi).
Minimum potencjatu tatwo znalezé — jest ono dla r = ry = % Dla tej
wartosci promienia otrzymujemy orbite kotowa. Odpowiada ona energii
Ey=U(rg) = —G;i‘f ®. Dla energii ujemnych, ale wiekszych od Ey mamy
dwa rozwiazania réwnania U(r) = E :

_ GM — \/G*M? - 2|E|c? _ GM + /G*M? - 2|E|c?
- 21| LT 21|

Okres obiegu trajektorii zamknietej odpowiadajacej energii F jest rowny
(por. [1])

r1

rdr

o dr ro
T:ﬂ/————{ﬂ/ . 8
n VE—=U(r) rn V2Er?4+2GMr — ¢? (®)
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Po prostym catkowaniu dostaniemy

— arcsin
E V2|E|3/2 VGM —2|E|c?

i po uwzglednieniu tego, ze vV2Er2 + 2GMr — 2 znikadlar = ryir = ry,
dostaniemy

- <\/2Er2+2GMr—02 GM . GM —2|E|r )

1

GMn
T = N (9)

Zmajdziemy teraz dlugosci pdlosi elipsy w zaleznosci od energii. Za-
uwazmy, ze Srodek elipsy lezy na osi x, ze poczatek uktadu wspotrzednych
lezy wewnatrz elipsy, a pétos na osi y jest krétsza. Stad krotsza pétos ma
dhlugosé a := a = %, a znalez¢ potos diuzsza mozna na dwa sposoby. 7
jednej strony

20 =r1+1ry = G—M
1+ 72 B[
a z drugiej
Q@ a o«
1—5+1+5_ 1—¢e?

Zatem a = GM/2|E| i poréwnujac ten wynik z (9) otrzymamy

2a =

2T

T=——"_4%?
VGM
lub 42
vie
T? = ——a°.
oM

Kepler wyrazal to w postaci nazywanej dzisiaj trzecim prawem Keplera:
Kwadraty okreséw obiegu planet maja sie do siebie tak, jak szeSciany
duzych polosi elips, po ktérych te planety sie poruszaja.
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