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Wst ↪ep

Co to jest równanie różniczkowe? Na tak postawione pytanie nie ma
w�laściwie sensownej odpowiedzi i to z dwóch powodów. Pierwszy z nich
to ogólna trudność logiczna zawarta w samym poj ↪eciu równania (wszel-
kie definicje w rodzaju ,,dwa wyrażenia po�l ↪aczone znakiem równości”
należy od razu zdyskwalifikować). Drugi z powodów wynika z faktu ist-
nienia ogromnej liczby możliwych sposobów pojawienia si ↪e pochodnej
w równaniu i rodzajów tej pochodnej. Dlatego zdefiniujemy od razu
poj ↪ecie rozwi ↪azania równania różniczkowego, traktuj ↪ac te trzy s�lowa
�l ↪acznie, a na razie, rezygnuj ↪ac ze ścis�lości (wierz ↪ac, że Czytelnik po-
siada intuicj ↪e, czym w ogóle jest równanie), wymienimy ograniczenia,
jakie b ↪edziemy przyjmować poniżej. Przez równanie różniczkowe ro-
zumieć wi ↪ec b ↪edziemy równanie, w którym niewiadom ↪a jest funkcja,
przy czym w równaniu wyst ↪api przynajmniej jedna z pochodnych tej
funkcji. Rozważać b ↪edziemy jedynie równania różniczkowe zwyczajne,
tzn. argumentem niewiadomej funkcji jest zmienna rzeczywista i tym
samym jej pochodna jest zwyczajna (nie cz ↪astkowa). Niewiadoma funk-
cja najcz ↪eściej przyjmuje wartości w przestrzeni R

k, ale ponieważ wiele
rezultatów dowodzi si ↪e dok�ladnie tak samo dla dowolnej przestrzeni
Banacha, takie też b ↪edzie nasze typowe za�lożenie. W równaniu, poza
pochodnymi różnych rz ↪edów niewiadomej funkcji, może też wyst ↪apić
sama funkcja oraz jej argument. Wszystkie te wielkości wyst ↪epuj ↪a w
równaniu w z�lożeniu ,,z zewn ↪atrz” z dan ↪a funkcj ↪a wielu zmiennych.
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Dok�ladniej, niech X b ↪edzie przestrzeni ↪a Banacha, V b ↪edzie pod-
zbiorem otwartym R ×Xn+1 (Xn+1 oznacza sum ↪e prost ↪a n+ 1 egzem-
plarzy przestrzeni X), a F : V → X. Wtedy rozwi ↪azaniem równania
różniczkowego

F (t, x, x′, . . . , x(n)) = 0

nazywać b ↪edziemy każd ↪a funkcj ↪e φ : (a, b) → X o w�lasnościach
(1) φ jest n-krotnie różniczkowalna na (a, b),
(2) (t, φ(t), φ′(t), . . . , φn(t)) ∈ V dla t ∈ (a, b),
(3) F (t, φ(t), φ′(t), . . . , φn(t)) = 0 dla t ∈ (a, b).

Liczb ↪e n nazywamy rz ↪edem tego równania. Zwykle zwracamy uwag ↪e
tylko na warunek (3), bo w nim ukryte s ↪a dwa poprzednie jako milcz ↪ace
za�lożenia. Zatem równaniami różniczkowymi nie s ↪a:

x′ =

∫ b

a

K(t, s)x(s) ds

(jest to tzw. równanie różniczkowo-ca�lkowe),

x′ = f(t, x(t− r))

(jest to tzw. równanie różniczkowe z opóźnionym argumentem), a także

x′(f(t)) = g(t, x)

i wiele innych.
Potrzeba rozwi ↪azywania równań różniczkowych (i samo poj ↪ecie po-

chodnej) pojawi�la si ↪e najpierw w fizyce. Najbardziej typowe równanie
w fizyce to zależność mi ↪edzy zmian ↪a danej wielkości a sam ↪a t ↪a wielkości ↪a,
czyli – precyzyjniej – mi ↪edzy pochodn ↪a pewnej funkcji zależnej od
czasu a t ↪a funkcj ↪a. Ta zależność jest wyrażona w�laśnie przez równanie
różniczkowe zwyczajne. Wyjaśnia to używane przez nas oznaczenie
zmiennej niezależnej t – tak oznaczany jest w fizyce czas (z ang. time).
Należy jednak podkreślić, że nie zawsze w zastosowaniach zmienna nie-
zależna jest czasem. Pokażemy teraz kilka przyk�ladów zagadnień pro-
wadz ↪acych do równań różniczkowych zwyczajnych.

Przyk�lad 0.1. Przypuśćmy, że poruszaj ↪ac si ↪e jakimś pojazdem (np.
samochodem albo rakiet ↪a) mamy możliwość pomiaru pr ↪edkości w każdej
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chwili, a nie wiemy, jak ↪a drog ↪e pokonalísmy po danym czasie, a wi ↪ec
w jakim punkcie naszej jednowymiarowej drogi jesteśmy w danej chwili.
Oznacza to, że znamy funkcj ↪e pr ↪edkości t �→ v(t), interesuje nas na-
tomiast nasze po�lożenie w dowolnej chwili. Jeśli przez x oznaczyć
po�lożenie na drodze (punkty na drodze utożsamiamy z liczbami rze-
czywistymi), to równaniem opisuj ↪acym x w zależności od t jest

x′ = v(t),

jak wynika po prostu z definicji pr ↪edkości, a rozwi ↪azać to równanie
możemy ca�lkuj ↪ac funkcj ↪e v. Oczywíscie wartość rozwi ↪azania φ w chwili
t możemy określić znaj ↪ac po�lożenie w dowolnej chwili pocz ↪atkowej t0,
powiedzmy x0,

φ(t) = x0 +

∫ t

t0

v(s) ds.

Sytuacja taka jest typowa: poza spe�lnianiem równania różniczkowego
na rozwi ↪azanie nak�ladamy jeszcze dodatkowy warunek. Wynika to
zarówno z argumentacji fizycznej, jak i z samej w�lasności tych równań
– jeśli równanie różniczkowe posiada w ogóle jakieś rozwi ↪azanie, to po-
siada ich nieskończenie wiele, nawet gdy ograniczymy si ↪e do rozwi ↪azań
określonych na przedzia�lach maksymalnych.

Przyk�lad 0.2. Niech teraz, w sytuacji ruchu pojazdu po drodze jed-
nowymiarowej opisanej w przyk�ladzie 0.1, próbujemy przewidzieć jego
po�lożenie, znaj ↪ac zależność pr ↪edkości od miejsca na drodze, w którym
pojazd si ↪e znajduje: v(x). Nieco naci ↪agaj ↪ac rozumowanie, możemy wy-
obrazić sobie, że pojazdem tym jest samochód i poruszamy si ↪e nim z
maksymaln ↪a pr ↪edkości ↪a, uwzgl ↪edniaj ↪ac znaki drogowe, zakr ↪ety (pr ↪ed-
kość zmniejsza si ↪e w określony sposób) i wzniesienia (pod gór ↪e jedziemy
wolniej, a z góry szybciej). Jak poprzednio pr ↪edkość jest pochodn ↪a
funkcji po�lożenia, a wi ↪ec naszym równaniem różniczkowym jest teraz

x′ = v(x).

Jest to jedno z najprostszych równań różniczkowych (tzw. równanie
o zmiennych rozdzielonych), a jednak jego dyskusj ↪e pozostawiamy na
później.
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Przyk�lad 0.3. Niech N(t) oznacza liczb ↪e j ↪ader atomowych pewnej
substancji promieniotwórczej w próbce. J ↪adra te ulegaj ↪a rozpadowi,
przy czym pr ↪edkość tego rozpadu jest proporcjonalna do liczby j ↪ader w
danej chwili. Już samo określenie pr ↪edkości rozpadu nastr ↪ecza pewnych
trudności, ponieważ funkcja N przyjmuje tylko wartości naturalne, a
wi ↪ec nie może być ci ↪ag�la, a z drugiej strony, jako rozwi ↪azanie równania
różniczkowego musi być taka. Zaniedbajmy na razie ten k�lopot i na-
piszmy równanie opisuj ↪ace N(t):

N ′ = −kN,
gdzie k > 0 jest wspó�lczynnikiem proporcjonalności (znak ,,−”po pra-
wej stronie wynika z faktu, że liczba j ↪ader powinna si ↪e zmniejszać wraz
z up�lywem czasu). Rozwi ↪azaniem tego równania jest

N(t) = N(0)e−kt,

co można sprawdzić bezpośrednim rachunkiem. Znowu otrzymamy
różne rozwi ↪azania wybieraj ↪ac różne wartości N(0). Oczywíscie N(t)
dane powyższym wzorem przyjmuje wartości nie tylko ca�lkowite, ale
w praktyce N(t) jest liczb ↪a tak duż ↪a (rz ↪edu 1020), że cz ↪eść u�lamkow ↪a
możemy zaniedbać. Sytuacja, w której modelujemy matematycznie
pewne zjawisko, z natury dyskretne, za pomoc ↪a funkcji ci ↪ag�lej jest ty-
powa i stanowi o wielości zastosowań równań różniczkowych.

Przyk�lad 0.4. Do tej pory w przyk�ladach wyst ↪epowa�ly tylko równania
w przestrzeni X = R, teraz pora na równania wielowymiarowe. Jeśli
przypomnimy sobie równanie II zasady dynamiki Newtona F = ma,
i znaczenie poszczególnych, wyst ↪epuj ↪acych w nim symboli, to okaże si ↪e,
że jest to równanie różniczkowe rz ↪edu drugiego w przestrzeni trójwymia-
rowej:

x′′ = m−1F (t, x, x′);

m oznacza tu mas ↪e punktu materialnego, który porusza si ↪e w prze-
strzeni pod wp�lywem si�ly F zależnej od czasu t ∈ R, po�lożenia tego
punktu w przestrzeni x ∈ R

3 i pr ↪edkości punktu x′ ∈ R
3. W wielu

sytuacjach si�la zależy tylko od x, przy czym funkcja F o wartościach
w R

3 jest pochodn ↪a pewnej funkcji rzeczywistej (tzw. zachowawczy
uk�lad mechaniczny), co bardzo u�latwia rachunki.
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Jeśli punktów materialnych jest wi ↪ecej, np. n, to równanie Newtona
ma postać uk�ladu

x′′i = m−1
i Fi(t, x1, . . . , xn, x

′
1, . . . , x

′
n), i = 1, . . . , n.

Przyjmuj ↪ac x = (x1, . . . , xn) ∈ R
3n, możemy traktować ten uk�lad jako

równanie różniczkowe rz ↪edu drugiego w przestrzeni R
3n. Widać już

potrzeb ↪e badania równań różniczkowych w dowolnych przestrzeniach
skończenie wymiarowych.

Przyk�lad 0.5. W ostatnich 20 latach coraz cz ↪eściej próbuje si ↪e mode-
lować za pomoc ↪a równań różniczkowych (i pokrewnych) uk�lady biolo-
giczne, ekologiczne czy spo�leczne. S ↪a to przybliżenia ogromnie uprasz-
czaj ↪ace, a wi ↪ec niedoskona�le, ale stanowi ↪a pierwsze kroki w kierunku
opisu ilościowego i możliwości przewidywania zjawisk przez te dzie-
dziny wiedzy. Pokażemy przyk�lad takiego modelu. Niech x oznacza
liczb ↪e osobników pierwszego gatunku w danym środowisku, a y liczb ↪e
osobników drugiego gatunku, przy czym pierwszy gatunek (ofiara) sta-
nowi g�lówne pożywienie drugiego (drapieżnik). Jak w przyk�ladzie 0.3,
zaniedbujemy cz ↪eści u�lamkowe x i y. Nietrudno zauważyć, że liczba
osobników każdego gatunku w danej chwili wp�lywa na tempo przyrostu
(być może ujemnego) obu gatunków: liczba ofiar rośnie tym szybciej,
im jest ich wi ↪ecej i im mniej jest drapieżników, a liczba drapieżników
rośnie wraz ze wzrostem liczby ofiar, a spada, gdy drapieżników jest
zbyt dużo. Najprostszym uk�ladem równań opisuj ↪acych te zależności
jest uk�lad równań Lotki–Volterry:

x′ = ax− bxy,

y′ = bxy − cy,

gdzie a, b i c s ↪a sta�lymi dodatnimi. Możemy je traktować jako jedno
równanie rz ↪edu pierwszego w przestrzeni R

2. Liczba uproszczeń, jakich
dokonujemy, wybieraj ↪ac takie równania, jest ogromna (brak innych ga-
tunków, nieuwzgl ↪ednienie sposobu odżywiania gatunku ofiar, propor-
cjonalne warunki wzrostu itd.). Mimo to rozwi ↪azuj ↪ac ten uk�lad, przy
odpowiednio wybranych sta�lych a, b i c, otrzymuje si ↪e wyniki zadzi-
wiaj ↪aco zgodne z rzeczywistości ↪a. Wprowadzaj ↪ac nowe gatunki (czyli
nowe zmienne z, u, . . . ) i uwzgl ↪edniaj ↪ac zależności wyższego rz ↪edu (po
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prawej stronie x2, y2, . . . ) możemy modelować sytuacj ↪e rzeczywist ↪a z
wi ↪eksz ↪a dok�ladności ↪a.

Przyk�lad 0.6. Rozważmy równanie Newtona dla ruchu punktu mate-
rialnego o masie m, zawieszonego na sztywnym i nieważkim drucie o
d�lugości l i umieszczonego w tzw. jednorodnym polu grawitacyjnym.
Oznacza to, że na punkt ten dzia�la si�la ||F || = mg, gdzie g jest pewn ↪a
sta�l ↪a, a kierunek i zwrot tej si�ly też jest sta�ly (,,pionowy w dó�l”). Za-
wieszenie na sztywnym drucie powoduje, że punkt ten może poruszać
si ↪e jedynie po okr ↪egu o środku w punkcie zaczepienia drutu i promieniu
l, a ponadto poza wymienion ↪a si�l ↪a grawitacji dzia�la na niego także si�la
reakcji drutu (na rys. 1 −F1).

Rys.1

Można wykazać, że każde rozwi ↪azanie równania Newtona leży w
pewnej p�laszczyźnie (wyznaczonej przez punkt zaczepienia i wektor
pr ↪edkości w chwili pocz ↪atkowej). Po�lożenie x w tej p�laszczyźnie opisane
jest przez jedn ↪a liczb ↪e rzeczywist ↪a φ – k ↪at mi ↪edzy wektorem F a drutem
naszego wahad�la. Nie ma sensu rozważać wspó�lrz ↪ednej radialnej (od-
leg�lość od punktu zaczepienia), bowiem dla niej suma si�l dzia�laj ↪acych
na punkt wynosi F1 + (−F1) = 0, a wi ↪ec ruch w tej wspó�lrzednej nie
odbywa si ↪e (por. sztywność drutu). Tak wi ↪ec z równania Newtona
pozostanie

m(lφ)′′ = F2,

czyli po wstawieniu F2 = −mg sinφ,

φ′′ +
g

l
sin φ = 0.
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Jest to równanie wahad�la matematycznego. Na lekcjach fizyki w szkole
stosuje si ↪e równanie przybliżone – jeśli φ ≈ 0, to sinφ ≈ φ, co zamienia
równanie wahad�la na równanie oscylatora harmonicznego

φ′′ +
g

l
φ = 0.

Zauważmy jeszcze, że punkty φ i φ+ 2kπ określaj ↪a to samo po�lożenie,
a wi ↪ec na przyk�lad rozwi ↪azanie opisuj ↪ace okresowy obrót wokó�l punktu
zaczepienia nie b ↪edzie funkcj ↪a okresow ↪a. Jest tak dlatego, że równanie
wahad�la opisuje w�laściwie ruch w przestrzeni X = S1, a nie w R.
Powininnísmy zatem rozwijać teori ↪e równań różniczkowych na rozma-
itościach g�ladkich (hiperpowierzchniach), a nie w przestrzeniach ,,p�las-
kich”. Nie zrobimy tego, ponieważ dla zagadnień lokalnych nie ma tu
żadnych różnic, a kwestie dotycz ↪ace globalnych w�lasności rozwi ↪azań s ↪a
bardzo s�labo zbadane i znacznie trudniejsze.

Przyk�lad 0.7. W wielu zagadnieniach fizycznych napotykamy na rów-
nania różniczkowe cz ↪astkowe. Przypuśćmy, że interesuje nas ruch struny
zaczepionej w dwóch punktach końcowych. Jeśli na strun ↪e nie dzia�la
żadna si�la z wyj ↪atkiem jej spr ↪eżystości, to ruch odbywa si ↪e w jednej
p�laszczyźnie, a wychylenie u(x, t) punktu struny leż ↪acego w odleg�lości
x od jednego końca w chwili t jest opisane równaniem (wyprowadzenie
równania falowego i jego dyskusj ↪e można znaleźć w [?]):

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0,

gdzie c jest pewn ↪a sta�l ↪a. Rozwi ↪azanie umusi spe�lniać dwa tzw. warunki
brzegowe, wynikaj ↪ace z faktu zaczepienia struny na końcach:

u(t, 0) = 0 = u(t, l)

dla dowolnego t ∈ R oraz dwa warunki pocz ↪atkowe (powinnísmy znać
po�lożenie i pr ↪edkość każdego punktu struny w chwili t = 0):

u(0, x) = g(x),
∂u

∂t
(0, x) = h(x),

gdzie g i h s ↪a dwiema danymi funkcjami określonymi na [0, l]. Jeżeli
funkcj ↪e u b ↪edziemy traktowali jako t �→ u(t, ·), to równanie cz ↪astkowe
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sprowadza si ↪e do równania zwyczajnego u′′ = c2Au, gdzie A jest opera-
torem dzia�laj ↪acym w pewnej przestrzeni funkcyjnej, której elementami
s ↪a funkcje [0, l] � x �→ R, a operator A różniczkuje je dwukrotnie.
Tutaj jednak natrafiamy na poważn ↪a przeszkod ↪e: nie ma takiej prze-
strzeni Banacha X, aby A : X → X i by�l ci ↪ag�ly. Albo przestrzeń
X jest ogólniejszego typu (np. przestrzeń funkcji klasy C∞ z natu-
raln ↪a topologi ↪a jest przestrzeni ↪a Frécheta, przestrzeń dystrybucji jest
lokalnie wypuk�la itd.), albo operator A przestaje być ci ↪ag�ly i jako li-
niowy jest zdefiniowany tylko na pewnej podprzestrzeni g ↪estej (typo-
wym przyk�ladem jest wybór X = {u ∈ C[0, l] : u(0) = u(l) = 0},
gdy A jest określony na podprzestrzeni funkcji klasy C2(0, l)). Zatem
to równanie różniczkowe zwyczajne nie wpada do klasy badanych tutaj
równań, a teoria równań różniczkowych cz ↪astkowych nie jest fragmen-
tem teorii równań różniczkowych zwyczajnych.

Podamy teraz pewn ↪a metod ↪e rozwi ↪azywania problemów, takich jak
powyższy, pochodz ↪ac ↪a od Fouriera. Prowadzi ona do równań różniczko-
wych zwyczajnych i to takich, w których zmienna niezależna nie jest
czasem. Za�lóżmy wi ↪ec, że rozwi ↪azanie jest szczególnej postaci

u(t, x) = φ(t)ψ(x).

Wstawiaj ↪ac je do równania otrzymamy φ′′(t)ψ(x) = c2φ(t)ψ′′(x), czyli
ilorazy

c−2φ
′′(t)
φ(t)

=
ψ′′(x)

ψ(x)
= λ

musz ↪a być sta�le. Z warunków brzegowych wynika ψ(0) = ψ(l) = 0,
czyli funkcja ψ powinna spe�lniać równanie różniczkowe wraz z dwoma
warunkami:

ψ′′(x) = λψ(x), ψ(0) = ψ(l) = 0.

Jest to przyk�lad tzw. zagadnienia brzegowego, o czym b ↪edzie jeszcze
mowa w tej ksi ↪ażce. Jak �latwo zauważyć, przy każdej wartości λ funk-
cja ψ = 0 spe�lnia wszystkie potrzebne warunki. Jest jednak nieciekawa,
bo zeruje nam ca�le rozwi ↪azanie u. Należy wi ↪ec wybrać takie wartości
λ, przy których problem brzegowy posiada rozwi ↪azanie niezerowe (na-
zywamy je wartościami w�lasnymi problemu brzegowego, co odpowiada
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temu samemu poj ↪eciu dla operatora liniowego, znanemu z algebry li-
niowej). Przekonamy si ↪e później, że wartościami w�lasnymi s ↪a

λn = −n
2π2

l2
, n = 1, 2, . . . ,

a odpowiadaj ↪acymi im rozwi ↪azaniami niezerowymi wielokrotności funk-
cji (w�lasnych)

ψn(x) =

√
2

l
sinn

π

l
x, n = 1, 2, . . .

Tak si ↪e szcz ↪eśliwie sk�lada, że uk�lad funkcji ψn jest ortonormalny zupe�lny
w przestrzeni L2(0, l) (po to pomnożylísmy funkcj ↪e sinus przez

√
2/l,

aby uzyskać norm ↪e 1 funkcji ψn w tej przestrzeni). Nie jest to przypa-
dek, ale podstawowa w�lasność operatorów zwartych samosprz ↪eżonych.
Tym samym przy za�lożeniu, że funkcje g i h należ ↪a do przestrzeni
L2(0, l), możemy je rozwin ↪ać w szereg Fouriera wzgl ↪edem tego uk�ladu

g(x) =

∞∑
n=1

anψn(x), h(x) =

∞∑
n=1

bnψn(x).

Z drugiej strony, jeśli ψ = ψn, to funkcja φ = φn b ↪edzie musia�la spe�lniać
równanie

φ′′
n = −n

2π2c2

l2
φn.

Nietrudno sprawdzić, że funkcje

φn(t) = αn sin n
πc

l
t+ βn cosn

πc

l
t

spe�lniaj ↪a to równanie, a z teorii równań różniczkowych liniowych wy-
nika, że innych rozwi ↪azań nie ma.

Spróbujmy teraz znaleźć rozwi ↪azanie naszego zadania w postaci

u(t, x) =
∞∑

n=1

φn(t)ψn(x),

gdzie funkcje φn nie s ↪a do końca określone, bo musimy jeszcze od-
powiednio wybrać sta�le αn i βn. Nietrudno zauważyć, że warunki na
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funkcj ↪e u, wynikaj ↪ace z zaczepienia struny na końcach, s ↪a spe�lnione
niezależnie od wyboru tych sta�lych. Równanie różniczkowe cz ↪astkowe
b ↪edzie także spe�lnione, o ile dopuszczalne jest różniczkowanie sumy
szeregu wyraz po wyrazie. Pozostaje wyznaczyć sta�le z warunków
pocz ↪atkowych. Mamy

∞∑
n=1

φn(0)ψn(x) = g(x) =

∞∑
n=1

anψn(x),

∞∑
n=1

φ′
n(0)ψn(x) = h(x) =

∞∑
n=1

bnψn(x).

Wobec jednoznaczności rozwini ↪ecia w szereg Fouriera i φn(0) = βn,
φ′

n(0) = nπc
l
αn, dostajemy wzory na szukane sta�le:

αn =
l

nπc
bn, βn = an.

Potrzebnym rozwi ↪azaniem jest wi ↪ec funkcja

u(t, x) =

√
2

l

∞∑
n=1

(
l

nπc
bn sin n

πc

l
t+ an cosn

πc

l
t

)
sin n

π

l
x

dana w postaci sumy szeregu. Aby jednak szereg ten można by�lo
różniczkować wyraz po wyrazie, należy narzucić pewne warunki na ci ↪agi
(an) i (bn), a wi ↪ec na funkcje g i h. Tym problemem nie b ↪edziemy si ↪e
tu zajmować.

Przyk�lad 0.8. W mechanice kwantowej rozważa si ↪e tzw. równanie
Schrödingera, które opisuje g ↪estość prawdopodobieństwa znalezienia
danej cz ↪astki w punkcie. W najprostszym przypadku, kiedy cz ↪astka
znajduje si ↪e w polu si�l o zadanym potencjale V, a przestrzeń jest jed-
nowymiarowa, jest to równanie

u′′ + (λ− V (x))u = 0.

Poszukujemy takich wartości λ, przy których równanie to posiada nie-
zerowe rozwi ↪azanie u ∈ L2(R). Znowu wi ↪ec jest to problem znajdowania
wartości w�lasnych.
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Po tym przegl ↪adzie przyk�ladów praktycznych, wróćmy do matema-
tycznej strony zagadnienia. Widzielísmy, że wi ↪ekszość równań mia�la
postać

x(n) = f(t, x, x′, . . . , x(n−1)).

Z drugiej strony możliwość rozwik�lania równań wzgl ↪edem najwyższej
pochodnej jest w�lasności ↪a dość typow ↪a (por. tw. o funkcji uwik�lanej),
zatem możemy si ↪e zaj ↪ać tylko takimi równaniami. Trzeba oczywíscie
zdawać sobie spraw ↪e z wielu ograniczeń tego podej́scia, bo przecież tw.
o funkcji uwik�lanej informuje tylko o istnieniu lokalnym takiej funkcji f,
ale decyduj ↪acy jest fakt, że nie umiemy zbudować dostatecznie bogatej
teorii dla równań nierozwik�lanych wzgl ↪edem najwyższej pochodnej.

Drugie za�lożenie, jakie czynimy, nie jest restryktywne: ograniczymy
si ↪e w teorii ogólnej do równań rz ↪edu pierwszego. Istotnie, każde równa-
nie F (t, x, x′, . . . , x(n)) = 0 sprowadza si ↪e do uk�ladu równań rz ↪edu
pierwszego:

x′1 = x2,
x′2 = x3,
.............
x′n−1 = xn,
F (t, x1, x2, . . . , xn, x

′
n) = 0,

gdzie x1 reprezentuje sam ↪a funkcj ↪e, x2 – jej pierwsz ↪a pochodn ↪a, . . . , xn

– n−1-sz ↪a pochodn ↪a. Uk�lad ten można traktować jako jedno równanie
w przestrzeni Xn, pami ↪etaj ↪ac o tym, że każd ↪a funkcj ↪e φ : (a, b) → Xn

można uważać za uk�lad n funkcji φi : (a, b) → X, i = 1, . . . , n, a
pochodn ↪a φ jest wtedy uk�lad φ′

i, i = 1, . . . , n. Reasumuj ↪ac, b ↪edziemy
rozważać równania różniczkowe postaci

x′ = f(t, x),

gdzie f : R × X ⊃ U → X i U jest otwarty. Przy naszej definicji
rozwi ↪azania należy za�lożyć ci ↪ag�lość f, aby otrzymać sensown ↪a teori ↪e.
Ta definicja nie jest jedyna, a wi ↪ec i za�lożenie ci ↪ag�lości przy innych
podej́sciach (np. Carathéodory’ego) jest os�labiane.

Z przyczyn wspomnianych przy okazji omawiania przyk�ladów b ↪edzie-
my nak�ladać dodatkowy warunek na rozwi ↪azanie. Najprostszy jest wa-
runek pocz ↪atkowy. Mówimy, że funkcja φ : (a, b) → X jest rozwi ↪azaniem
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zagadnienia pocz ↪atkowego (albo Cauchy’ego):

x′ = f(t, x), x(t0) = x0,

jeżeli φ jest rozwi ↪azaniem powyższego równania różniczkowego, t0 ∈
(a, b) i φ(t0) = x0. Jak �latwo sprawdzić, funkcja φ jest rozwi ↪azaniem
tego zagadnienia pocz ↪atkowego wtedy i tylko wtedy, gdy jest ci ↪ag�lym
rozwi ↪azaniem równania

φ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, φ(s)) ds.

Okazuje si ↪e, że wygodniej jest badać to równanie ca�lkowe zamiast wyj-
ściowego zagadnienia. Wyst ↪epuj ↪aca tutaj ca�lka jest ca�lk ↪a Riemanna
funkcji o wartościach w przestrzeni Banacha. Jej definicja i w�lasności
s ↪a analogiczne, jak dla funkcji rzeczywistej, a wiadomości na ten temat
(i inne) można znaleźć w Dodatku B.

Zdecydowanie wi ↪eksz ↪a cz ↪eść wyk�ladu zajmuje jakościowa teoria rów-
nań różniczkowych, a nie metody rozwi ↪azywania tych równań. Dzieje
si ↪e tak dlatego, że prawie żadnego równania różniczkowego nie można
efektywnie rozwi ↪azać, przy czym stopnie tej nieefektywności s ↪a bar-
dzo różne: niezwykle rzadko rozwi ↪azania możemy wyrazić przez funk-
cje elementarne (albo znane i stablicowane funkcje specjalne); w zasa-
dzie uważa si ↪e równanie za rozwi ↪azane, gdy podamy jego rozwi ↪azania
w postaci ca�lki od danych funkcji lub w postaci szeregu, dla którego
istnieje procedura obliczania wyrazów; ale najcz ↪eściej nie jest aż tak
dobrze. Wówczas cenne s ↪a informacje, takie jak: czy rozwi ↪azanie ist-
nieje, na jaki przedzia�l daje si ↪e przed�lużyć, czy jest funkcj ↪a ograniczon ↪a,
jaka jest klasa g�ladkości tej funkcji, jeśli jest ona określona na prze-
dziale nieograniczonym, to jakie jest jej zachowanie w nieskończoności,
czy ma ona miejsca zerowe i jaki jest ich rozk�lad itp. W�lasności te
chcemy poznać bez rozwi ↪azywania samego równania, a jedynie na pod-
stawie danych funkcji wyst ↪epuj ↪acych w równaniu. Te informacje maj ↪a
podwójne znaczenie. Z jednej strony możemy stwierdzić, czy nasze
rozwi ↪azania pozostaj ↪a z grubsza w zgodzie z zachowaniem obiektu re-
alnego opisanego przez równanie. Jeśli nie, to model matematyczny
należy odrzucić. Jeśli zachodzi jakościowa zgodność, można przej́sć do
drugiego etapu weryfikacji modelu. Znajdujemy wówczas rozwi ↪azania
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przybliżone (por. [?]) równania pos�luguj ↪ac si ↪e na przyk�lad komputerem
i sprawdzamy ich zgodność ilościow ↪a z zachowaniem obiektu realnego.
Do wyboru metody znajdowania rozwi ↪azań przybliżonych także po-
trzebne s ↪a informacje o w�lasnościach rozwi ↪azania dok�ladnego, a przede
wszystkim sam fakt jego istnienia. Nie ma takiej metody numerycznej,
któr ↪a można stosować do wszystkich równań, a ponadto metody o szer-
szym zakresie stosowalności s ↪a mniej dok�ladne. W cz ↪eści I b ↪edziemy
wi ↪ec rozwijać jakościow ↪a teori ↪e równań różniczkowych zwyczajnych, a
w cz ↪eści II przedstawimy szereg metod rachunkowych prowadz ↪acych do
rozwi ↪azania lub opisu rozwi ↪azania takich równań. Obie cz ↪eści zaopa-
trzone s ↪a w ćwiczenia, których rozwi ↪azanie jest w wi ↪ekszości niezb ↪edne
do zrozumienia ca�lości wyk�ladu.

W ostatnich latach coraz cz ↪eściej mówi si ↪e o równaniach różniczko-
wych zwyczajnych z pozycji teorii uk�ladów dynamicznych. W tym
wzgl ↪edzie autor nie jest wi ↪ec oryginalny. W szczególności omówiono
tutaj teori ↪e uk�ladów chaotycznych i zaproponowano eksperymenty nu-
meryczne pozwalaj ↪ace na odkrywanie nowych uk�ladów. Wydaje si ↪e,
że teoria uk�ladów chaotycznych, mimo burzliwego rozwoju, jest ci ↪agle
na etapie doprecyzowania definicji, mnogości hipotez – ich liczba chyba
przekracza liczb ↪e udowodnionych rezultatów – i poszukiwania nowych
metod. Jest dziedzin ↪a maj ↪ac ↪a liczne zastosowania praktyczne, leż ↪ac ↪a
na pograniczu wielu nauk. Nektórzy nawet mówi ↪a o nowym paradyg-
macie matematyki [?].

Ksi ↪ażka zawiera też rozdzia�l o zagadnieniach brzegowych, które
w wi ↪ekszości polskich monografii s ↪a ca�lkowicie nieobecne. S ↪adzimy jed-
nak, że s ↪a one prostym wst ↪epem do zagadnień brzegowych dla równań
różniczkowych cz ↪astkowych, gdzie leż ↪a w samym sercu teorii. Z drugiej
strony ich rozważanie jest prawie niemożliwe bez zastosowania metod
topologicznych analizy nieliniowej bazuj ↪acych na ideach wielkiego pol-
skiego matematyka Juliusza Schaudera (por. Dodatek E).

Pomini ↪eto natomiast ca�lkowicie tematyk ↪e metod numerycznych dla
równań różniczkowych zwyczajnych, które stanowi ↪a ważny element prak-
tycznego zastosowania tej dziedziny. Jeśli używamy komputera do nary-
sowania wykresu rozwi ↪azania równania, czy też jego trajektorii, wtedy
odbywa si ↪e to po uprzednim znalezieniu rozwi ↪azań przybliżonych. Sto-
suj ↪ac zintegrowane pakiety matematyczne, takie jak MAPLE, nie wi-
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dzimy procesu, który si ↪e za tym kryje. Ta tematyka jest jednak bardzo
obszerna i dobrze zaprezentowana w �latwo dost ↪epnej literaturze (po pol-
sku [?, ?, ?]). W dwóch pierwszych wspomnianych pozycjach można
też znaleźć wi ↪ecej informacji o pakiecie MAPLE używanym poniżej w
eksperymentach numerycznych.

Niniejsza ksi ↪ażka powsta�la na bazie notatek z wyk�ladu o metodach
matematycznych mechaniki, prowadzonego wielokrotnie przez autora
dla studentów czwartego roku studiów matematycznych specjalności:
zastosowania matematyki. Znajduje to odbicie w sposobie przedsta-
wienia materia�lu. Zak�ladamy mianowicie znaczne ogólnomatematyczne
przygotowanie czytelnika, chociaż dla u�latwienia na końcu znajduj ↪a
si ↪e dodatki zawieraj ↪ace potrzebne wiadomości z analizy matematycz-
nej w przestrzeniach Banacha, analizy funkcjonalnej, ze szczególnym
uwzgl ↪ednieniem rachunku operatorowego, czy też z topologicznych me-
tod analizy nieliniowej. Czytelnik nieprzyzwyczajony do j ↪ezyka ana-
lizy funkcjonalnej b ↪edzie mia�l jednak ogromne trudności ze zrozumie-
niem tego podr ↪ecznika. J ↪ezyk ten pozwala na wydobycie zasadniczych
treści matematycznych bez balastu zapisu funkcji we wspó�lrz ↪ednych,
ale wymaga znacznej kultury matematycznej. Zdaniem autora również
sztywny i suchy j ↪ezyk, którego cz ↪esto używaj ↪a autorzy podr ↪eczników
matematycznych, utrudnia zrozumienie idei ukrytych w g ↪aszczu sche-
matów do zapami ↪etania. Być może wi ↪ec autor posun ↪a�l si ↪e za daleko
na drodze do ,,ucz�lowieczenia” poruszanych zagadnień. W ten sposób
zreszt ↪a ograniczy�l grono czytelników do studentów studiów matema-
tycznych lat wyższych, doktorantów i zawodowych matematyków spe-
cjalności innych niż równania różniczkowe. Dla nich wszystkich jest
oczywiste, że nie ma innej drogi do opanowania pewnej wiedzy matema-
tycznej niż droga samodzielnych przemyśleń, samodzielnego rozwi ↪azania
zadań (ćwiczeń). St ↪ad wiele zagadnień jest zaledwie poruszonych w
tej ksi ↪ażce, wiele rozumowań ma charakter szkicowy. Znaczn ↪a liczb ↪e
b�l ↪edów wykryli recenzenci tego podr ↪ecznika, a wcześniej także stu-
denci i doktoranci autora, za co w tym miejscu bardzo dzi ↪ekuj ↪e. Nie
zmienia to faktu, że za sposób prezentacji materia�lu, wszelkie usterki i
poważniejsze b�l ↪edy, które być może pozosta�ly, odpowiedzialność ponosi
wy�l ↪acznie autor.
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Eksperymenty numeryczne
W podrozdziale tym przekonamy si ↪e, że pos�luguj ↪ac si ↪e komputerem

osobistym wyposażonym w jakikolwiek program matematyczny wspo-
magaj ↪acy obliczenia – my zastosujemy MAPLE – możemy badać uk�lady
dynamiczne dyskretne i z czasem ci ↪ag�lym, wybieraj ↪ac te, które praw-
dopodobnie s ↪a chaotyczne. Nasze programy, zreszt ↪a bardzo proste,
można z �latwości ↪a prze�lożyć na którykolwiek z systemów: Mathema-
tica, Matlab, czy Derive. Fakt, że programy te mog�la napisać osoba bez
przygotowania informatycznego świadczy o tym, że eksperymentować
w ten sposób z chaosem może w�laściwie każdy. Mamy też nadziej ↪e, że
b ↪edzie to stanowić zach ↪et ↪e do takich dzia�lań. Wydaje si ↪e zreszt ↪a, że w
tej dziedzinie matematyki asysta komputera b ↪edzie konieczna nawet na
tak ,,ludzkim” etapie dzia�lania, jak dowodzenie twierdzeń. Świadcz ↪a o
tym tak spektakularne wyniki, jak prace Mrozka, Mishaikova, Szym-
czaka [?, ?] o chaotyczności uk�ladu Lorenza, nie wspominaj ↪ac o innych.

Zacznijmy od eksperymentów z jednowymiarowymi uk�ladami dys-
kretnymi. Ilustracj ↪a b ↪edzie uk�lad logistyczny

f(x) := µx(1 − x), x ∈ [0, 1],

ale czytelników zach ↪ecamy do zbadania innych, takich jak:

f(x) := µ sin(1 − x/π),

f(x) := x exp(r(1 − x)),

f(x) := r[1 − (2x− 1)4],

i do samodzielnych prób.
iteracje:=proc(f,x0,n)

local i;

x(0):=x0;

for i from 1 to n do

x(i):=f(x(i-1))

od;

PLOT(CURVES([seq([j,x(j)],j=0..n)]));

end:

Procedura iteracje rysuje uci ↪aglony wykres funkcji j → f(j) dla j od
1 do n przy punkcie startu x0.
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iteracje(x->2*x*(1-x),.1,50);

iteracje(x->3*x*(1-x),.1,50);
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Widzimy przyci ↪agaj ↪ac ↪a trajektori ↪e okresow ↪a o okresie 2 na rys. 15. Na
rys. 14 przyci ↪agaj ↪acy jest punkt sta�ly.

iteracje(x->3.5*x*(1-x),.1,50);

iteracje(x->4*x*(1-x),.1,100);
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Na rys. 16 mamy przyci ↪agaj ↪ac ↪a trajektori ↪e o okresie 4, a na rys. 17
nie widać już żadnej trajektorii okresowej. Oczywíscie nie możemy być
pewni, że jej nie ma, bo przyk�ladowo okres może być wi ↪ekszy niż badany
odcinek trajektorii.

iteracje2:=proc(f,x0,y0,n)

local i;

x(0):=x0; y(0):=y0;
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for i from 1 to n do

x(i):=f(x(i-1));

y(i):=f(y(i-1))

od;

PLOT(CURVES([seq([j,x(j)],j=0..n)]),

POINTS(seq([j,y(j)],j=0..n)))

end:

Ta procedura rysuje jednocześnie dwa wykresy dla dwóch punktów startu
x0 i y0. Drugi z nich nie jest uci ↪aglony. Dla bardzo bliskich punktów
startu możemy przekonać si ↪e, że po niewielkiej liczbie kroków trajektorie
ca�lkowicie si ↪e rozchodz ↪a (rysunek poniżej). To zjawisko wrażliwości na
warunki pocz ↪atkowe jest charakterystyczne dla uk�ladów chaotycznych.

iteracje2(x->4*x*(1-x),.1,.10001,30);
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gestosc:=proc(f,dlugosc,r0,rk,m,siec,n)

local i,j,k,step;

step:=(rk-r0)/m;

r(0):=r0;

for j from 0 to m do

r(j):=r(0)+j*step;

for k from 1 to dlugosc/siec do

x(j,0,k):= k*siec;

for i from 1 to n do

x(j,i,k):=f(r(j),x(j,i-1,k))

od;
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od;

od;

PLOT(POINTS(seq(seq(seq([r(j),x(j,i,k)],i=10..n),

k=2..dlugosc/siec),j=0..m),SYMBOL(POINT)));

end:

Procedura powyższa zaznacza na uk�ladzie wspó�lrz ↪ednych (µ, x) trajek-
torie dyskretnego uk�ladu dynamicznego danego przez funkcj ↪e f zależn ↪a
od parametru µ. Dla kolejnych wartości parametru wybiera ca�ly zestaw
trajektorii, przy czym pocz ↪atkowe 10 punktów trajektorii jest opuszcza-
nych. W rezultacie, jeśli trajektoria jest przyci ↪agana przez jakís punkt,
to na wykresie zobaczymy tylko ten punkt, za to ,,pogrubiony”. Jeżeli
dla danej wartości parametru µ trajektorie równomiernie rozk�ladaj ↪a si ↪e
na ca�lym odcinku, wtedy ca�ly przedzia�l nad µ jest zaczerniony. Jeżeli
trajektorie s ↪a przyci ↪agane przez trajektorie okresowe, wówczas nad µ
zobaczymy tylko skończon ↪a liczb ↪e punktów.
Argumenty procedury:
dlugosc – d�lugość odcinka, na którym dzia�la dyskretny uk�lad dyna-
miczny;
r0 – pocz ↪atkowa wartość parametru µ;
rk – końcowa wartość parametru µ;
m – ilość pośrednich wartości µ (na tyle przedzia�lów dzielimy odcinek
[r0, rk];
siec – punktami startu kolejnych trajektorii s ↪a 0 +k· siec, gdzie k

zmienia si ↪e od 1 do dlugosc

siec
;

n – d�lugość trajektorii.
Uwaga. Procedura jest dostosowana do uk�ladów określonych na prze-
dziale o lewym końcu 0. W ogólnym przypadku należa�loby j ↪a nieco zmo-
dyfikować.

gestosc((mu,x)->mu*x*(1-x),1.,3.,4.,100,.1,100);
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Obraz, który widzimy na rys. 19 jest cz ↪esto nazywany ,,drzewem
figowym”. Wartości parametru µ, dla których mamy rozwidlenia, to
punkty bifurkacji podwojenia okresu. Dla wi ↪ekszych wartości µ obraz
jest ciemny. Tam można podejrzewać zachowania chaotyczne uk�ladu.
W tych ciemnych obszarach znajduj ↪a si ↪e w ↪askie przerwy, tzw. ,,okna”,
gdzie znowu mamy przyci ↪agaj ↪ace trajektorie okresowe. Dla µ = 4
znowu mamy zachowanie aperiodyczne.

rozklad:=proc(g,x0,n,m)

local x,i,j,licz;

x(0):=x0:

for j from 1 to m do

licz(j):=0

od:

for i from 1 to n do

x(i):=g(x(i-1));

for j from 1 to m do

if x(i)>=(j-1)/m

and x(i)<j/m then licz(j):=licz(j)+1 fi:

od:

od:

PLOT(CURVES([seq([evalf(j/m),licz(j)/n],j=1..m)]));

end:
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Procedura rozklad rysuje wykres funkcji g ↪estości prawdopodobieństwa
rozk�ladu trajektorii dla dyskretnego uk�ladu dynamicznego na przedziale
[0, 1].
Argumenty procedury:
g – funkcja definiuj ↪aca uk�lad ;
x0 – punkt startu;
n – d�lugość badanego kawa�lka trajektorii; tyle iteracji funkcji g rozpa-
trujemy;
m – liczba równych kawa�lków, na jakie dzielimy przedzia�l [0, 1].
Dla każdego kawa�lka bierzemy cz ↪estość pojawiania si ↪e punktów trajek-
torii w tym kawa�lku.
Charakterystyczny dla uk�ladu logistycznego wykres prawie sta�ly w środ-
ku przedzia�lu, gwa�ltownie rosn ↪acy przy jego krańcach widzimy na rys.
20. Funkcja, któr ↪a tu tylko aproksymujemy jest znana: φ(x) = (π2x(1−
x))−1/2 (por. [?]).

rozklad(x->4*x*(1-x),.2,10000,40);
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Jedn ↪a z najważniejszych charakterystyk liczbowych uk�ladów dyna-
micznych jest wyk�ladnik Lapunowa. Zdefiniujemy go dla uk�ladu se-
midynamicznego dyskretnego na prostej lub odcinku, chociaż istniej ↪a
odpowiedniki dla uk�ladów wielowymiarowych i ci ↪ag�lych. Niech
f : (a, b) → (a, b) b ↪edzie funkcj ↪a klasy C1 i x0 ∈ (a, b). Tworzymy ci ↪ag
(xn) ⊂ (a, b) dany rekurencyjnie:

xn+1 := f(xn), n = 0, 1, . . .
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Wtedy wyk�ladnikiem Lapunowa nazywamy liczb ↪e

λ(x0) := lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

ln |f ′(xi)|.

W wielu ksi ↪ażkach o uk�ladach dynamicznych dla fizyków, chemików,
biologów lub inżynierów, np. [?], zamiast granicy górnej pojawia si ↪e tu
zwyk�la granica, mimo że nie wiemy, czy rozpatrywany ci ↪ag jest zbieżny.
Jeżeli sam ci ↪ag (xi) jest zbieżny do pewnej liczby x∞, to na podstawie
tw. Stolza (zob. dowolny podr ↪ecznik klasycznej analizy matematycz-
nej)

λ(x0) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

ln |f ′(xi)| = lim
n→∞

∑n
i=0 ln |f ′(xi)| −

∑n−1
i=0 ln |f ′(xi)|

(n + 1) − n

= lim
n→∞

ln |f ′(xi)| = ln |f ′(x∞)| ≤ 0,

bo xi −→ x∞ wyklucza |f ′(x∞)| > 1. Nieco trudniej pokazać, że ci ↪ag
w definicji wyk�ladnika Lapunowa jest zbieżny do liczby niedodatniej
dla trajektorii d ↪aż ↪acych do pewnej trajektorii okresowej y0, y1, . . . , yp−1,
gdzie yi+1 = f(yi), yp = y0. Wtedy

λ(x0) =
1

p

p−1∑
i=0

ln |f ′(yi)|.

Jednak także dla innych trajektorii możemy uzyskać istnienie granicy.
Jeszcze innym problemem jest zależność λ od x0. Okazuje si ↪e, że poza
zbiorem miary zero funkcja λ jest sta�la.

Za [?] zobaczmy, jak można interpretować wyk�ladnik Lapunowa.
Wybierzmy x0 i ε > 0. Interesuje nas oszacowanie odchylenia rn(x0, ε)
= |fn(x0 + ε) − fn(x0)|, gdzie fn oznacza n-krotn ↪a iteracj ↪e funkcji f.
Odchylenie to jest w pierwszym przybliżeniu proporcjonalne do ε. Jeśli
zapiszemy

|fn(x0 + ε) − fn(x0)| = ε exp(nµ),

gdzie µ jest liczb ↪a zależn ↪a od ε i n, podzielimy obie strony przez ε i
przejdziemy do granicy z ε→ 0, to dostaniemy

(fn)′(x0) = exp(nµ).

23



St ↪ad po wyliczeniu µ otrzymamy

lim sup
n→∞

µ = lim sup
n→∞

1

n
ln |(fn)′(x0)|

= lim sup
n→∞

1

n
ln

∣∣∣∣∣
n−1∏
i=0

f ′(xi)

∣∣∣∣∣ = λ(x0).

Zatem niedodatniość wyk�ladnika Lapunowa oznacza, że b�l ↪ad, jaki pope�l-
niamy, wybieraj ↪ac nieco zmieniony punkt startu, nie rośnie wzd�luż tra-
jektorii (a nawet maleje, gdy λ(x0) < 0). Jeśli natomiast λ(x0) > 0,
wtedy b�l ↪ad ten rośnie wyk�ladniczo wraz z n. Otrzymujemy wrażliwość
na warunki pocz ↪atkowe przynajmniej w punkcie x0.

lapunov:=proc(f,r0,rk,m,x0,n,epsilon)

local i,j,step,r,la;

step:=(rk-r0)/m;

r(0):=r0;

x(0):=x0;

for j from 0 to m do

r(j):=r(0)+j*step;

for i from 1 to n do

x(i):=f(r(j),x(i-1));

if abs(evalf(subs(x=x(i),diff(f(r(j),x),x))))<10(̂-3)

then x(i):=x(i)+epsilon

else x(i):=x(i)

fi;

od;

la(j):=1/n*sum(ln(abs(subs(x=x(k),diff(f(r(j),x),x)))),

k=1..n);

od;

PLOT(CURVES([seq([r0+k*step,la(k)],k=0..m)]))

end:

Procedura lapunov rysuje wykres funkcji wyk�ladnika Lapunowa dla jed-
nowymiarowego dyskretnego uk�ladu dynamicznego danego przez funkcj ↪e
f w zależności od parametru r (pierwszy argument tej funkcji). Argu-
menty procedury:
f – funkcja dwóch zmiennych;
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r0, rk – zakres zmienności parametru;
m – ilość pośrednich wartości parametru, dla których obliczamy wyk�lad-
nik;
x0 – punkt startu;
n – w definicji wyk�ladnika Lapunowa wyst ↪epuje granica przy n d ↪aż ↪acym
do nieskończoności. Ten parametr trzeba wybrać dość duży, nie mamy
bowiem kontroli nad różnic ↪a mi ↪edzy granic ↪a a n-tym wyrazem ci ↪agu;
epsilon – ma�ly parametr kontrolny zwi ↪azany z problemem, gdy tra-
jektoria zbliży si ↪e za bardzo do punktu, w którym pochodna f znika.
Wówczas logarytm w definicji wyk�ladnika zbliża si ↪e do −∞ i taki sk�lad-
nik albo nie może być obliczony, albo b�l ↪ad z nim zwi ↪azany niszczy wartość
ca�lych obliczeń. Przyj ↪elísmy arbitralnie, że k�lopot pojawia si ↪e, gdy wspo-
mniana pochodna ma modu�l mniejszy od 10−3. Wtedy do punktu trajek-
torii dodajemy epsilon.
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Rys. 21

To jest wykres funkcji parametr → wyk�ladnik Lapunowa dla ukladu
logistycznego. Miejsca zerowe tej funkcji to punkty bifurkacji podwo-
jenia okresu. Przedzia�ly, gdzie ten wyk�ladnik jest dodatni, to obszary
chaosu.

Uwaga 0.1. Dla funkcji x → r sin(πx) należy zapisać π w postaci
przybliżonej (ang. floating number).

Uwaga 0.2. Procedura może źle dzia�lać dla funkcji nieróżniczkowal-
nych w pewnych punktach.
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Dla funkcji x→ r sin(πx) obraz jest, jak widać, bardzo podobny.

Zajmiemy si ↪e teraz jeszcze inn ↪a liczbow ↪a charakterystyk ↪a uk�ladów
1-wymiarowych – funkcj ↪a autokorelacji (por. [?]). Za�lóżmy, że dla
wybranego punktu startu x0 istnieje wartość średnia dla ca�lej trajektorii

x := lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

f i(x0) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

xi.

Oznaczmy przez x̂i odchylenie i-tego punktu trajektorii od wartości
średniej: x̂i := xi−x. Wówczas dla m = 1, 2, 3, . . . możemy zdefiniować
funkcj ↪e autokorelacji

C(m) := lim sup
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

x̂i+mx̂i.

�Latwo zauważyć, że dla trajektorii o okresie p c(p) jest liczb ↪a dodatni ↪a
równ ↪a

1

m

m−1∑
i=0

x̂2
i

(por. z wariancj ↪a rozk�ladu prawdopodobieństwa), a dla pozosta�lych m
C(m) = 0. Podobnie jest dla trajektorii zbliżaj ↪acych si ↪e do okresowych.
W uk�ladach chaotycznych funkcja autokorelacji m �→ C(m) ma wi ↪ecej
niż jeden ,,pik”.

autokorel:=proc(g,z0,n)
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local i,m,xsr,C;

x(0):=z0;

for i from 1 to 2*n do

x(i):=g(x(i-1))

od;

xsr:=sum(x(j),j=0..2*n)/(2*n+1);

for m from 1 to n do

C(m):=sum((x(j+m)-xsr)*(x(j)-xsr),j=0..n)/(n+1)

od;

RETURN(seq([k,C(k)],k=1..n));

end:

Procedura autokorel oblicza przybliżon ↪a funkcj ↪e autokorelacji dla 1-
wymiarowego dyskretnego uk�ladu dynamicznego. Mierzy ona samopo-
dobieństwo sygna�lu x(j), j i jego przesuni ↪ecia x(j +m), j. Argumenty:
g – funkcja;
z0 – punkt startu;
n – liczba iteracji,
natomiast procedura autokorel1 rysuje wykres funkcji autokorelacji
k → C(k).

autokorel1:=proc(g,z0,n)

local i,m,xsr,C;

x(0):=z0;

for i from 1 to 2*n do

x(i):=f(x(i-1))

od;

xsr:=sum(x(j),j=0..2*n)/(2*n+1);

for m from 1 to n do

C(m):=sum((x(j+m)-xsr)*(x(j)-xsr),j=0..n)/(n+1)

od;

PLOT(CURVES([seq([j,C(j)],j=1..n)]));

end:

Zobaczymy efekt zastosowania tych procedur.

autokorel(x->4*x*(1-x):,.1,20);

[1,−.1454893867e− 1], [2,−.9788668647e− 2], [3, .3353366716e− 1],
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[4,−.1869500762e− 1], [5,−.1870018666e− 1], [6,−.7007384153e− 2],
[7,−.9731856133e− 2], [8, .6298727904e− 2], [9,−.2180873155e− 2],
[10,−.4307367347e−2], [11, .1783201632e−1], [12,−.2067747624e−1],
[13, .1264753304e−1], [14,−.1567200480e−1], [15,−.1849488553e−1],
[16, .3019274304e− 1], [17, .4647608576e− 2], [18,−.2092977306e− 1],
[19, .3161403249e− 2], [20, .1862292337e− 1],

autokorel1(x->4*x*(1-x):,.1,100);
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Teraz na jednym wykresie przedstawimy funkcje autokorelacji dla dwóch
wartości parametru

with(plots):

display(autokor1(x->4*x*(1-x),.15,40),autokor1( x->

3.8*x*(1 - x),.15,40));

–0.04

–0.02

0

0.02

0.04

0.06

10 20 30 40

Rys. 24

i dla różnych punktów startu:
display(autokor1(x->4*x*(1-x),.4,40),autokor1(x->

4*x*(1-x),.5,40));
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Ćwiczenie 0.1. Wyjaśnić charakter wykresu bez ,,pików”.

W naszych rozważaniach już kilkakrotnie pojawia�ly si ↪e poj ↪ecia cha-
rakterystyczne dla probabilistyki (wartość średnia, wariancja). O sto-
chastycznym podej́sciu do teorii uk�ladów dynamicznych traktuje ksi ↪aż-
ka [?].

Przejdźmy do uk�ladów dynamicznych z czasem ci ↪ag�lym. Dla uk�ladu
Lorenza możemy zaobserwować zachowanie chaotyczne.

sigma:=10:

b:=evalf(8/3):

r:=25

lorenz:=diff(x(t),t)=sigma*(y(t)-x(t)),diff(y(t),t)=

-x(t)*z(t)+r*x(t) -y(t),diff(z(t),t)=x(t)*y(t)-b*z(t):

ff:=proc(x0,y0,z0)

dsolve({lorenz,x(0)=x0,y(0)=y0,z(0)=z0},[x(t),y(t),z(t)],
numeric,output=listprocedure);

end proc:

Dla r = 25 narysujemy wykres (rys. 26) wspó�lrz ↪ednej x rozwi ↪azania
z przypadkowo wybranym punktem startu dla zakresu zmiennej nie-
zależnej t od 3 do 30, a nast ↪epnie wykresy (rys. 27 i 28) pozosta�lych
dwóch wspó�lrz ↪ednych. Z wykresu x możemy odczytać liczby obiegów
jednego skrzyd�la, aż do przej́scia na drugie (por. podrozdzia�l 9.1).
Nast ↪epnie wykresy wspó�lrz ↪ednych y i z.

with(plots):

odeplot(ff(1,2,3),[t,x(t)],3..30);
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odeplot(ff(1,2,3),[t,y(t)],3..30);

odeplot(ff(1,2,3),[t,z(t)],3..30);
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Na ry 29 i 30 prezentujemy wykresy wspó�lrz ↪ednej x dla punktów startu
różni ↪acych si ↪e o 0.0001. Widzimy, że wykresy różni ↪a si ↪e w liczbach
obiegów skrzyde�l, co sygnalizowalísmy w rozdziale o uk�ladach chaotycz-
nych. Zakres zmiennej t – od 20 do 40. Oczywíscie, gdybyśmy nary-
sowali wykresy od t = 0, to dla ma�lych t oba wykresy prawie by si ↪e
pokrywa�ly.
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odeplot(ff(1,2,3),[t,x(t)],20..40);

odeplot(ff(1.0001,2,3),[t,x(t)],20..40);
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Ćwiczenie 0.2. Powtórzyć powyższe eksperymenty z innymi wartościami
parametru r i innymi punktami startu.

Ćwiczenie 0.3. Zbadać uk�lady Rösslera i Chua.

Czytelnik nieznaj ↪acy MAPLE możo skorzystać z ksi ↪ażki [?] poświ ↪e-
conej uk�ladom dynamicznym ze wspomaganiem komputerowym lub z
każdej innej dotycz ↪acej tego programu.
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