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Wstep

Co to jest réwnanie rézniczkowe? Na tak postawione pytanie nie ma
wlasciwie sensownej odpowiedzi i to z dwoch powodow. Pierwszy z nich
to ogdlna trudnosé logiczna zawarta w samym pojeciu rownania (wszel-
kie definicje w rodzaju ,,dwa wyrazenia potaczone znakiem réwnosci”
nalezy od razu zdyskwalifikowac). Drugi z powodéw wynika z faktu ist-
nienia ogromnej liczby mozliwych sposobow pojawienia sie¢ pochodnej
w rownaniu i rodzajoéw tej pochodnej. Dlatego zdefiniujemy od razu
pojecie rozwiazania réwnania rézniczkowego, traktujac te trzy stowa
lacznie, a na razie, rezygnujac ze Scistosci (wierzac, ze Czytelnik po-
siada intuicje, czym w ogéle jest réwnanie), wymienimy ograniczenia,
jakie bedziemy przyjmowaé¢ ponizej. Przez réwnanie rézniczkowe ro-
zumie¢ wiec bedziemy réwnanie, w ktorym niewiadoma jest funkcja,
przy czym w rownaniu wystapi przynajmniej jedna z pochodnych tej
funkcji. Rozwaza¢ bedziemy jedynie réwnania rézniczkowe zwyczajne,
tzn. argumentem niewiadomej funkcji jest zmienna rzeczywista i tym
samym jej pochodna jest zwyczajna (nie czastkowa). Niewiadoma funk-
cja najczeéciej przyjmuje wartosci w przestrzeni R¥, ale poniewaz wiele
rezultatow dowodzi sie dokladnie tak samo dla dowolnej przestrzeni
Banacha, takie tez bedzie nasze typowe zalozenie. W réwnaniu, poza
pochodnymi réznych rzedow niewiadomej funkcji, moze tez wystapic¢
sama funkcja oraz jej argument. Wszystkie te wielkosci wystepuja w
rownaniu w zlozeniu ,,z zewnatrz” z dana funkcja wielu zmiennych.



Doktadniej, niech X bedzie przestrzenia Banacha, V' bedzie pod-
zbiorem otwartym R x X"t (X" gznacza sume prosta n + 1 egzem-
plarzy przestrzeni X), a F': V. — X. Wtedy rozwiqzaniem réwnania
rozniczkowego

F(t,xz,a',...,2™)=0

nazywa¢ bedziemy kazda funkcje ¢ : (a,b) — X o whasnosciach

(1) ¢ jest n-krotnie rézniczkowalna na (a, b),

(2) (t,o(t), ' (t),...,0"(t)) € V dlat € (a,b),

(3) F(t,p(t),d'(t),...,¢"(t)) =0dlat € (a,b).
Liczbe n nazywamy rzedem tego rownania. Zwykle zwracamy uwage
tylko na warunek (3), bo w nim ukryte sa dwa poprzednie jako milczace
zalozenia. Zatem rownaniami rézniczkowymi nie sa:

b
x’ :/ K(t,s)x(s) ds
a
(jest to tzw. réwnanie rézniczkowo-catkowe),

= f(t,z(t—r))

(jest to tzw. réwnanie rézniczkowe z op6Znionym argumentem), a takze

Z'(f(t) = g(t, )

i wiele innych.

Potrzeba rozwiazywania réwnan rézniczkowych (i samo pojecie po-
chodnej) pojawila sie najpierw w fizyce. Najbardziej typowe réwnanie
w fizyce to zalezno$¢ miedzy zmiana danej wielkosci a sama ta wielkoscia,
czyli — precyzyjniej — miedzy pochodna pewnej funkcji zaleznej od
czasu a ta funkcja. Ta zaleznos¢ jest wyrazona wiasnie przez rownanie
rozniczkowe zwyczajne. Wyjasnia to uzywane przez nas oznaczenie
zmiennej niezaleznej t — tak oznaczany jest w fizyce czas (z ang. time).
Nalezy jednak podkresli¢, ze nie zawsze w zastosowaniach zmienna nie-
zalezna jest czasem. Pokazemy teraz kilka przykladéw zagadnien pro-
wadzacych do réwnan réozniczkowych zwyczajnych.

Przyklad 0.1. Przypusémy, ze poruszajac sie jakims pojazdem (np.
samochodem albo rakieta) mamy mozliwo$¢ pomiaru predkosci w kazdej
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chwili, a nie wiemy, jaka droge pokonaliémy po danym czasie, a wiec
w jakim punkcie naszej jednowymiarowej drogi jesteSmy w danej chwili.
Oznacza to, ze znamy funkcje predkosci ¢ — wv(t), interesuje nas na-
tomiast nasze polozenie w dowolnej chwili. Jesli przez x oznaczy¢
polozenie na drodze (punkty na drodze utozsamiamy z liczbami rze-
czywistymi), to réwnaniem opisujacym x w zaleznosci od t jest

jak wynika po prostu z definicji predkosci, a rozwiaza¢ to rownanie
mozemy catkujac funkcje v. Oczywiscie warto$¢ rozwiazania ¢ w chwili
t mozemy okresli¢ znajac polozenie w dowolnej chwili poczatkowej ¢y,
powiedzmy xg, .
o(t) = xo +/ v(s) ds.

to
Sytuacja taka jest typowa: poza spelnianiem réwnania rézniczkowego
na rozwiazanie nakladamy jeszcze dodatkowy warunek. Wiynika to
zaréwno z argumentacji fizycznej, jak i z samej wtasnosci tych réwnan
— jesli réwnanie rézniczkowe posiada w ogole jakies rozwiazanie, to po-
siada ich nieskonczenie wiele, nawet gdy ograniczymy sie do rozwiazan
okreslonych na przedzialach maksymalnych.

Przyklad 0.2. Niech teraz, w sytuacji ruchu pojazdu po drodze jed-
nowymiarowej opisanej w przyktadzie 0.1, prébujemy przewidzie¢ jego
polozenie, znajac zaleznos¢ predkosci od miejsca na drodze, w ktérym
pojazd sie znajduje: v(z). Nieco naciagajac rozumowanie, mozemy wy-
obrazi¢ sobie, ze pojazdem tym jest samochdd i poruszamy sie nim z
maksymalna predkoscia, uwzgledniajac znaki drogowe, zakrety (pred-
kos¢ zmniejsza sie w okreslony sposéb) i wzniesienia (pod gére jedziemy
wolniej, a z gory szybciej). Jak poprzednio predkosé jest pochodna
funkcji potozenia, a wiec naszym réwnaniem rozniczkowym jest teraz

Jest to jedno z najprostszych réwnan rézniczkowych (tzw. réwnanie
o zmiennych rozdzielonych), a jednak jego dyskusje pozostawiamy na
poézniej.



Przyklad 0.3. Niech N(t) oznacza liczbe jader atomowych pewnej
substancji promieniotwérczej w prébee. Jadra te ulegaja rozpadowi,
przy czym predkos¢ tego rozpadu jest proporcjonalna do liczby jader w
danej chwili. Juz samo okreslenie predkosci rozpadu nastrecza pewnych
trudnosci, poniewaz funkcja N przyjmuje tylko wartosci naturalne, a
wiec nie moze by¢ ciagla, a z drugiej strony, jako rozwiazanie rownania
rozniczkowego musi by¢ taka. Zaniedbajmy na razie ten klopot i na-
piszmy réwnanie opisujace N (t):

N' = —kN,

gdzie k > 0 jest wspolczynnikiem proporcjonalnosei (znak ,,—”po pra-
wej stronie wynika z faktu, ze liczba jader powinna sie zmniejsza¢ wraz
z uplywem czasu). Rozwiazaniem tego réwnania jest

N(t) = N(0)e ™,

co mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. Znowu otrzymamy
rézne rozwiazania wybierajac rézne wartosci N(0). Oczywiscie N (t)
dane powyzszym wzorem przyjmuje wartosci nie tylko calkowite, ale
w praktyce N(t) jest liczba tak duza (rzedu 10?°), ze cze$¢ utamkowa
mozemy zaniedba¢. Sytuacja, w ktérej modelujemy matematycznie
pewne zjawisko, z natury dyskretne, za pomoca funkcji ciagtej jest ty-
powa i stanowi o wieloSci zastosowan rownan rézniczkowych.

Przyklad 0.4. Do tej pory w przykiadach wystepowaly tylko rownania
w przestrzeni X = R, teraz pora na réwnania wielowymiarowe. Jesli
przypomnimy sobie rownanie I zasady dynamiki Newtona F' = ma,
i znaczenie poszczegdlnych, wystepujacych w nim symboli, to okaze sie,
ze jest to rownanie rozniczkowe rzedu drugiego w przestrzeni tréjwymia-
rowej:

" =m  F(t, 2, 1),

m oznacza tu mase punktu materialnego, ktory porusza sie w prze-
strzeni pod wplywem silty F' zaleznej od czasu t € R, polozenia tego
punktu w przestrzeni x € R3 i predkosci punktu 2/ € R3. W wielu
sytuacjach sita zalezy tylko od z, przy czym funkcja F' o wartos$ciach
w R3 jest pochodna pewnej funkcji rzeczywistej (tzw. zachowawczy
uklad mechaniczny), co bardzo utatwia rachunki.
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Jesli punktéw materialnych jest wiecej, np. n, to réwnanie Newtona
ma posta¢ uktadu

"o —1 / / L
x; =m; Fi(t,xy,...,¢p, 2, ...,2,), i=1,...,n

Przyjmujac = (1,...,7,) € R3 mozemy traktowa¢ ten uktad jako
réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego w przestrzeni R3". Widaé juz
potrzebe badania réwnan rézniczkowych w dowolnych przestrzeniach
skoniczenie wymiarowych.

Przyklad 0.5. W ostatnich 20 latach coraz czesciej probuje sie mode-
lowaé za pomoca réwnan rézniczkowych (i pokrewnych) uktady biolo-
giczne, ekologiczne czy spoteczne. Sa to przyblizenia ogromnie uprasz-
czajace, a wiec niedoskonale, ale stanowia pierwsze kroki w kierunku
opisu ilodciowego i mozliwosci przewidywania zjawisk przez te dzie-
dziny wiedzy. Pokazemy przykilad takiego modelu. Niech x oznacza
liczbe osobnikéw pierwszego gatunku w danym srodowisku, a y liczbe
osobnikéw drugiego gatunku, przy czym pierwszy gatunek (ofiara) sta-
nowi gléwne pozywienie drugiego (drapieznik). Jak w przyktadzie 0.3,
zaniedbujemy czesci utamkowe x i y. Nietrudno zauwazy¢, ze liczba
osobnikéw kazdego gatunku w danej chwili wplywa na tempo przyrostu
(by¢ moze ujemnego) obu gatunkéw: liczba ofiar ro$nie tym szybciej,
im jest ich wiecej i im mniej jest drapieznikéw, a liczba drapieznikéw
rosnie wraz ze wzrostem liczby ofiar, a spada, gdy drapieznikéw jest
zbyt duzo. Najprostszym uktadem réwnan opisujacych te zaleznosci
jest uktad rownan Lotki—Volterry:

¥ = ax — bxy,

y' = bxy —cy,
gdzie a, b i c sa stalymi dodatnimi. Mozemy je traktowac jako jedno
réwnanie rzedu pierwszego w przestrzeni R?. Liczba uproszezeni, jakich
dokonujemy, wybierajac takie réwnania, jest ogromna (brak innych ga-
tunkéw, nieuwzglednienie sposobu odzywiania gatunku ofiar, propor-
cjonalne warunki wzrostu itd.). Mimo to rozwiazujac ten uktad, przy
odpowiednio wybranych stalych a, b i ¢, otrzymuje si¢ wyniki zadzi-
wiajaco zgodne z rzeczywistoscia. Wprowadzajac nowe gatunki (czyli
nowe zmienne z, u, ...) i uwzgledniajac zaleznosci wyzszego rzedu (po
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prawej stronie z2, 3%, ...) mozemy modelowaé sytuacje rzeczywista, z
wicksza, dokladnoscig.

Przyklad 0.6. Rozwazmy rownanie Newtona dla ruchu punktu mate-
rialnego o masie m, zawieszonego na sztywnym i niewazkim drucie o
dtugosci [ i umieszczonego w tzw. jednorodnym polu grawitacyjnym.
Oznacza to, ze na punkt ten dziata sita ||F|| = mg, gdzie g jest pewna
stala, a kierunek i zwrot tej sity tez jest staly (,,pionowy w dét”). Za-
wieszenie na sztywnym drucie powoduje, ze punkt ten moze poruszac
sie jedynie po okregu o srodku w punkcie zaczepienia drutu i promieniu
[, a ponadto poza wymieniona, sita grawitacji dziala na niego takze sita
reakcji drutu (na rys. 1 —F7p).

Rys.1

Mozna wykaza¢, ze kazde rozwiazanie réwnania Newtona lezy w
pewnej plaszczyznie (wyznaczonej przez punkt zaczepienia i wektor
predkosci w chwili poczatkowej). Polozenie = w tej ptaszczyznie opisane
jest przez jedna liczbe rzeczywista ¢ — kat miedzy wektorem F' a drutem
naszego wahadla. Nie ma sensu rozwazaé wspélrzednej radialnej (od-
legtosé od punktu zaczepienia), bowiem dla niej suma sit dzialajacych
na punkt wynosi F; + (—F;) = 0, a wiec ruch w tej wspdhrzednej nie
odbywa sie (por. sztywnos$¢ drutu). Tak wiec z rownania Newtona
pozostanie

m(lgb)” = FQa

czyli po wstawieniu £y, = —mg sin ¢,

(b”—l—%sin(b: 0.



Jest to réwnanie wahadta matematycznego. Na lekcjach fizyki w szkole
stosuje sie rownanie przyblizone — jesli ¢ ~ 0, to sin ¢ ~ ¢, co zamienia
rownanie wahadta na réwnanie oscylatora harmonicznego

¢/l+%¢20

Zauwazmy jeszcze, ze punkty ¢ i ¢ + 2knw okreslaja to samo polozenie,
a wiec na przyktad rozwiazanie opisujace okresowy obrot wokot punktu
zaczepienia nie bedzie funkcja okresowa. Jest tak dlatego, ze réwnanie
wahadla opisuje wladciwie ruch w przestrzeni X = S!, a nie w R.
Powininnismy zatem rozwija¢ teorie rownan rézniczkowych na rozma-
itosciach gladkich (hiperpowierzchniach), a nie w przestrzeniach ,,ptas-
kich”. Nie zrobimy tego, poniewaz dla zagadnien lokalnych nie ma tu
zadnych réznic, a kwestie dotyczace globalnych wtasnosci rozwiazan sa
bardzo stabo zbadane i znacznie trudniejsze.

Przyklad 0.7. W wielu zagadnieniach fizycznych napotykamy na réw-
nania rozniczkowe czastkowe. Przypusémy, ze interesuje nas ruch struny
zaczepionej w dwoch punktach koncowych. Jesli na strune nie dziata
zadna sita z wyjatkiem jej sprezystosci, to ruch odbywa sie w jednej
plaszczyznie, a wychylenie u(z,t) punktu struny lezacego w odleglosci
x od jednego korica w chwili ¢ jest opisane réwnaniem (wyprowadzenie
réwnania falowego i jego dyskusje mozna znalezé w [?]):

gdzie c jest pewna stala. Rozwiazanie u musi spelnia¢ dwa tzw. warunki
brzegowe, wynikajace z faktu zaczepienia struny na koncach:

u(t,0) =0 =u(t,1)
dla dowolnego t € R oraz dwa warunki poczatkowe (powinnismy znaé
polozenie i predko$¢ kazdego punktu struny w chwili ¢ = 0):

u(0.0)=ge),  SH0.2) = h(a)

gdzie g i h sa dwiema danymi funkcjami okreslonymi na [0,[]. Jezeli
funkcje u bedziemy traktowali jako ¢ — wu(t,-), to réwnanie czastkowe
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sprowadza sie do réwnania zwyczajnego u” = c?Au, gdzie A jest opera-
torem dzialajacym w pewnej przestrzeni funkcyjnej, ktorej elementami
sa funkcje [0,{] > = — R, a operator A rézniczkuje je dwukrotnie.
Tutaj jednak natrafiamy na powazna przeszkode: nie ma takiej prze-
strzeni Banacha X, aby A : X — X i byt ciagly. Albo przestrzen
X jest ogdlniejszego typu (np. przestrzen funkcji klasy C'* z natu-
ralna topologia jest przestrzenia Frécheta, przestrzen dystrybucji jest
lokalnie wypukta itd.), albo operator A przestaje by¢ ciagty i jako li-
niowy jest zdefiniowany tylko na pewnej podprzestrzeni gestej (typo-
wym przykltadem jest wybér X = {u € C[0,1] : u(0) = u(l) = 0},
gdy A jest okreslony na podprzestrzeni funkcji klasy C?(0,1)). Zatem
to réwnanie rozniczkowe zwyczajne nie wpada do klasy badanych tutaj
rownan, a teoria réwnan rézniczkowych czastkowych nie jest fragmen-
tem teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Podamy teraz pewna metode rozwiazywania problemoéw, takich jak
powyzszy, pochodzaca od Fouriera. Prowadzi ona do réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych i to takich, w ktérych zmienna niezalezna nie jest
czasem. Zalézmy wiec, ze rozwiazanie jest szczegdlnej postaci

u(t, z) = o(t)i(x).

Wstawiajac je do réwnania otrzymamy ¢ (t)y(x) = 2o(t)y" (), czyli

ilorazy
L _ @)
o(t)  (x)
musza by¢ stale. Z warunkéw brzegowych wynika ¢(0) = (1) = 0,
czyli funkcja 1) powinna spehlia¢ rownanie rézniczkowe wraz z dwoma
warunkami:

Vix) = Mp(x),  P(0) =9(l) = 0.

Jest to przyktad tzw. zagadnienia brzegowego, o czym bedzie jeszcze
mowa w tej ksiazce. Jak tatwo zauwazy¢, przy kazdej wartosci A funk-
cja ¢ = 0 spelnia wszystkie potrzebne warunki. Jest jednak niecickawa,
bo zeruje nam cale rozwiazanie u. Nalezy wiec wybra¢ takie wartosci
A, przy ktérych problem brzegowy posiada rozwiazanie niezerowe (na-
zywamy je wartosciami wlasnymi problemu brzegowego, co odpowiada
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temu samemu pojeciu dla operatora liniowego, znanemu z algebry li-

niowej). Przekonamy sie pdzniej, ze wartosciami wlasnymi sa

n?n?
R

Ay = —

n=12...

Y

a odpowiadajacymi im rozwiazaniami niezerowymi wielokrotnosci funk-

cji (whasnych)
2
Yn(z) = \/;Sinn?’c, n=12,...

Tak sie szczesliwie sktada, ze uktad funkceji ¢, jest ortonormalny zupelny
w przestrzeni L?(0,1) (po to pomnozylismy funkcje sinus przez \/T/Z,
aby uzyska¢ norme 1 funkcji ¢, w tej przestrzeni). Nie jest to przypa-
dek, ale podstawowa wiasnos¢ operatorow zwartych samosprzezonych.
Tym samym przy zalozeniu, ze funkcje g i h naleza do przestrzeni
L*(0,1), mozemy je rozwina¢ w szereg Fouriera wzgledem tego uktadu

g(x) = Zanwn(x)a h(x) = anwn(x>

7 drugiej strony, jesli ¢ = 1, to funkcja ¢ = ¢,, bedzie musiala spetniac¢
rownanie

, o nPmic

="

Nietrudno sprawdzi¢, ze funkcje

Pn-

¢n(t) = ay sin n%t + 3, cos n%t

speiaja to réwnanie, a z teorii réwnan rozniczkowych liniowych wy-
nika, ze innych rozwiazan nie ma.
Sprébujmy teraz znalezé rozwiazanie naszego zadania w postaci

u(ta :E) = Z %(t)wn@),

gdzie funkcje ¢, nie sa do konca okreslone, bo musimy jeszcze od-
powiednio wybraé stale «a,, i (,. Nietrudno zauwazy¢, ze warunki na
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funkcje u, wynikajace z zaczepienia struny na koncach, sa spelmione
niezaleznie od wyboru tych stalych. Réwnanie rézniczkowe czastkowe
bedzie takze spelnione, o ile dopuszczalne jest rézniczkowanie sumy
szeregu wyraz po wyrazie. Pozostaje wyznaczy¢ stale z warunkow
poczatkowych. Mamy

Z%(O)%@) = g($) = Z anwn(x)a

D G0 (x) = h(x) =D butha(x).

Wobec jednoznacznosci rozwiniecia w szereg Fouriera i ¢, (0) = (,,

¢,,(0) = " a,, dostajemy wzory na szukane state:

Qp = —bna ﬁn = Qp-

Potrzebnym rozwiazaniem jest wiec funkcja

2~ [ !
u(t,x) = \/;; <%bn sin nWTCt + ay, cos nWTCt) sin n?m

dana w postaci sumy szeregu. Aby jednak szereg ten mozna bylo
rozniczkowaé wyraz po wyrazie, nalezy narzuci¢ pewne warunki na ciagi
(an) i (bn), a wiec na funkcje g i h. Tym problemem nie bedziemy sie
tu zajmowac.

Przyklad 0.8. W mechanice kwantowej rozwaza sie tzw. rdwnanie
Schrodingera, ktére opisuje gesto$¢ prawdopodobienstwa znalezienia
danej czastki w punkcie. W najprostszym przypadku, kiedy czastka
znajduje sie w polu sit o zadanym potencjale V, a przestrzen jest jed-
nowymiarowa, jest to rownanie

u" + (N=V(x)u=0.

Poszukujemy takich wartosci A, przy ktérych rownanie to posiada nie-
zerowe rozwiazanie u € L*(R). Znowu wiec jest to problem znajdowania
wartosci wlasnych.
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Po tym przegladzie przyktadéw praktycznych, wréémy do matema-
tycznej strony zagadnienia. WidzieliSmy, ze wiekszos¢ rownan miata
postac

e = f(t,z, ... "),

Z drugiej strony mozliwo$¢ rozwiklania réwnan wzgledem najwyzszej
pochodnej jest wlasnoscia dosé typowa (por. tw. o funkcji uwiklanej),
zatem mozemy sie zaja¢ tylko takimi réwnaniami. Trzeba oczywiscie
zdawacé sobie sprawe z wielu ograniczen tego podejscia, bo przeciez tw.
o funkcji uwiklanej informuje tylko o istnieniu lokalnym takiej funkcji f,
ale decydujacy jest fakt, ze nie umiemy zbudowaé¢ dostatecznie bogatej
teorii dla réwnan nierozwiktanych wzgledem najwyzszej pochodne;j.
Drugie zalozenie, jakie czynimy, nie jest restryktywne: ograniczymy
sie w teorii ogdlnej do réwnan rzedu pierwszego. Istotnie, kazde rowna-

nie F(t,z,2',...,2) = 0 sprowadza sic do ukladu réwnan rzedu
pierwszego:

x| = xg,

xIQ = I3,

x;z—l = T,

’
F(t,l'l,.fll'g,...,l'n,xn) = O’

gdzie x; reprezentuje sama funkcje, xo — jej pierwsza pochodna, ..., x,
—n— 1-sza pochodna. Uktad ten mozna traktowac jako jedno rownanie
w przestrzeni X", pamietajac o tym, ze kazda funkcje ¢ : (a,b) — X™
mozna uwazaé za uklad n funkcji ¢; : (a,0) — X, i = 1,...,n, a
pochodna ¢ jest wtedy uktad ¢, i = 1,...,n. Reasumujac, bedziemy
rozwazaé rownania rozniczkowe postaci

x' = f(t,l’),

gdzie f : Rx X D U — X iU jest otwarty. Przy naszej definicji
rozwiazania nalezy zalozy¢ ciaglo$¢ f, aby otrzymaé sensowna teorie.
Ta definicja nie jest jedyna, a wiec i zalozenie ciaglo$ci przy innych
podejsciach (np. Carathéodory’ego) jest ostabiane.

Z przyczyn wspomnianych przy okazji omawiania przyktadow bedzie-
my naktada¢ dodatkowy warunek na rozwiazanie. Najprostszy jest wa-
runek poczatkowy. Méwimy, ze funkcja ¢ : (a,b) — X jest rozwiazaniem
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zagadnienia poczatkowego (albo Cauchy’ego):

¥ = f(t,x), z(to) = o,

jezeli ¢ jest rozwiazaniem powyzszego réwnania rozniczkowego, to €
(a,b) i ¢(ty) = xo. Jak tatwo sprawdzi¢, funkcja ¢ jest rozwiazaniem
tego zagadnienia poczatkowego wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciaglym
rozwigzaniem réwnania

o(t) = o +/t f(s,0(s)) ds.

Okazuje sie, ze wygodniej jest bada¢ to réwnanie catkowe zamiast wyj-
Sciowego zagadnienia. Wystepujaca tutaj calka jest catka Riemanna
funkcji o wartosciach w przestrzeni Banacha. Jej definicja i wlasnosci
sa analogiczne, jak dla funkcji rzeczywistej, a wiadomosci na ten temat
(i inne) mozna znalezé w Dodatku B.

Zdecydowanie wigksza czes¢ wyktadu zajmuje jakosciowa teoria réw-
nan rozniczkowych, a nie metody rozwiazywania tych réwnan. Dzieje
si¢ tak dlatego, ze prawie zadnego rownania rézniczkowego nie mozna
efektywnie rozwiazaé, przy czym stopnie tej nieefektywnosci sa bar-
dzo rézne: niezwykle rzadko rozwiazania mozemy wyrazi¢ przez funk-
cje elementarne (albo znane i stablicowane funkcje specjalne); w zasa-
dzie uwaza sie réwnanie za rozwiazane, gdy podamy jego rozwiazania
w postaci calki od danych funkcji lub w postaci szeregu, dla ktorego
istnieje procedura obliczania wyrazéw; ale najczesciej nie jest az tak
dobrze. Wéwczas cenne sa informacje, takie jak: czy rozwiazanie ist-
nieje, na jaki przedzial daje sie przedtuzy¢, czy jest funkcja ograniczona,
jaka jest klasa gladkosci tej funkcji, jesli jest ona okreslona na prze-
dziale nieograniczonym, to jakie jest jej zachowanie w nieskonczonosci,
czy ma ona miejsca zerowe 1 jaki jest ich rozklad itp. Wlasnosci te
chcemy poznaé bez rozwiazywania samego rownania, a jedynie na pod-
stawie danych funkcji wystepujacych w rownaniu. Te informacje maja
podwdjne znaczenie. 7 jednej strony mozemy stwierdzi¢, czy nasze
rozwiazania pozostaja z grubsza w zgodzie z zachowaniem obiektu re-
alnego opisanego przez rownanie. Jesli nie, to model matematyczny
nalezy odrzuci¢. Jesli zachodzi jakosciowa zgodnos$¢, mozna przejs¢ do
drugiego etapu weryfikacji modelu. Znajdujemy wowczas rozwiazania
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przyblizone (por. [?]) réwnania postugujac sie na przyktad komputerem
i sprawdzamy ich zgodnos¢ ilosciowa z zachowaniem obiektu realnego.
Do wyboru metody znajdowania rozwiazan przyblizonych takze po-
trzebne sa informacje o wlasnos$ciach rozwiazania doktadnego, a przede
wszystkim sam fakt jego istnienia. Nie ma takiej metody numerycznej,
ktora mozna stosowa¢ do wszystkich rownan, a ponadto metody o szer-
szym zakresie stosowalnosci sa mniej dokladne. W czesci I bedziemy
wiec rozwija¢ jakosciowa teorie réwnan rozniczkowych zwyczajnych, a
w czesci 1 przedstawimy szereg metod rachunkowych prowadzacych do
rozwiazania lub opisu rozwigzania takich rownan. Obie czesci zaopa-
trzone sa w ¢wiczenia, ktorych rozwiazanie jest w wigkszosci niezbedne
do zrozumienia catosci wyktadu.

W ostatnich latach coraz czesciej méwi sie o réwnaniach rézniczko-
wych zwyczajnych z pozycji teorii ukladéw dynamicznych. W tym
wzgledzie autor nie jest wiec oryginalny. W szczegdélnosci omowiono
tutaj teorie uktadow chaotycznych i zaproponowano eksperymenty nu-
meryczne pozwalajace na odkrywanie nowych uktadéw. Wydaje sie,
ze teoria uktadow chaotycznych, mimo burzliwego rozwoju, jest ciagle
na etapie doprecyzowania definicji, mnogosci hipotez — ich liczba chyba
przekracza liczbe udowodnionych rezultatéw — i poszukiwania nowych
metod. Jest dziedzina majaca liczne zastosowania praktyczne, lezaca
na pograniczu wielu nauk. Nektorzy nawet mowia o nowym paradyg-
macie matematyki [?].

Ksiazka zawiera tez rozdziat o zagadnieniach brzegowych, ktére
w wiekszosci polskich monografii sa catkowicie nieobecne. Sadzimy jed-
nak, ze sa one prostym wstepem do zagadnien brzegowych dla réwnan
rozniczkowych czastkowych, gdzie leza w samym sercu teorii. Z drugiej
strony ich rozwazanie jest prawie niemozliwe bez zastosowania metod
topologicznych analizy nieliniowej bazujacych na ideach wielkiego pol-
skiego matematyka Juliusza Schaudera (por. Dodatek E).

Pominieto natomiast catkowicie tematyke metod numerycznych dla
rownan rozniczkowych zwyczajnych, ktére stanowia wazny element prak-
tycznego zastosowania tej dziedziny. Jesli uzywamy komputera do nary-
sowania wykresu rozwiazania rownania, czy tez jego trajektorii, wtedy
odbywa sie to po uprzednim znalezieniu rozwiazan przyblizonych. Sto-
sujac zintegrowane pakiety matematyczne, takie jak MAPLE, nie wi-
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dzimy procesu, ktory sie za tym kryje. Ta tematyka jest jednak bardzo
obszerna i dobrze zaprezentowana w tatwo dostepnej literaturze (po pol-
sku [?7, 7, ?]). W dwéch pierwszych wspomnianych pozycjach mozna
tez znalez¢ wiecej informacji o pakiecie MAPLE uzywanym ponizej w
eksperymentach numerycznych.

Niniejsza ksiazka powstala na bazie notatek z wyktadu o metodach
matematycznych mechaniki, prowadzonego wielokrotnie przez autora
dla studentow czwartego roku studiow matematycznych specjalnosci:
zastosowania matematyki. Znajduje to odbicie w sposobie przedsta-
wienia materiatu. Zakladamy mianowicie znaczne ogélnomatematyczne
przygotowanie czytelnika, chociaz dla utatwienia na koncu znajduja
sie dodatki zawierajace potrzebne wiadomosci z analizy matematycz-
nej w przestrzeniach Banacha, analizy funkcjonalnej, ze szczegdlnym
uwzglednieniem rachunku operatorowego, czy tez z topologicznych me-
tod analizy nieliniowej. Czytelnik nieprzyzwyczajony do jezyka ana-
lizy funkcjonalnej bedzie mial jednak ogromne trudnosci ze zrozumie-
niem tego podrecznika. Jezyk ten pozwala na wydobycie zasadniczych
tresci matematycznych bez balastu zapisu funkcji we wspoétrzednych,
ale wymaga znacznej kultury matematycznej. Zdaniem autora rowniez
sztywny i suchy jezyk, ktérego czesto uzywaja autorzy podrecznikow
matematycznych, utrudnia zrozumienie idei ukrytych w gaszczu sche-
matow do zapamietania. By¢ moze wiec autor posunal sie za daleko
na drodze do ,,uczlowieczenia” poruszanych zagadnien. W ten sposéb
zreszta ograniczyt grono czytelnikéw do studentéow studiéw matema-
tycznych lat wyzszych, doktorantéw i zawodowych matematykow spe-
cjalnosci innych niz réwnania rézniczkowe. Dla nich wszystkich jest
oczywiste, ze nie ma innej drogi do opanowania pewnej wiedzy matema-
tycznej niz droga samodzielnych przemyslen, samodzielnego rozwiazania
zadan (éwiczen). Stad wiele zagadnien jest zaledwie poruszonych w
tej ksiazce, wiele rozumowan ma charakter szkicowy. Znaczna liczbe
bledéw wykryli recenzenci tego podrecznika, a wczesniej takze stu-
denci i doktoranci autora, za co w tym miejscu bardzo dziekuje. Nie
zmienia to faktu, ze za sposéb prezentacji materiatu, wszelkie usterki i
powazniejsze bledy, ktore by¢ moze pozostaly, odpowiedzialnos¢ ponosi
wyltacznie autor.
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Eksperymenty numeryczne

W podrozdziale tym przekonamy sie, ze postugujac sie komputerem
osobistym wyposazonym w jakikolwiek program matematyczny wspo-
magajacy obliczenia — my zastosujemy MAPLE — mozemy bada¢ uktady
dynamiczne dyskretne i z czasem ciaglym, wybierajac te, ktére praw-
dopodobnie sa chaotyczne. Nasze programy, zreszta bardzo proste,
mozna z tatwoscia przetozyé¢ na ktérykolwiek z systemoéow: Mathema-
tica, Matlab, czy Derive. Fakt, ze programy te mogla napisa¢ osoba bez
przygotowania informatycznego swiadczy o tym, ze eksperymentowaé
w ten sposob z chaosem moze wiasciwie kazdy. Mamy tez nadzieje, ze
bedzie to stanowi¢ zachete do takich dziatan. Wydaje sie zreszta, ze w
tej dziedzinie matematyki asysta komputera bedzie konieczna nawet na
tak ,,ludzkim” etapie dziatania, jak dowodzenie twierdzen. Swiadcza o
tym tak spektakularne wyniki, jak prace Mrozka, Mishaikova, Szym-
czaka [?, ?] o chaotycznosci uktadu Lorenza, nie wspominajac o innych.

Zacznijmy od eksperymentéw z jednowymiarowymi ukladami dys-
kretnymi. Ilustracja bedzie uktad logistyczny

f(z) = px(l — x), x € [0,1],

ale czytelnikéw zachecamy do zbadania innych, takich jak:
f(z) == psin(l —x/7),

f(2) = wexp(r(1 - x)),
Fa) =l — (20— 1),
i do samodzielnych préb.
iteracje:=proc(f,x0,n)
local i;
x(0) :=x0;
for i from 1 to n do
x(1) :=f (x(i-1))
od;
PLOT(CURVES ([seq([j,x(j)1,j=0..n)1));
end:
Procedura iteracje rysuje uciaglony wykres funkcji j — f(j) dla j od
1 do n przy punkcie startu z0.
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iteracje(x->2*x*(1-x),.1,50);
iteracje(x->3*x*(1-x),.1,50);

0.54

0.7
0.6
0.4+
0.5
0.31 041
0.3
0.2
0.2
0.14 . . . . . 0.14 . . . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Rys. 14 Rys. 15

Widzimy przyciagajaca trajektorie okresowa o okresie 2 na rys. 15. Na

rys. 14 przyciagajacy jest punkt staly.
iteracje(x->3.5*x*(1-x),.1,50);
iteracje(x—>4xx*(1-x),.1,100);

1
0.8
0.8
0.6 .
041 041
0.2
0.2
0 10 20 30 40 50 0 20 40 60 80 100
Rys. 16 Rys. 17

Na rys. 16 mamy przyciagajaca trajektorie o okresie 4, a na rys. 17
nie wida¢ juz zadnej trajektorii okresowej. Oczywiscie nie mozemy by¢
pewni, ze jej nie ma, bo przyktadowo okres moze by¢ wiekszy niz badany
odcinek trajektorii.

iteracje2:=proc(f,x0,y0,n)
local i;
x(0) :=x0; y(0):=y0;
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for i from 1 to n do
x(1):=f(x(i-1));
y(1) :=f(y(i-1))
od;
PLOT (CURVES([seq([j,x(j)],j=0..n)1),
POINTS (seq([j,y(3)]1,3=0..n)))
end:

Ta procedura rysuje jednoczesnie dwa wykresy dla dwoch punktow startu
x0 1 y0. Drugi z nich nie jest uciaglony. Dla bardzo bliskich punktow
startu mozemy przekonaé sie, Ze po niewielkiej liczbie krokow trajektorie
catkowicie sie rozchodza (rysunek ponizej). To zjawisko wrazliwosci na
warunki poczatkowe jest charakterystyczne dla uktadow chaotycznych.

iteracje2(x—>4*x*(1-x),.1,.10001,30);

0.8
0.6
0.4

0.2

0 5 10 15 20 25 30

Rys. 18

gestosc:=proc(f,dlugosc,r0,rk,m,siec,n)
local i,j,k,step;
step:=(rk-r0) /m;
r(0) :=r0;
for j from O to m do
r(j) :=r(0)+j*step;
for k from 1 to dlugosc/siec do
x(j,0,k):= k*siec;
for i from 1 to n do
x(j,i,k):=f(r(j),x(j,i-1,k))
od;
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od;
od;
PLOT (POINTS(seq(seq(seq([r(j),x(j,i,k)],i=10..n),
k=2..dlugosc/siec),j=0..m) ,SYMBOL(POINT)));
end:

Procedura powyzsza zaznacza na ukladzie wspotrzednych (u,x) trajek-
torie dyskretnego uktadu dynamicznego danego przez funkcje f zaleina
od parametru p. Dla kolejnych wartosci parametru wybiera caty zestaw
tragektorii, przy czym poczatkowe 10 punktow trajektorii jest opuszcza-
nych. W rezultacie, jesl trajektoria jest przyciagana przez jakis punkt,
to na wykresie zobaczymy tylko ten punkt, za to ,,pogrubiony”. Jezeli
dla danej wartosci parametru i trajektorie rownomiernie rozktadajq sie
na catym odcinku, wtedy caty przedziat nad p jest zaczerniony. Jezeli
trajektorie sq przyciagane przez trajektorie okresowe, wowczas nad L
zobaczymy tylko skonczong liczbe punktow.

Argumenty procedury:

dlugosc — dfugos¢ odcinka, na ktorym dziala dyskretny uklad dyna-
miczny;

r0 — poczatkowa wartosé parametru p;

rk — konicowa wartosé parametru ;

m — ilo$¢ posrednich wartosci p (na tyle przedzialow dzielimy odcinek
[r0, rk];

siec — punktami startu kolejnych trajektorii sa O +k- siec, gdzie k
zmienia sie od 1 do dlsuf%;

n — dtugosc trajektori.

Uwaga. Procedura jest dostosowana do uktadow okreslonych na prze-

dziale o lewym koncu 0. W ogolnym przypadku nalezatoby ja nieco zmo-
dyfikowac.

gestosc ((mu,x) ->mu*x*(1-x),1.,3.,4.,100,.1,100);
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0.8

0.4+

0.2

Rys. 19

Obraz, ktéry widzimy na rys. 19 jest czesto nazywany ,,drzewem
figowym”. Wartosci parametru p, dla ktorych mamy rozwidlenia, to
punkty bifurkacji podwojenia okresu. Dla wiekszych wartosci p obraz
jest ciemny. Tam mozna podejrzewaé zachowania chaotyczne uktadu.
W tych ciemnych obszarach znajduja sie waskie przerwy, tzw. ,,okna”,
gdzie znowu mamy przyciagajace trajektorie okresowe. Dla u = 4
znowu mamy zachowanie aperiodyczne.

rozklad:=proc(g,x0,n,m)
local x,i,j,licz;

x(0) :=x0:

for j from 1 to m do
licz(j):=0

od:

for i from 1 to n do
x(1) :=g(x(i-1));
for j from 1 to m do
if x(1)>=(j-1)/m
and x(i)<j/m then licz(j):=licz(j)+1 fi:
od:
od:
PLOT(CURVES ([seq([evalf (j/m),licz(j)/nl,j=1..m)1));
end:
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Procedura rozklad rysuje wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa
rozktadu trajektorii dla dyskretnego uktadu dynamicznego na przedziale
0, 1].
Argumenty procedury:
g — funkcja definiujaca uktad ;
x0 — punkt startu;
n — dlugos¢ badanego kawatka trajektorii; tyle iteracji funkcji g rozpa-
trujemy;
m — liczba réwnych kawalkéw, na jakie dzielimy przedzial [0, 1].
Dla kazdego kawalka bierzemy czestosS¢ pojawiania sie punktow trajek-
torit w tym kawatku.
Charakterystyczny dla uktadu logistycznego wykres prawie staly w $rod-
ku przedzialu, gwaltownie rosnacy przy jego krancach widzimy na rys.
20. Funkcja, ktéra tu tylko aproksymujemy jest znana: ¢(z) = (m2x(1—
2)"/2 (por. [7]).

rozklad (x—>4*x*(1-x),.2,10000,40) ;

0.1
0.08 |
0.06 |
0.04 |
0.02
02 0.4 06 0.8 1
Rys. 20

Jedna z najwazniejszych charakterystyk liczbowych ukladéw dyna-
micznych jest wykladnik Lapunowa. Zdefiniujemy go dla ukladu se-
midynamicznego dyskretnego na prostej lub odcinku, chociaz istnieja
odpowiedniki dla ukladéw wielowymiarowych i ciaglych. Niech
[ : (a,b) — (a,b) bedzie funkcja klasy C' i zy € (a,b). Tworzymy ciag
(zn) C (a,b) dany rekurencyjnie:

Tot1 = f(xn), n=0,1,...
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Wtedy wyktadnikiem Lapunowa nazywamy liczbe

n—1
1
A(zg) := lim sup - Z In|f'(x;)].
i=0

n—o0

W wielu ksiazkach o ukladach dynamicznych dla fizykéw, chemikow,
biologéw lub inzynieréw, np. [?], zamiast granicy gérnej pojawia sie tu
zwykla granica, mimo ze nie wiemy, czy rozpatrywany ciag jest zbiezny.
Jezeli sam ciag (z;) jest zbiezny do pewnej liczby z,, to na podstawie
tw. Stolza (zob. dowolny podrecznik klasycznej analizy matematycz-
nej)

M) = Tim LS In /(o) = fim e B @] = 350 n ()

n—oo N P n—o00 (n -+ 1) —n

= lim In| f/(;)] = In|f'(2e0)] <O,

bo x; — o wyklucza |f'(z)| > 1. Nieco trudniej pokazaé, ze ciag
w definicji wykladnika Lapunowa jest zbiezny do liczby niedodatniej
dla trajektorii dazacych do pewnej trajektorii okresowej yo, y1, - . ., Yp—1,

gdzie yi1 = f(vi), Yp = yo. Wtedy
1221
A(zo) = ];Zlﬂ |f'(yi)]-
=0

Jednak takze dla innych trajektorii mozemy uzyska¢ istnienie granicy.
Jeszcze innym problemem jest zalezno$é¢ A od xy. Okazuje sie, ze poza
zbiorem miary zero funkcja A jest stala.

Za [?] zobaczmy, jak mozna interpretowaé¢ wykladnik Lapunowa.
Wybierzmy xq i € > 0. Interesuje nas oszacowanie odchylenia 7,(zy, )
= |f"(xo + &) — f™(x0)|, gdzie f™ oznacza n-krotna iteracje funkeji f.
Odchylenie to jest w pierwszym przyblizeniu proporcjonalne do e. Jesli
zapiszemy

(0 +€) — F7(w0)| =  exp(np),
gdzie p jest liczba zalezna od e i n, podzielimy obie strony przez ¢ i
przejdziemy do granicy z € — 0, to dostaniemy

(") (o) = exp(np).
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Stad po wyliczeniu p otrzymamy
. . ]- n\/
lim sup g = limsup — In |(f")"(z0)|
n—oo n—oo n

n—1

117 ()

= limsup — In
n—oo n

Zatem niedodatnios¢ wykladnika Lapunowa oznacza, ze btad, jaki popet-
niamy, wybierajac nieco zmieniony punkt startu, nie rosnie wzdtuz tra-
jektorii (a nawet maleje, gdy A(xg) < 0). Jesli natomiast A(zg) > 0,
wtedy blad ten rosnie wyktadniczo wraz z n. Otrzymujemy wrazliwos¢
na warunki poczatkowe przynajmniej w punkcie xg.

lapunov:=proc(f,r0,rk,m,x0,n,epsilon)

local i,j,step,r,la;

step:=(rk-r0) /m;

r(0) :=10;

x(0) :=x0;

for j from O to m do

r(j):=r(0)+j*step;

for i from 1 to n do

x(1) :=f(r () ,x(i-1));

if abs(evalf (subs(x=x(i),diff (f(r(j),x),x))))<10(-3)

then x(i):=x(i)+epsilon

else x(i):=x(i)

fi;

od;

la(j) :=1/n*sum(1ln(abs (subs (x=x (k) ,diff (£ (r(j),x),x)))),

k=1..n);

od;

PLOT (CURVES ([seq([rO+k*step,la(k)],k=0..m)]))

end:
Procedura lapunov rysuje wykres funkcji wyktadnika Lapunowa dla jed-
nowymiarowego dyskretnego uktadu dynamicznego danego przez funkcje
f w zaleznosci od parametru r (pierwszy argument tej funkcjyi). Argu-
menty procedury:
f — funkcja dwoch zmiennych;
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r0, rk — zakres zmiennosci parametru,

m — ilo$¢ poSrednich wartosci parametru, dla ktorych obliczamy wyktad-
nik;

x0 — punkt startu;

n — w definicji wyktadnika Lapunowa wystepuje granica przy n dazacym
do nieskonczonos$ci. Ten parametr trzeba wybrac¢ dosé duzy, nie mamy
bowiem kontroli nad roznicq miedzy granicq a n-tym wyrazem ciqgu,
epsilon — maty parametr kontrolny zwiqzany z problemem, gdy tra-
jektoria zblizy sie za bardzo do punktu, w ktorym pochodna f znika.
Wowczas logarytm w definicji wyktadnika zbliza sie do —oo i taki sktad-
nik albo nie moze byc obliczony, albo blad z nim zwiqzany niszczy warto$é
catych obliczen. Przyjelismy arbitralnie, ze klopot pojawia sie, gdy wspo-
mmniana pochodna ma modut mniejszy od 1073, Wtedy do punktu trajek-
torii dodajemy epsilon.

0.5
26 28 3 32 34 M a
‘
o) V] W
—0.5
_17
~1.5 ]

Rys. 21

To jest wykres funkcji parametr — wykladnik Lapunowa dla ukladu
logistycznego. Miejsca zerowe tej funkcji to punkty bifurkacji podwo-
jenia okresu. Przedzialy, gdzie ten wyktadnik jest dodatni, to obszary
chaosu.

Uwaga 0.1. Dla funkcji * — rsin(mx) nalezy zapisaé m w postaci
przyblizonej (ang. floating number).

Uwaga 0.2. Procedura moze zle dziala¢ dla funkcji nierézniczkowal-
nych w pewnych punktach.
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Rys. 22

Dla funkcji # — rsin(wz) obraz jest, jak widaé, bardzo podobny.

Zajmiemy sie teraz jeszcze inna liczbowa charakterystyka uktadow
l-wymiarowych — funkcja autokorelacji (por. [?]). Zalézmy, ze dla
wybranego punktu startu z( istnieje wartosé srednia dla calej trajektorii

n—1 n—1
1 ; 1
T:=li - ! =1 - G-
pim fim 5 ) fa) = Jim 0 D

Oznaczmy przez ; odchylenie i-tego punktu trajektorii od wartosci
sredniej: z; := x; — 7. Wowcezas dlam = 1,2, 3, ... mozemy zdefiniowaé
funkcje autokorelacyi

n—1

1
C(m) := limsup — Z TitmTi.
=0

n—oo 1

Latwo zauwazy¢, ze dla trajektorii o okresie p c¢(p) jest liczba dodatnia

réwng
-1

.2
Z;

3

1
m

Il
o

(por. z wariancja rozkladu prawdopodobienstwa), a dla pozostatych m
C'(m) = 0. Podobnie jest dla trajektorii zblizajacych sie do okresowych.
W uktadach chaotycznych funkcja autokorelacji m +— C(m) ma wiecej
niz jeden ,,pik”.

autokorel:=proc(g,z0,n)
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local i,m,xsr,C;

x(0) :=z0;

for i from 1 to 2*n do

x(1) :=g(x(i-1))

od;
xsr:=sum(x(j),j=0..2*n)/(2*n+1);
for m from 1 to n do

C(m) :=sum((x(j+m)-xsr)*(x(j)-xsr),j=0..n)/(n+1)
od;

RETURN (seq([k,C(k)],k=1..n));
end:

Procedura autokorel oblicza przyblizong funkcje autokorelacji dla 1-
wymiaroweqgo dyskretnego uktadu dynamicznego. Mierzy ona samopo-
dobiernistwo sygnatu x(7),j i jego przesuniecia x(j + m), j. Argumenty:
g — funkcja;

z0 — punkt startu,

n — liczba iteracyi,

natomiast procedura autokorell rysuje wykres funkcji autokorelacyi

k— C(k).

autokorell:=proc(g,z0,n)

local i,m,xsr,C;

x(0) :=2z0;

for i from 1 to 2*n do
x(1):=f(x(i-1))

od;

xsr:=sum(x(j),j=0..2%n)/(2*n+1);

for m from 1 to n do

C(m) :=sum((x(j+m)-xsr)*(x(j)-xsr),j=0..n)/(n+1)
od;

PLOT (CURVES([seq([j,C(j)],j=1..n)1));
end:

Zobaczymy efekt zastosowania tych procedur.

autokorel (x—>4*x*(1-x):,.1,20);

1, —.1454893867¢ — 1], [2, —.9788668647¢ — 2], [3,.3353366716¢ — 1],
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[4, —.1869500762¢ — 1], [5, —.1870018666¢ — 1], [6, —.7007384153¢ — 2],
[7,—.9731856133¢ — 2|, [8,.6298727904¢ — 2], [9, —.2180873155¢ — 2],
[10, —.4307367347e — 2], [11,.1783201632¢ — 1], [12, —.2067747624e — 1],
[13,.1264753304e — 1], [14, —.1567200480e — 1], [15, —.1849488553¢ — 1],
[16,.3019274304e — 1], [17,.4647608576¢ — 2], [18, —.2092977306¢ — 1],
[19,.3161403249¢ — 2], [20,.1862292337¢ — 1],

autokorell (x->4*x*x(1-x):,.1,100);
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0.01 ¢

—0.01 ¢

—0.02 1

—0.03 7

Rys. 23

Teraz na jednym wykresie przedstawimy funkcje autokorelacji dla dwoch
wartosci parametru

with(plots):
display(autokorl (x->4xx*(1-x),.15,40) ,autokor1( x->
3.8*%x*x(1 - x),.15,40));

0.06 7
0.04 1
0.02 ¢
o]
—0.02 q

—0.04

Rys. 24

i dla réznych punktéw startu:
display(autokorl (x->4x*x*(1-x),.4,40) ,autokorl (x—>
4xx*(1-x),.5,40));
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Rys. 25
Cwiczenie 0.1. Wyjasni¢ charakter wykresu bez ,,pikéw”.

W naszych rozwazaniach juz kilkakrotnie pojawialy si¢ pojecia cha-
rakterystyczne dla probabilistyki (wartosé¢ srednia, wariancja). O sto-
chastycznym podejsciu do teorii ukladéw dynamicznych traktuje ksiaz-

ka [?].

Przejdzmy do uktadéw dynamicznych z czasem ciagltym. Dla uktadu
Lorenza mozemy zaobserwowaé¢ zachowanie chaotyczne.

sigma:=10:
b:=evalf(8/3):
r:=25

lorenz:=diff (x(t),t)=sigma*(y(t)-x(t)),diff(y(t),t)=
—x(t)*z (L) +r*x(t) -y(t),diff(z(t),t)=x(t)*y(t)-bxz(t):

ff:=proc(x0,y0,z0)

dsolve ({lorenz,x(0)=x0,y(0)=y0,z(0)=20}, [x(t) ,y(t),z(t)],
numeric,output=listprocedure) ;

end proc:

Dla r = 25 narysujemy wykres (rys. 26) wspdhrzednej x rozwiazania
z przypadkowo wybranym punktem startu dla zakresu zmiennej nie-
zaleznej t od 3 do 30, a nastepnie wykresy (rys. 27 i 28) pozostatych
dwoch wspotrzednych. 7 wykresu x mozemy odczytaé liczby obiegow
jednego skrzydla, az do przejécia na drugie (por. podrozdzial 9.1).
Nastepnie wykresy wspolrzednych y i z.

with(plots):
odeplot (ff(1,2,3), [t,x(£)],3..30);
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Rys. 26

odeplot (ff(1,2,3), [t,y(£)],3..30);
odeplot (ff(1,2,3),[t,z(t)],3..30);

|

Nary29130p entujemy wykre ywpl zedne J x dla p nktéw startu
rozniacych sie o 0.0001. Widzimy, ze wykres znia ie w liczbach
obiegow skr yd 1 sygnalizowaliSmy w rozdzi 1 kl d ch chaotycz

nych. Zakres zmiennej ¢ — od 20 do 40. Ocz e, gdybysSmy nary-
sowali Wykresy od t = 0, to dla malych ¢ oba Wykresy prawie by sie

pokrywaly.

i W\ il M Ll

Rys. 27 Rys. 28
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odeplot (ff(1,2,3), [t,x(t)],20..40);
odeplot (££(1.0001,2,3), [t,x(t)],20..40);

Rys. 29 Rys. 30

Cwiczenie 0.2. Powtorzy¢ powyzsze eksperymenty z innymi wartosciami
parametru r i innymi punktami startu.

Cwiczenie 0.3. Zbadaé uklady Rosslera i Chua.

Czytelnik nieznajacy MAPLE mozo skorzystaé z ksiazki [?] poswie-
conej ukladom dynamicznym ze wspomaganiem komputerowym lub z
kazdej innej dotyczacej tego programu.
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