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1 Zrédla przyrodnicze roéwnan rézniczkowych
zwyczajnych
1) réwnanie przebytej drogi
2'(t) = v(t)

v — zadana funkcja predkosci, x — droga przebyta po czasie t
2) réwnanie rozpadu promieniotworczego

N'(t) = kN ()

N — liczba jader przed reakcja rozpadu
3) réwnanie ruchu Newtona

ma"(t) = F(t,z(t), 2 (t))

gdzie z : (o, 3) — R3, polozenie punktu materialnego o masie m € R, a
F:R x R x R® — R? zadana funkcja sily
4) réwnanie Lotki—Volterry (uklad drapiezcy i ofiary)

{ (1) = x(t) (a = by(?))

y'(t) = y(t) (—c+ du(t))

a, b, c,d — stale dodatnie, x — liczba ofiar, y — liczba drapieznikéw



5) model epidemii SIR (Kermacka—-McKendricka)

S'(t) = —aS)1(t)
I'(t) = aS(t)I(t) = bI(t)
R(t) = bI(?)

gdzie S liczba podatnych, I liczba chorych, R liczba wyleczonych, a wiec juz
odpornych, a, b — state dodatnie
6) prad elektryczny (obwéd RLC')

LI'(t) = Uy () prawo  Faradaya

Cuy(t) = 1(t

RI( ) = Us(t) prawo  Ohma,
Ui(t) + Us(t) + Us(t) =0  prawo  Kirchof fa,

gdzie I — natezenie pradu, U; — napiecie na cewce indukcyjnej, Uy — napiecie
na kondensatorze, Us — napiecie na oporniku, L — indukcyjno$é¢ cewki, C' —
pojemnos¢ kondensatora, a R — opdr opornika. Stad

() + %1’( £ + %I( H=0

7) najprostszy model ekonomiczny

gdzie K —kapital, Y — wytworzony produkt, C' — konsumpcja. Y jest postulo-
wang funkcja K i L — sita robocza, jednorodna tzn. F(K, L) = LF(K/L,1),
przy czym F'(k) = F(k, 1) jest rosnaca i wlesta, C' = sY. L ros$nie wyktadniczo
L(t) = L(0)e™. Stad réwnanie na kapital na glowe ludnosci

K(t) = (1 - s)F(k(t)) — nk(t)

W dalszym ciagu w rownaniu rézniczkowym opuszczamy argument przy
zmiennych zaleznych.

2 Podstawy

¥ = f(t, )

f:RxRF DU — R* — funkcja ciagla, U — otwarty.
Warunek poczatkowy x(ty) = mp, gdzie t, € R, 2o € R¥ przy czym
(t(), [L’()) eU.
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Réwnania wyzszych rzedéw sprowadzaja sie do rzedu pierwszego np.

2" = F(t,x,2)

przechodzi na

=y

{

y =F(t,z,y)

i X = (z,y), f(t, X) = (y, F(t,x,y)) — jedli x € R¥, to (z,y) € R?.
Definicja rozwiazania réwnania =’ = f(t, z) :
Funkcje ¢ : (o, 3) — R¥ nazywamy rozwiazaniem, gdy dla kazdego t €
(a, B) (t, (1)) € U, () istnieje i

¢'(t) = f(t o(1)).
Lemat podstawowy. Funkcja ¢ jest rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego
'T/ = f(t7 x)?

wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagla i spelia réwnanie catkowe

.T(to) = X

o(t) = 7o -I-/ f(s,0(s))ds.

to

Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznoéci. Niech f : R x RF D
U — R* bedzie ciagta i lipschitzowsko ciagla wzgledem drugiej zmiennej tzn.
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kazdy punkt (¢,7) € U posiada otoczenie V' i stala L takie, ze dla (¢, x1),
(t,x9) € V zachodzi nieréwnos¢

|f(t,z1) — f(t,22)| < L|zy — 22

— symbol | - | oznacza tu i dalej norme euklidesowa w przestrzeni R¥ :

Wtedy kazde zagadnienie poczatkowe dla réwnania z' = f(t,z) posiada
rozwiazanie okreslone w pewnym otoczeniu (ty — d,%y + J). Rozwiazanie to
jest jedyne w tym sensie, ze jedli sa dwa ¢; : (tg — s, 0 + ;) — R¥ i = 1,2,
to na czesci wspolnej ich dziedzin sa one rowne.

Dowdéd. Wybieramy kostke Q = {(¢,x) : |t —to| < a, |x—z0| <D} CV,
na ktorym f spelia warunek Lipschitza wzgledem x ze stala L. Niech M =
supg |f(t, )] i 1
ML
Definiujemy ciag funkeji okreslonych na przedziale [ty —d, to+ 9] o wartosciach
w kuli w R* o érodku z i promieniu b wzorem:

J < min{a,

eolt) = o, @M@:m+[f@%mws

dla n > 0. Indukcyjnie sprawdzamy, ze (s,p,(s)) € @ dla |s —to] < § i
|z — x| < b dla kazdego n, oraz ze @, sa ciagle. Nastepnie zauwazamy, ze
dla ¢ = Lé < 1 mamy

sup lont1(t) — @n(t)| < LS sup lon(t) = on_1(t)| <

< ¢ sup [on-1(t) — ona)] < ... <¢" sup lp1(t) — o).

W konsekwencji dla m > n dostaniemy
Sup [om(t) = n(t)] < (@7 + "7+ g") supla(t) — 2ol

co dowodzi jednostajnej zbieznosci ciagu funkcji ¢,, do pewnej funkcji ciaglej
¢ [to— 6,to+ ] — B(xp,d) (kula w R¥). Z tw. o przechodzeniu do granicy
pod znakiem calki funkcja ¢ spelnia potrzebne réwnanie catkowe.

Gdyby dwie funkcje ¢ i v spehialy to réwnanie catkowe, to

o) = ()] < L/t |o(s) —(s)[ds < q sup [p(s) —(s)],

s€([to,t]

co wobec g < 1 daje |¢(t) — ¢(t)| = 0.
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Jesli opuscimy zalozenie lipschitzowskiej ciaglosci funkcji f wzgledem «x,
to istnienie rozwiazania pozostanie, ale utracimy jednoznacznos¢. Pokazuje
to przyktad

= Va2, z(0) =0,

dla ktérego funkcje () = 01 () = 5t* sa dwoma nieréwnymi poza 0
rozwigzaniami. Istnienie rozwiazania wynika z tw. Schaudera o punkcie
stalym (np. w podreczniku Musielaka ,,Wstep do analizy funkcjonalnej”).

3 Przedluzanie rozwiazan

Jesli rozwiazanie ¢ jest okreslone na przedziale o prawym koncu otwartym /3
i istnieje granica

tlirﬁr{ ot) =z 1 (B,1) €U,

to rozwiazanie to mozna sklei¢ z rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego

v =ftr)  w2(f)=mn

otrzymujac rozwiazanie na szerszym przedziale. W rezultacie przy zalozeniach
tw. oistnieniu i jednoznacznosci kazde rozwiazanie zagadnienia poczatkowego
mozna przedtuza¢ w prawo az do (8 takiego, ze albo f = +oo albo

lim sup |p(t)] = 00
t—pB~

albo
liminf d((¢, p(t)),0U) = 0.

t—pB~

Podobnie dla przedluzania w lewo.

Najczedciej U = (a,b) x R*. Wtedy informacja, ze istnieje taka ciagla
funkcja 9 : (a,b) — R, Ze rozwiazanie zagadnienia poczatkowego spelnia
oszacowanie (a priori)

()] < ()

tam, gdzie jest okreslone, pozwala wykluczy¢ wszystkie inne mozliwosci i ¢
przedtuza sie na caly przedziat (a,b).

Lemat Gronwalla. Niech u, v : [a,b] — R beda ciagle, v > 0, c € R i
to € (a,b). Jezeli

v(t) <c+ /tu(s)v(s) ds dla t>t, (1)

0
to .
v(t) <c- exp/ u(s)ds dla t >t (2)

to
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i analogicznie, gdy w obu nieréwnosciach zamienimy miejscami ¢ i ¢y, dla
t < to.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze nieréwnos$é (1) jest dla kazdego t > tg
ostra. Wtedy

t
v(tg) <c < cexp/ u(s) ds,

to

a wiec z ciagltosci v nieréwnosé
t
u(t) < cexp/ u(s) ds
to

zachodzi dla t z pewnego prawostronnego otoczenia punktu ty. Gdyby nie
zachodzita ona dla wszystkich ¢ > ¢y, to istnialaby liczba t; € (¢, ) taka, ze
dla t € [to,t1) nieréwnos¢ ta jest prawdziwa, a

t1

v(t]) = cexp/ u(s) ds. (3)
to

Ale wtedy

v(t) < c+ /tl u(s)v(s) ds < c+ /t1 u(s) <cexp /su(r) dr) ds

to to to

d t1
:c+c/ expwdw:c+cexpd—c:cexp/ u(r) dr,
0 to

gdzie dla prostoty zapisu oznaczyliSmy

t1
d:/ u(r) dr
to

i zastosowaliSmy podstawienie

Ostatnia nieréwnos¢ przeczy (3).

Jesli zachodzi nieréwnosé nieostra (1), to dla dowolnego € > 0 mamy ostra
nieréwnos¢ (1) ze stala ¢ + € w miejsce ¢. Na mocy pierwszej czesci dowodu
zachodzi ostra nieréwnos$¢ (2) z ¢ + € zamiast c. Z dowolnosci € > 0 wynika
teza. Dla t <ty dowdd jest analogiczny.

Tw. o globalnej rozwiazalnosci. Niech f : (a,b) x R*¥ — R* bedzie
ciagla i lipschitzowsko ciagla wzgledem drugiej zmiennej oraz

|f(t,2)| < M(t)|z| + N(t), dla te€ (a,b), xcRF (4)



gdzie M, N : (a,b) — R sa funkcjami ciaglymi. Wéwczas dowolne zagadnie-
nie poczatkowe
o= f(t,x),  2(to) =

posiada doktadnie jedno rozwiazanie ¢ : (a, b) — R*.

Dowéd. Nalezy poszukaé ograniczenia gérnego |¢|. Ale ¢ spelnia réwnanie
catkowe

o(t) = 70 + / £(5.9)s)) ds, (5)
czyli .
o(®)] < lzol + / (s, 0(s))] ds

< |x0\+/t N(s) ds+/t M(s)|e(s)| ds

dla t € [to,b). Na podstawie lematu Gronwalla dla tych ¢t mamy

lp(t)] < (|$0| + /t:N(S) ds) exp /t: M(s) ds.

Z drugiej czesci lematu Gronwalla wynika ta sama nier6wnosé dla ¢ € (a, to]
z zamiana w calce t z ty. Zatem mamy oszacowanie a priori rozwiazania przez

funkcje
max(to,t) max(to,t)
I(t) = | |xo +/ N(s) ds exp/ M(s) ds.
min(to,t) min(to,t)

O funkcji f, ktéra ma whasnos¢ (4) méwimy, ze ma wzrost liniowy wzgledem
x. Zauwazmy, ze juz dla tak prostego rownania jak

¥ =z2+1,

w ktérym funkcja f(t, z) = 22 +1 ma wzrost szybszy niz liniowy, rozwiazania
na przyklad ¢(t) = tg ¢ nie sa przedtuzalne na cala prosta — ,,po skoniczonym
czasie uciekaja do nieskonczonosci”.

4 Zaleznosc¢ rozwiazania od warunku poczatkowego
i parametru

Oznaczmy przez ., rozwiazanie zagadnienia poczatkowego z' = f(t,x),

x(ty) = x 1 analogicznie przez ¢,, rozwiazanie analogicznego zagadnienia,
gdzie punkt startu x( zastapimy przez x;. Niech f spelnia zalozenia tw. o
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istnieniu i jednoznacznosci, a kostka ), oktérej mowa w dowodzie bedzie na
tyle duza, by oba rozwiazania byly okreslone na przedziale [ty — §,ty + d].
Zastosujmy lemat Gronwalla:

t
|02, () = @ ()] < |1 — o] + L/ |02,(8) = Paq(5)] ds
to
implikuje

t
[ora(8) = a0 < o1 — ol exp | Lds < for — o] exp(L5)

to

i analogicznie, gdy t < ty. Jesli wiec przez ® oznaczymy przestrzen funkcji
ciaglych [tg — 6, + 0] — R* 7z metryka zadana przez norme

ol = sup |p(t)]
[t—to|<8

(zbiezno$¢ jednostajna), to otrzymamy
Tw. o ciaglej zalezno$ci rozwiazania od warunku poczatkowego.
Przy podanych zalozeniach i oznaczeniach odwzorowanie

RkaonaprECI)

jest ciagle. Jedli wiec x,, — xo, to ., — ¢, jednostajnie.

Wybér przedziatu [ty — d,ty + J] nie jest tu istotny. Jesli wszystkie
rozwiazania ciagu ., zadane sa na tym samym przedziale [a,b], to dla
kazdego t; € [a,b] znajdziemy d;, tak, aby warunki tw. o istnieniu i jedno-
znacznosci pozwalaly znalez¢ rozwiazania odpowiednich zagadnien poczatkowych
na [t; — o, t1 + 04, . Nastepnie z pokrycia [a, b] przedziatami (t; — dy,, t1 + dy,)
wybieramy podpokrycie skoriczone, a zbieznos¢ jednostajna na kazdym prze-
dziale pokrycia skonczonego oznacza zbieznosé jednostajna na catym [a, b].

Okazuje sie, ze jesli f jest funkcja gtadka wzgledem x, np. klasy C?, gdzie
p=1,2,...,00, to takze zg — @, (t) jest funkcja klasy CP przy kazdym ¢.
Jest to tzw. tw. o gladkiej zaleznosci rozwiazania od warunku poczatkowego.
Dowéd polega na zrecznym zastosowaniu lematu Gronwalla.

Rozwazmy teraz zagadnienie poczatkowe z parametrem:

= .f(t> xz, :u) ZL’(to) =T (6)

Zalézmy, ze funkcja f : R x R¥ x R D U — R* jest ciagla i lipschitzowsko
ciagta wzgledem x i p :

|f(t7$1>ﬂl) - f(t7$2>u2)| < L(|ZI§'1 - Z'2| + |/"L1 - :u2|)



dla punktéw z pewnego otoczenia dowolnego punktu z U — stata L moze
zaleze¢ od otoczenia. Oznaczmy przez ,,, rozwiazanie tego zagadnie-
nia poczatkowego istniejace na mocy tw. o istnieniu i jednoznacznosci.
Latwo zauwazy¢, ze funkcja ta jest jednoczednie rozwiazaniem zagadnienia
poczatkowego w przestrzeni R¥*1 :

{ = f(t,x,y), x(tg) = o
y' =0, y(to) = p

W rezultacie odwzorowanie (2, it) — ¢4, € P jest ciagle. Mowimy o ciaglej
zaleznosci rozwiazania od parametru. Jesli f jest funkcja klasy CP wzgledem
x, i, to i wspomniane odwzorowanie jest klasy CP. Jesli f jest klasy CP
tylko wzgledem p, to argument x, nalezy ustali¢ i odwzorowanie u — @g,
bedzie klasy C?. Wszedzie p € NU{oo}. Méwimy wtedy o gladkiej zaleznosci
rozwigzania od parametru.

5 Roéwnania wyzszych rzedow
Cata teoria dotyczaca rownania rzedu 1 przenosi sie na:

e = f(t,x, 2 2", ),

gdzie f : RxRFx ... xR*¥ 5V — R¥ dzieki zamianie na uklad réwnowazny:

/

/

x| =y,

!

o= f(t,xy, 29, .., x,)

Jest to réwnanie rzedu pierwszego w R™ X’ = F(t, X), gdzie X = (21, 2o, ..., 2p),
a
F(t,X) = (x9,...,z,, f(t,X)).

Warunki poczatkowe przyjmuja postaé
z(to) = o, 2'(tg) =x1, ...z V(tg) = zp_s.

Przy zalozeniu, ze f jest ciagla i lipschitzowsko ciagla wzgledem X otrzy-
mamy istnienie rozwiazania lokalnego dla dowolnego zagadnienia poczatkowego.
Przy dodatkowym zalozeniu, ze f ma wzrost liniowy wzgledem X

|F(t, 21, @0, . )| < ZMi(t)|xi| + N(t)

otrzymamy rozwiazanie globalne. Rozwiazanie zagadnienia poczatkowego
jest ciagla funkcja (zg,x1,...,2,-1), a gdy f jest klasy CP jako funkcja X,
to i rozwiazanie zalezy w ten sposob od warunkéw poczatkowych.



6 Rownania liniowe

v’ = A(t)x + r(t) (7)

gdzie v € R*, A : (a,b) — M (k) — zadana funkcja ciagta, M (k) oznacza zbiér
macierzy kwadratowych k x k, ktore mozemy utozsamia¢ z odwzorowaniami
liniowymi R¥ — R* r : (a,b) — R* — zadana funkcja ciagla. Z tw. o
istnieniu i jednoznacznosci i z tw. o globalnej rozwiazlnosci kazde zagadnienie
poczatkowe dla réwnania (7) posiada dokladnie jedno rozwiazanie zadane na
calym przedziale (a,b).

Roéwnanie takie nazywamy liniowym, poniewaz operator ¢ — ¢’ — A(t)e
jest liniowy. 7Z algebry wiadomo, ze:

1) zbiér rozwiazan réwnania jednorodnego ' = A(t)x jest przestrzenia
liniowa;

2) jesli znamy jedno rozwiazanie réwnania (7) — ¢g, to dowolne rozwiazanie
tego rownania jest postaci ¢g + 1, gdzie ¥ jest rozwiazaniem rownania jed-
norodnego.

Ustalmy ty € (a,b) i zdefiniujmy odwzorowanie T : R* — C*((a, b), R¥)
wzorem T'(xg) = pu,, gdzie ., jest rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego
' = A(t)zx, x(tg) = xo. Latwo zauwazy¢, ze T jest liniowe i réznowartosciowe.
Zatem jest to izomorfizm R¥ na przestrzen rozwiazan réwnania jednorodnego.
Zatem wymiar tej ostatniej wynosi k.

Jesli wybierzemy baze wspomnianej wyzej przestrzeni liniowej @1, . . ., @k,
i utworzymy funkcje o wartosciach macierzowych ¢ — X (t) € M(k), gdzie
kolejnymi kolumnami macierzy X () sa ¢;(t), to nazywamy ja macierza fun-
damentalna réwnania liniowego. Funkcja X spelia rownanie X' = A(t)X
(tu A(t) X oznacza mnozenie macierzy). Wyznacznik dowolnej macierzy fun-
damentalnej réwnania liniowego nazywamy wronskianem:

W (t) = det X(t).

Tw. Liouville’a. Wronskian rownania liniowego spetia réwnanie
W' =tr A(t) - W,
gdzie tr A oznacza $lad macierzy A

k
tr A= ay, A= laglij-r.
=1

Dowdd. Oznaczmy

e1(t) ©i(t) oh (1)
Wi —det | 4O AO . A0
oht) ) ... gk



Wtedy wykorzystujac réwnosci

k
(@) (1) = aa(t)e] (1)
=1

i wlasnosci wyznacznika dostaniemy

[ oi(t)  wit) i) ]

w/<t>=idet @YE @) .. (Y
[ T T R

PA(t) (1) )

:§3®t iiﬂ%@gw)ﬁjﬂaﬂw@@) ﬁﬁﬂamw@@)

I T () B
A B0 .. o)
Y S et | 0 S ek
PR CI ()

Wida¢, ze dla ¢ # j wiersze i-ty i j-ty pokrywaja sie, a dla ¢ = j otrzymamy
W (t). Stad wynika teza.
W szczegdlnosci

W(t) = Wi(ty) exp /t tr A(s) ds

to

co oznacza, ze W (t) nigdzie nie znika

Ustalmy ¢y € (a,b) i wybierzmy macierz fundamentalna réwnania taka
ze X (tp) = I — macierz jednostkowa. Oznaczmy U (t,ty) = X (t). Mamy wiec
funkcje U : (a,b) x (a,b) — M (k). Spelhia ona warunki:

oU(t, s)
ot

=AUt s),
U(s,s)=1.

Zachodzi tzw. wzor na uzmiennianie stalych na rozwiazanie rownania nie-
jednorodnego (7) z warunkiem poczatkowym z(ty) = o :

¢®zU@M%+[U@W@M&

to
Do dowodu wystarczy zastosowaé wilasnosci U (uwaga na rézniczkowanie
calki — t wystepuje w dwoch miejscach: jako granica catkowania i w funkcji
podcatkowe;j.

11



7 Roéwnania liniowe o stalych wspoétczynnikach
Jest to réwnanie liniowe, dla ktérego A(t) = A. Wtedy
Ul(t,tg) = exp(t —tg)A,

gdzie eksponente macierzy definiujemy wzorem
- B" 0 1 n+1 n
expB:E —, B"=1, B =B, B"" =BB".
— nl

Przestrzen macierzy—odwzorowan liniowych M (k) jest unormowana przez

|IBI| = sup |Bz|,

|z|<1

jest zupelna (por. wyklad z analizy funkcjonalnej) i [|[BC|| < [|B|| - ||C]],
wiec ||B™|| < ||B||™. Zatem szereg definiujacy eksponente jest bezwzglednie
zbiezny.

Zauwazmy, ze

d - 1d n An - n—1 gAn
%exp(t—to)A:;aE(t—to) A :;—'n(t—to) A

oraz exp(to — to)A = exp0 = I.
Zastapmy R* przez C*. Zachodzi wtedy tw. o postaci endomorfizmu por.
[3]:
Dla kazdego odwzorowania liniowego A : C¥ — CF istnieje rozklad

P
ct =P X,
s=1
na sume prosta podprzestrzeni liniowych X, o wlasnosciach:
A(Xs) C X,
jedyna wartoscia wlasna A| X, jest liczba zespolona A bedaca jednym z pier-
wiastkéw wielomianu charakterystycznego Q(\) = det(A — AI) (wielomian

stopnia k),
jesli krotnos¢ tego pierwiastka wynosi ng, to

Xs = O ker(A — A\ I)" = [j ker(A — A\I)".
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Zobaczmy, jak efektywnie policzy¢ exptA - xy korzystajac z tego twier-
dzenia: xg = Y °_, xs, gdzie x5 € X;; wtedy

p p
exptA-xy = Z exptAzs = Z e exp t(A — NIy
s=1

s=1
- (2 (R tr
— ;e ‘ (nzzo (A )\SI)”xs> :

W praktyce szukamy liniowo niezaleznych rozwiazan réwnania x’ = Az i, jak
stad widac, sa one postaci

p(t) =M Py (1),
gdzie P, 1 jest wielomianem stopnia co najwyzej ns — 1 o wspodiczynnikach
z CF.

W przypadku A : R¥ — R* rozwazamy operator liniowy na C* o tej samej
(rzeczywistej) macierzy. Jej wielomian charakterystyczny ma wspélezynniki
rzeczywiste, wiec jesli liczba Ay = ps + v jest wartoscia wiasna, to i liczba
sprzezona g = s — ivs takze. Wtedy

et = et cos vyt + detst sin vt

Nalezy sie wiec spodziewaé rozwiazan rzeczywistych postaci

o(t) = e cosvtP, _i(t)

o(t) = et'sin vtQ,. 1 (1).

Réwnanie liniowe rzedu n w RF
2™ 4+ (™Y 4 ag (D)2 + ag(t) = r(t)
sprowadza sie do réwnania rzedu 1 w R
X'=A(t)X + R(t)

gdzie X = (x,2',2",..., 2" D) R(t) = (0,0,...,7(t)),

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 e 1
—ap(t) —ai(t) —as(t) ... —an_1(t)

Dla przypadku stalych wspétczynnikow a;(t) = a; i k = 1 zamiast jednak
stosowa¢ ogdélna teorie, dla znalezienia ukladu fundamentalnego rozwiazan
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réwnania jednorodnego (zbioru n liniowo niezaleznych rozwiazan) podsta-
wiamy do réwnania jednorodnego (t) = e*. Po podzieleniu obu stron otrzy-
manego réwnania przez eM mamy wielomian charakterystyczny

Q) =N+ ap NP a )+ ag.

Jesli liczba rzeczywista Ay jest pierwiastkiem tego wielomianu krotnosci n,
to do ukladu fundamentalnego wchodza funkcje

p(ty=te™,  j=01,....n—1,
a jesli jest to liczba zespolona Ay = s + ivg, to
@(t) :tjeﬂstCOSVSt, j:071’__.’ns_17

P(t) = et sin v, j=0,1,...,ns — 1.

8 Uklady dynamiczne
Réwnanie autonomiczne
' = f(x), r €U CR,

gdzie f jest funkcja lipschitzowsko ciagla ma whasnosé:
jesli ¢ : (a,b) — U jest jego rozwiazaniem, to dla dowolnego 7 € R
funkcja ¢, : (a — 7,b — 7) — U dana wzorem

U (t) = @t = 7)

takze jest rozwiazaniem tego réwnania. Obrazy dla obu funkcji sa przy tym
takie same. Nazywamy je trajektoriami rownania. Zauwazmy, ze zbior U
rozpada sie na sume parami roztacznych trajektorii naszego réwnania (jedno-
znaczno$c). W interpretacji fizycznej trajektorie sa torami ruchéw punktu,
a wybor rozwiazania sposrod wszystkich 1. definiujacych dana trajektorie
zalezy od chwili startu.

Szczegdlnego rodzaju sa trajektorie jednopunktowe odpowiadajace rozwia-
zaniom stalym ¢(t) = xo. Punkty stale odpowiadaja miejscom zerowym funk-
c¢ji f. Drugi rodzaj to trajektorie okresowe odpowiadajace rozwiazaniom okre-
sowym: p(t+T) = ¢(t) dla kazdego t € R (T ustalone). Jesli T" jest okresem
rozwiazania, to oczywiscie nl" dla n € N takze. Zbior okreséw stanowi wiec
grupe (podgrupe grupy (R,+)). Jesli w zbiorze dodatnich okreséw istnieje
element najmniejszy, to trajektoria okresowa jest wiasciwa. W przeciwnym
razie kazda liczba rzeczywista jest okresem i trajektoria jest punktem statym.

Portretem fazowym ukladu nazywamy rysunek jego trajektorii wraz ze
wskazanym kierunkiem ruchu po nich.
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W znajdowaniu trajektorii pomaga znajomos¢ tzw. calek pierwszych
réwnania. Funkcje F': U — R klasy C! nazywamy calka pierwsza réwnania
' = f(x), jesli dla z € U iloczyn skalarny

(F'(z), f(x)) =0,

gdzie F'(z) = [Fy, (), ..., Fy, ()] jest gradientem funkcji F. Jest tak dlatego,
ze kazda catka pierwsza jest stala wzdluz trajektorii. Poziomica funkcji F)
o ile funkcja ta spelia warunek F’(x) # 0, jest hiperpowierzchnia k — 1-
wymiarowa. Jesli znamy n calek pierwszych I, j =1,...,n, spelniajacych

17 [Fialich jon = M
to na podstawie tw. o funkcji uwiklanej zbiér
My . ={xelU: Fj(x)=c¢;dlaj=1,...,n}

jest hiperpowierzchnia k£ — n-wymiarowa. Jesli n = k — 1, to jest to krzywa
i po wydzieleniu z niej punktow stalych otrzymamy gotowe trajektorie.

Zbadajmy uklady zachowawcze z jednym stopniem swobody:
" = f(z), r € (a,b) C R,
gdzie f: (a,b) — R jest lipschitzowsko ciagta. Odpowiada mu uktad
(07
y = f(z)
w R? a jego calka pierwsza jest funkcja

Ewmz%—fﬁmm

zwana catka energii. Jej czes¢

wwz—A?MMu

nazywamy potencjatem ukladu. (Masa jednostkowa, stad utozsamienie po-
tencjatu i energii potencjalnej). Druga cze$¢ calki energii to energia kine-
tyczna. Trajektorie naszego uktadu leza na poziomicach funkcji F

y?=2(E - U(x)).
Poziomice sa krzywymi symetrycznymi wzgledem osi x. Przy ustalonej wartosci

E trajektoria lezy nad zbiorem tych z, ze U(z) < E. Gdy E = U(a) = U(b),
a<biU(x) < Edlaxé€ (a,b) oraz U'(a) < 0, U'(b) > 0. Wtedy ta czesé
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poziomicy, ktéra lezy nad [a, b] jest zbiorem dyfeomorficznym z okregiem i
nie ma na niej punktéw stalych. Zatem jest to trajektoria okresowa. Polowa
okresu podstawowego jest czas ruchu po czesci tej trajektorii dla y > 0

T_/b dx
2 Jo V2AE-U)
W punktach zg, gdzie U'(z¢) = 0 mamy rozwiazanie stacjonarne (t) = xy.
Jezeli f jest klasy C, to zachowanie trajektorii w otoczeniu (g, 0) zalezy od
U (xp) :

gdy ta liczba jest dodatnia, to U ma w xg minimum lokalne, wiec dla E
nieco wiekszych mamy sytuacje wczesniej omowiona czyli trajektorie okre-
sowa, gdy ta liczba jest ujemna, mamy maksimum potencjahu.

Rozwazmy autonomiczne réwnanie liniowe jednorodne
¥ =Ar = (1,25) € R?

gdzie det A # 0. Punkt 0 = (0,0) jest jedynym punktem staltym uktadu, a
jego portret fazowy zalezy tylko od wartosci wlasnych A.

Jezeli A ma dwie rozne rzeczywiste wartosci wlasne, to przy odpowiednim
wyborze bazy w R? (odpowiadajace im wektory wlasne), réwnanie ma postaé

{ l’/l = )\1!13'1

LE‘IQ = )\25(72

ktérego rozwiazaniem jest p(t) = (CreMt, Cye*?t) C; — stale dowolne. Stad

trajektorie
A1

x2:Cg;1)‘_27 CER,

lub 27 = 0. Jedli obie wartosci wlasne sa tego samego znaku, wowczas mamy
,,parabolopodobny” portret fazowy (wezel), gdy sa przeciwnych znakdéw,
wtedy jest on zlozony z krzywych , hiperbolopodobnych” (siodlo). Analo-
gicznie dla A\; = A o ile dimker(A — A\;I) = 2. Kierunek ruchu po trajektorii
zalezy od znakéw \;; w szczegdlnosci, gdy obie wartosci wlasne sa ujemne
mamy ruch do punktu statego 0, a gdy obie sa dodatnie od tego punktu.
Przypadek, gdy A\; = Ay, ale dimker(A — A1) = 1 prowadzi do uktadu

{ .fL’ll = )\1.3(71

SL’/2 =+ >\1£L’2

przy wyborze bazy e; — wektor wlasny, e; = Ae;. Rozwiazanie tego uprosz-
czonego ukladu jest znowu mozliwe — réwnanie trajektorii

C T T
x2:(c2+i1né)é, N
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Znowu krzywe ,,parabolopodobne” (wezel zdegenerowany).
Pozostal nam przypadek pary zespolonych sprzezonych wartosci wiasnych
A2 = a £ i3. Wtedy réwnanie sprowadza si¢ do postaci

) = ary + Py
!/
xh = —Bx1 + axe

ktore rozwiazujemy we wspolrzednych biegunowych
(r?) = 2ar?, 0 = —3.

Stad 6(t) = —pt + C1, r(t) = Cee*. Zatem dla o = 0 trajektoriami sa
okregi, a przy a # 0 spirale Archimedesa. Po powrocie do pierwotnej bazy
charackter portretéow fazowych nie ulega zmianie — dla o = 0 trajektoriami
sa krzywe zamkniete, a dla o # 0 ,,spirale” wychodzace z poczatku uktadu.
Pierwszy przypadek — centrum, drugi — ognisko. Dla ogniska, gdy o < 0 ruch
po trajektoriach jest w kierunku punktu stalego, a dla o > 0 — przeciwny.

wezel
R W
11 A
% [ffff.f’f'
5 {ffffﬁ'
el N {ff?_
e e e N o
.f.f.f.fﬁffm{
g T R i il i
'.‘ﬁ‘ff;ff’_'g’“}f'f'ff-
W R A T o g o
WX P
.c'f.cj.-:’f-ﬂf “_,r’;,.-“,.-";,.-"}/'_
P e g i
e A f;”;’:f,f—
Pl g A & TR
e il e X R A
it s b i S
T R O T g G
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siodlo
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ognisko
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r.,r? B R N W MU YOl N A W
A

L

Fte

Jest bardzo ciekawe, ze dla réwnan nieliniowych o’ = f(z), jesli f € C*,
f(xg) = 01 det f'(xg) # 0 (punkt staly z( jest izolowany) portret fazowy
w otoczeniu tego punktu statego jest dyfeomorficznym obrazem portretu dla
réwnania liniowego y' = f'(zo)y we wszystkich przypadkach z wyjatkiem
centrum. Tak wiec,

jesli obie wartosci wlasne macierzy f'(zo) sa rzeczywiste ujemne, to tra-
jektorie startujace blisko zy zblizaja sie do punktu xg, przy czym obiegaja
ten punkt tylko skonczona liczbe razy, a jesli te wartosci wlasne sa dodatnie
ruch jest po tych samych krzywych, ale w ptzeciwna strone — wezel;

jesli obie wartosci wilasne sa rzeczywiste i przeciwnych znakéw wtedy
mamy pare trajektorii ,,wchodzacych” do punktu xy i pare ,,wychodzacych”,
a pozostate najpierw zblizaja sie do tego punktu, a pdzniej oddalaja — siodlo;

jesli mamy pare sprzezonych wartosci wlasnych o czesci rzeczywistej nie-
zerowej, wowczas mamy ruch jak w przypadku wezla, ale liczba obiegow
wokot punktu xg jest nieskonczona — ognisko;

jesli f'(x¢) ma wartosci wltasne +i3, wtedy w punkcie o uklad nieliniowy
ma centrum (wszystkie trajektorie bliskie tego punktu sa zamkniete) albo
ma ognisko. Ruch po spiralach moze odbywa¢ sie zaréwno do punktu z( jak
i od tego punktu. O zachowaniu trajektorii wokdét punktu statego decyduja
wtedy nastepne sktadniki we wzorze Taylora dla funkcji f.
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9 Stabilnosé¢ rozwiazan
Rozwazmy réwnanie
= f(t,z), f:[0,00) x U — R¥, U C RF,

z prawa strona gwarantujaca istnienie i jednoznacznos¢ rozwiazan zagadnien
poczatkowych. Niech ¢ : [0, 00) — U bedzie jego rozwiazaniem. Moéwimy, ze
¢ jest stabilne (w sensie Lapunowa), jesli dla dowolnego & > 0 istnieje 6 > 0
taka, ze rozwiazanie ¢ dla ktérego [1(0) —p(0)| < 6, spelia () —p(t)| < e
przy wszystkich ¢ > 0. Punkt 0 zamiast ¢y jest tu wybrany dla uproszczenia
zapisu; analogicznie mozna méwi¢ o stabilnosci rozwiazan na (—oo, 0].

Méwimy, ze ¢ jest asymptotycznie stabilne, gdy jest stabilne i istnieje dg
taka, ze z warunku |¢(0) — ¢(0)| < &y wynika

Jim [4(1) = (0] = 0.

Tw. 1 Jezeli rozwiazanie zerowe réwnania liniowego jednorodnego ' =
A(t)x jest stabilne (odp. asymptotycznie stabilne), to przy dowolnej ciaglej
funkcji 7 : [0, 00) — R¥ dowolne rozwiazanie réwnania @’ = A(t)z + r(t) jest
stabilne (odp. asymptotycznie stabilne).

Dowdd jest elementarny — wynika z faktu, ze réznica dwéch rozwiazan
réwnania niejednorodnego spetnia rownanie jednorodne. Mozemy wiec méwic
o (asymptotycznej) stabilnosci réwnania liniowego.

Tw. 2 Stabilnosé réwnania liniowego 2’ = A(t)x jest rownowazna kazdemu
z dwoch warunkdw:

(i) dowolne rozwiazanie jest ograniczone na [0, co);

(ii) funkcja t — U(t,0) jest ograniczona.

Analogicznie asymptotyczna stabilno$¢ jest rownowazna kazdemu z wa-
runkow:

(i) dowolne rozwiazanie dazy do 0 w oo;

(ii") limy_ U(¢,0) = 0.

Dla réwnan liniowych o statych wspétczynnikach oznacza to nastepujaca
charakteryzacje: réwnanie 2’ = Ax jest stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy
wartosci wlasne macierzy A maja niedodatnie czesci rzeczywiste i te wartosci
wiasne A dla ktorych ReA = 0 maja krotno$¢ réwna dim ker(A—ATI). Dla tych
ostatnich w ukladzie fundamentalnym nie bedzie funkcji e” P(t) sin(cos)ImAt
z réznymi od stalych wielomianami P.

Réwnanie ©' = Ax jest asymptotycznie stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy
wartosci wlasne macierzy A maja ujemne czesci rzeczywiste.

Dla réwnan nieliniowych jedne rozwiazanie moze by¢ (asymptotycznie)
stabilne, a inne nie, jak pokazuje przyktad

v =xz(l—x)
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ktérego rozwiazanie stacjonarne oq(t) = 1 jest asymptotycznie stabilne, a
rozwiazanie g(t) = 0 nie jest nawet stabilne.

Latwo jednak zauwazy¢, ze rozwiazanie ) réwnania z’ = f(t,x) jest sta-
bilne (odp. asymptotycznie stabilne) wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiazanie
zerowe réwnania y' = f(t,y +n(t)) — f(t,n(t)) jest takie. Wystarczy pod-
stawi¢ y = x —n(t). W dalszym ciagu bedziemy sie wiec zajmowaé badaniem
stabilnosci rozwiazania zerowego réwnania =’ = f(t,z). Dla uproszczenia
zaktadamy, ze f nie zalezy od t — réwnanie autonomiczne.

I tw. Lapunowa. Jezeli istnieje funkcja V : U — [0,00) klasy C!
znikajaca jedynie w 0 i taka, ze funkcja

V(z) = (f(z),V'(2))

jest wszedzie niedodatnia, to rozwiazanie zerowe réwnania ' = f(x) jest
stabilne.

Dowéd. Wezmy ¢ > 0 takie, by kula K(0,¢) wraz z domknieciem za-
wierata sie w zbiorze U. Oznaczmy

a= ‘ir‘lf V(z) >0
Tr|=€

i wybierzmy § > 0 tak male, by V(z) < a dla |z| < §. Wtedy rozwiazanie
¢ startujace z kuli o srodku 0 i promieniu ¢ spelnia V(¢(0)) < a. Pochodna
funkcji ¢t — V(p(t)) jest V(p(t)) < 0, wiec nasza funkcja jest nierosnaca.
Tym samym rozwiazanie ¢ nie moze przecia¢ brzegu kuli K(0,¢). Zatem
(oszacowanie a priori) rozwiazanie to przedtuza sie na [0,00) i spelia dla
wszystkich ¢ > 0 warunek |p(t)] < e.

IT tw. Lapunowa. Jezeli istnieje funkcja V : U — [0, 00) klasy C*
znikajaca jedynie w 0 i taka, ze funkcja V(z) jest ujemna dla = # 0, to
rozwiazanie zerowe rownania x’ = f(x) jest asymptotycznie stabilne.

Dowéd. Wezmy § i ¢ z poprzedniego dowodu i zauwazmy, ze V(p) jest
malejaca i > 0 ma wiec granice

b= lim V(p(t)) > 0.

t—oo

Gdyby b > 0, to dla pewnego r > 0 byloby |¢(t)| > r. Wtedy biorac

—B= sup V(z)
r<|z|<e
mielibySmy 5 > 0, a wiec pochodna funkcji ¢ — V(¢(t)) bylaby mniejsza
lub réwna —f3. Stad V(¢(t)) < V(p(0)) — Bt, co niemozliwe dla wszystkich
t > 0. Zatem b = 0, co daje ¢(t) — 0 dla t — oo.

Zamiast odgadywa¢ funkcje V' wygodniejsze w zastosowaniu jest
Tw. o stabilnosci w pierwszym przyblizeniu. Rozwazmy réwnanie
autonomiczne



gdzie f € C'ijego punkt staty xq. Jezeli czesci rzeczywiste wartosci wlasnych
macierzy f’(zo) sa ujemne, to rozwiazanie stacjonarne ¢o(t) = o jest asymp-
totycznie stabilne.

Jezeli cho¢ jedna z wartodci wlasnych tej macierzy ma dodatnia czes$¢
rzeczywista, to rozwiazanie ¢, nie jest stabilne.

Dowdd pierwszej czesci polega na zastosowaniu I tw. Lapunowa z funkcja

V(x):/ |exp sA - z|* ds.
0

Dowéd drugiej wymaga znajomosci tw. Lapunowa o niestabilnosci.

10 Zagadnienia Sturma—Liouville’a
Rozwazmy rownanie liniowe rzedu 2
—z" + (q(t) + Nz =r(t),

gdzie q,r : [a,b] — R sa ciagle i A € R z warunkami brzegowymi jednego z
czterech rodzajow:

x(a) = z(b) =0, 2'(a) = z(b) =0, x(a) = 2'(b) =0, 2'(a) = 2'(b) = 0.
Sa one szczegdlnymi przypadkami tzw. warunkéw Sturma-Liouville’a
azx(a) + pz'(a) = 0 = yx(b) + §2'(b),

dla ktorych poczatkowe rezultaty dostaje sie po dos¢ subtelnych rozwazaniach
(p. J. Dieudonné ,,Foundations of Modern Analysis”).

Tw. Dla A > —inf ¢ zagadnienie brzegowe jednorodne (r = 0) posiada
tylko rozwiazanie zerowe.

Dowdd. Niech ¢; [a,b] — R bedzie rozwiazaniem. Pomnézmy tozsamosé
—"(t) + (q(t) + N)p(t) = 0 przez ¢(t) i scatkujmy od a do b (przez czesci)

b b
0= / S (t)plt) di + / (a(t) + ) p(t)? dt

— (B (b) + pla)g (@) + / (1) dt + / (a(t) + N) o(t)? dt

> /b¢’(t)2dt+inf(q(t)+)\) /bap(t)2dt>0,

co dowodzi ¢ = 0.

WeZzmy A jak w tym twierdzeniu i ustalmy rozwiazanie ¢; rownania jed-
norodnego spelniajace pierwszy warunek brzegowy — dla ustalenia uwagi
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xz(a) = 0, a nastepnie rozwiazanie s réwnania jednorodnego spehiajace
drugi warunek — z(b) = 0. Na podstawie tw. rozwiazania te sa liniowo nie-
zalezne, wiec stanowia uklad fundamentalny rozwiazan. Definiujemy funkcje
G : [a,b* — R wzorem

S w(et)pa(s)) dla t <s,
clt.s) _{ %(@1(8)@02(0) dla t>s,

gdzie W oznacza wronskian ukladu i jest funkcja stata — p. tw. Liouville’a.
Funkcja G jest ciagla i symetryczna

G(t,s) = G(s,t)

i nazywamy ja funkcja Greena zagadnienia Sturma-Liouville’a.
Tw. Zagadnienie niejednorodne posiada dokladnie jedno rozwiazanie
dla kazdej ciaglej funkcji r dane wzorem

¢r(t)=/ G(t, s)r(s) ds.

Dowdd. Pokazemy jedynie, ze 1), jest rozwiazaniem. Spelianie wa-
runkéw brzegowych jest oczywiste. Ponadto

1 ! 1 b
U0 = 0 [+ o [ e

t b
010 = b [+ gt [ e =

= (q(t) + N)ior (t) — (D).

Pewnej wiedzy z analizy funkcjonalnej wymaga udowodnienie, ze zagad-
nienie brzegowe S.-L.. ma tylko przeliczalng liczbe takich A, dla ktérych nie
zachodzi pierwsze (a wiec i drugie) twierdzenie i stanowia one ciag zbiezny do
—oo. Wynika to z pelmociaglosci operatora catkowego zdefiniowanego na prze-
strzeni C|a, b] przez prawa strone wzoru na v,. Liczby A,, n € N, nazywane
sa wartosciami wlasnymi zagadnienia i kazdej z nich odpowiada jednowymia-
rowa podprzestrzen rozwiazan jednorodnego zagadnienia S.-L. . Wybierajac
element ¢, bedacy rozwiazaniem, ktérego norma w L*(a, b) jest jednostkowa

b
/ on(t)?dt =1

otrzymamy uklad ortonormalny zupelny w tej przestrzeni. Wiecej na ten
temat — W. Kolodziej ,,Wybrane rozdzialy analizy matematycznej”.
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11 Metody numeryczne rozwiazywania zagad-
nien poczatkowych

Zagadnienie poczatkowe
= f(t,x), x(to) = o,

gdzie f : R*1 5 U — R* mozemy rozwiaza¢ w sposéb przyblizony ustalajac
krok h € R\ {0} i metode , ktéra pozwala znalezé¢ ciag z;, i = 1,2,3,...,
elementéw R¥ przyblizajacych o(t;), gdzie t; = t;_1+h, a @ jest rozwiazaniem
zagadnienia poczatkowego.

Najprostszy jest schemat Eulera

Tig1 = x; + hf(t;, x;)

wynikajacy z faktu, ze iloraz réznicowy przybliza pochodna. Schemat ten
jest, niestety, malo doktadny.
Nastepny jest zmodyfikowany schemat Eulera

Fo = B+ g (F(tss @) + f(tir, &+ B (1 5)))

Jest on nieco dokladniejszy szczegdlnie dla zagadnien, ktérych rozwiazania
szybko rosna.
Wspomnimy jeszcze schemat Rungego-Kutty rzedu czwartego

h
Tig1 = T; + E(Kl + 2K, 4+ 2K3 + Ky),

gdzie
. h . h
Ky = f(ti, &), Ky=f ti+§axi+§Kl ;
h . h .
ngf t2—|—§,l’l—|—§K2 s K4:f(tl+h,x2+hK3)

Jest to metoda najczesciej stosowana do numerycznego rozwiazywania za-
gadnien poczatkowych ze wzgledu na duza doktadnosé.

Nalezy zaznaczy¢, ze obliczenia nie zawsze mozna wykonywaé¢ w nie-
skoniczono$¢, bowiem uzycie danej metody musi by¢ przerwane, gdy po pra-
wej stronie pojawi sie argument nie nalezacy do dziedziny funkcji f.

Przez doktadnos¢ metody zwykle rozumie sie rodzaj zaleznosci bledu me-
tody od kroku h. Jesli (przy zalozonej dostatecznej gladkosci f) blad jest
mniejszy od c|h|P, gdzie ¢ jest stala zalezna tylko od f, a p = 1,2,3,...,
to mowimy o metodzie rzedu p. Im wiekszy ten rzad, tym metoda jest
dokladniejsza. Dla metody Eulera p = 1, dla zmodyfikowanej metody Eu-
lera p = 2, a dla metody Rungego—Kutty czwartego rzedu p = 4. Mozna
wyobrazi¢ sobie metody doktadniejsze, ale odbywa sie to kosztem dlugodci
obliczen.
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Oto implementacja metody Eulera w MAPLE:
eulerl:=proc(f,t0,x0,h,N)
local t,x,i,a;
a:=array(1l..N,1..2);
t:=t0;
x:=x0;
for i from 1 to N do

ali,1] :=evalf(t);
ali,2] :=evalf(x);
x:=evalf (x+h*f(t,x));
t:=evalf (t+h)
end do;
[seq([ali,1],ali,2]],i=1..M)];
end proc:

a nastepnie zmodyfikowanej metody Eulera:
modif-euler:=proc(f,t0,x0,h,N)
local t,x,i,a,ki;
a:=array(1l..N,1..2);
t:=t0;
x:=x0;
for i from 1 to N do

ali,1] :=evalf(t);
ali,2] :=evalf(x);
kl:=evalf (f(t,x));
x:=evalf (x+h*f (t+h/2,x+(h/2)*kl));
t:=evalf (t+h)
end do;
[seq([ali,1],ali,2]],i=1..M)];
end proc:
Poréwnajmy ich dzialanie dla zagadnienia

=2+ 1, z(0) = 0.

A:=eulerl((t,x)-> 22+1,0,0,.01,156);
A = [[0., 0.], .10, .1002858314], [.20, .2025044303], [.30, .3088431654],
.40, .4218374459], [.50, .5446309253], [.60, .6813618498],
.70, .8377851312], [.80, 1.022345249), [.90, 1.248158929)],
[1.00, 1.536977456], [1.10, 1.927908283], [1.20, 2.499212463],
[1.30, 3.433430546], [1.40, 5.273821003], [1.50, 10.60617297],
[1.53, 14.86347923], [1.54, 17.08270938], [1.55, 20.01089898]]
B: modlf—euler(( x)-> 2°+1,0,0,.01,156);
B := [[0., 0.], [.10, .1003338064], [.20, .2027080948], [.30, .3093327588),
.40, .4227873097], [.50, .5462926437], [.60, .6841203528],
.70, .8422604669], [.80, 1.029589963], [.90, 1.260070240],
[1.00, 1.557239063], [1.10, 1.964407796], [1.20, 2.571315614],
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[1.30, 3.599634218], [1.40, 5.786744985], [1.50, 13.93579823),
[1.53, 23.69362436], [1.54, 30.72907335], [1.55, 43.30996490]]

i poréwnajmy z rozwiazaniem dokladnym ¢(t) = tgt :
seq([i*.01,tan(i*.01)],i=0..155);

0., 0], [.10, .1003346721], [.20, .2027100355], [.30, .3093362496],
.40, .4227932187], [.50, .5463024898], [.60, .6841368083],

[.70, .8422883805], [.80, 1.029638557], [.90, 1.260158218],

[1.00, 1.557407725], [1.10, 1.964759657], [1.20, 2.572151622],

[

[

—

1.30, 3.602102448], [1.40, 5.797883715], [1.50, 14.10141995),
1.53, 24.49841044], [1.54, 32.46113891], [1.55, 48.07848248].

[ i

Na koniec metoda Rungego-Kutty w MAPLE i wyniki dla niej
rk4:=proc(f,t0,x0,h,N)
local t,x,i,a,k1,k2,k3,k4;
ar=array(1l..N,1..2);
t:=t0;
x:=x0;
for i from 1 to N do
ali,1] :=evalf(t);
ali,2] :=evalf(x);
k1l:=evalf (f(t,x));
k2:=evalf (f (t+1/2xh,x+1/2xhxkl));
k3:=evalf (f (t+1/2xh,x+1/2xhxkl));
k4 :=evalf (f (t+h,x+h*k3));
x:=evalf (x+1/6*h* (k1+2*xk2+2xk3+k4)) ;
t:=evalf (t+h)
end do;
[seq([ali,1],al[i,2]],i=1..N)]
end proc:
C:=rk4((t,x)-> 2%+1,0,0,.01,156);

C = [[0., 0], [.10, .1003346613], [.20, .2027099435], [.30, .3093359140),
.40, .4227923350], [.50, .5463005103], [.60, .6841327408],

.70, .8422803731], [.80, 1.029622995], [.90, 1.260127594],

[1.00, 1.557345105], [1.10, 1.964622185], [1.20, 2.571811206],

[1.30, 3.601061782], [1.40, 5.793033424], [1.50, 14.02581753],

[1.53, 24.11535860], [1.54, 31.61120019], [1.55, 45.60206572]]

[ A

Poréwnajmy wartosci w punkcie ¢ = 1.55 funkcji kolejno
w metodzie Eulera 20.01089898

w zmodyfikowanej metodzie Fulera 43.30996490

w metodzie Rungego—Kutty 45.60206572
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1 wreszcie tg 1.55 = 48.07848248.

12 Chaos

Zachowanie dwuwymiarowego uktadu dynamicznego nie moze by¢ zbyt skom-
plikowane. Trajektorie takiego uktadu moga zbliza¢ sie do punktow stalych
lub do trajektorii okresowych. Precyzyjniej:

Niech ¢ : R x R* D R x V — V bedzie funkcja taka, ze (-, ) jest
rozwigzaniem réwnania 2’ = f(x), x € V, z warunkiem poczatkowym z(0) =
xg9. Przez w(xy) oznaczmy zbiér wszystkich granic ciagéw zbieznych

nhnolo (p(tfh .CL’(]),

gdzie t,, — +o00. Analogicznie definiuje sie zbiory «a(zg) jako zbiory granic
przy t, — —oo. Zbiory te nazywamy zbiorami w— i a—granicznymi dla
ukladu dynamicznego ' = f(x). Zbiory graniczne zaleza tylko od wyboru
trajektorii, a wiec jesli z; nalezy do trajektorii punktu xg, tzn. x; = @(to, xo),
to w(x1) = w(xg) 1 a(x1) = a(xg). Zbiory graniczne sktadaja sie z calych
trajektorii, tzn. jesli x € w(xzg) it € R, to p(t,x) € w(xp) i analogicznie dla
a. Ponadto wprost z definicji

w(xg) C {p(t,xo) : t >0}, a(zg) C{p(t,x) : t <0}

Okazuje sie, ze dla k = 2 zbiory graniczne sa bardzo proste. Gléwna
przyczyna tego jest topologia plaszczyzny, a doktadniej twierdzenie Jordana:

Dopelnienie na plaszczyznie zbioru homeomorficznego z okregiem jest
suma dwdéch zbioréw otwartych i spéjnych, z ktorych jeden jest ograniczony
(i homeomorficzny z kolem).

Jego konsekwencja, cho¢ nie bezposrednia, jest

Twierdzenie Poincaré-Bendixsona. Jezeli zbiér

{p(t,z0) : >0}

jest zbiorem ograniczonym na plaszczyznie i jego domkniecie nie zawiera
punktow statych, to w(z) jest trajektoria okresowa.

Twierdzenie to stosuje sie najczesciej do dowodu istnienia trajektorii okre-
sowych. Zbadajmy ukiad:

¥=x—y—ad
y=a+y-—y.

Jesli jego prawa strone oznaczymy przez f(z,y), to iloczyn skalarny
(f(z,y), (z,9)) = 2* +y* — (=" + 4",
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wiec na brzegu kota o §rodku (0,0) i promieniu r = r? — r* + 222y? i wobec

nieréwnosci 2zy < 22 + y? = r? mamy

o
2

(f(z,9), (2.y)) <7’

W rezultacie dla 2 > 2 pole wektorowe jest skierowane do wnetrza kota,
a wiec wszystkie trajektorie wchodza ce do kota juz go nie opuszczaja. 7
drugiej strony

(flz,y), (x,y)) >r* =1

wiec dla r < 1 jest skierowane na zewnatrz kota. Ustalmy ro < 1lir > V2.
Kazda trajektoria wchodzaca do tego pierscienia zatem go nie opuszcza i
do jej zbioru w—granicznego mozemy zastosowac¢ tw. Poincaré-Bendixsona.
Wymaga to jeszcze sprawdzenia, ze jedynym punktem stalym ukladu jest
(0,0), ktéry nie nalezy do pierscienia, a wiec i do zbioru w—granicznego. W
efekcie w pierscieniu tymzawiera sie pewna trajektoria okresowa.

B Lk kLR Ld Tl o ik da et
l.& ¥

X!zﬁj}ff;/fg/_fff’f—-

Zobaczmy jeszcze przyklad ukiadu, gdzie zbiér w—graniczny jest suma
czterech trajektorii heteroklinicznych taczacych cztery punkty stale i tych
punktoéw statych. Jest to

z' =sinz (—0.1cosz — cosy)

y' = siny (cosx — 0.1cosy) :
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Dla k > 3 zbiory graniczne moga by¢ juz bardzo skomplikowane. Pierw-
szym historycznie przykladem jest tu uktad Lorenza:

gdzie o, r, b sa dodatnimi stalymi. Rownanie to powstaje z ogromnego uprosz-
czenia ukladu rownan czastkowych opisujacych zjawiska pogodowe. Dla pew-

nych wartosci staltych np. o = 10, b = 8/3, r = 28 zaobserwowano nume-
rycznie trajektorie

Powyzszy obrazek nie zalezy praktycznie od wyboru punktu startu —
dowolna trajektoria zbliza sie do pewnego zbioru lezacego na powierzchni
dwoéch ,,skrzydel motyla.” Okazuje sie, ze zbior ten nie jest trajektoria okre-
sowa, cho¢ lokalnie jest homeomorficzny z iloczynem kartezjanskim prostej ze
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zbiorem Cantora, ma objeto$¢ (tréjwymiarowa miare Lebesgue’a) 0, a ruch
po tym skomplikowanym zbiorze zwanym dziwnym atraktorem jest ,,cha-
otyczny” w tym sensie, ze jesli napiszemy ciag liczb naturalnych — kolej-
nych liczb obiegu dwdéch skrzydel, to otrzymany ciag nie bedzie wykazywat
zadnej regularnosci; co wiecej takie ciagi otrzymane dla réznych dowolnie
bliskich punktéw startu beda calkowicie rézne (oczywiscie poczatkowe wy-
razy moga sie pokrywa¢ — tw. o ciagtej zaleznosci rozwiazania od warunku
poczatkowego). Ponizej pokazujemy rzuty wykresu funkcji ¢t — (z(t),y(t), z(t))
bedacej rozwiazaniem na kolejne osie z, y i z.

20

15+

—5-

=10+

-15+
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Ponizej wykresy rzutéw na os x dwéch rozwiazan dla punktéw startu
[0.3,0.2,0.5] i [0.30001, 0.2, 0.5].

15+

10+

-10+

=15+

154

10+

—54

-101

-15+

Jest interesujace, ze mozliwos¢ pojawienia sie skomplikowanej dynamiki
podejrzewal juz Poincaré w pracy o zaganieniu trzech cial, ale przez diugi czas
nie byto na ten temat zadnej teorii ani zadnych pewnych danych. Dopiero
upowszechnienie komputeréw spowodowalo, ze wiasciwie kazdy moze zoba-
czy¢ przyblizony obraz trajektorii dowolnego uktadu dynamicznego. Stad
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obserwacja chaosu w ostatnich 35 latach w bardzo wielu uktadach: Rosslera,
Chua, Duffinga, sprzezone wahadla i.t.d. Inna sprawa, ze nadal nie byto pre-
cyzyjnej definicji uktadu chaotycznego. Byly rézne definicje, ale dla zadnej
z nich nie udawalo sie udowodni¢, ze jakikolwiek uktad wykazujacy ,,chaos
numeryczny’ ja spelnia. Dopiero w koncu lat 90-tych w pracach m. in. Ma-
riana Mrozka z Krakowa (UJ) pojawily sie metody, ktére dokonaty przetomu.
O przyjetej definicji chaosu i wiecej p. [8].
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