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1 Zrédia przyrodnicze rownan rézniczkowych
czastkowych

1) Réwnanie przewodnictwa cieplnego (albo dyfuzji)
uy = a*Au+ f(t,x),

gdzie a > 0, Au := """  u,.,, operator Laplace’a, f : R x R” — R dana
funkcja ciagla, a symbolami w;, u,,, .., 0znaczamy pochodne czastkowe
funkcji u zmiennych ¢, zq, ..., x,. Funkcja u jest tu temperatura ciala zmie-
niajaca sie w czasie ¢t i w przestrzeni (x1,zo,23) (n = 3), stala a zalezy od
wspotczynnika przewodnictwa cieplnego. W wersji opisujacej dyfuzje pewnej
substancji u jest jej stezeniem w chwili t w danym punkcie € R3. Funkcja
f opisuje zewnetrzne zrédlo ciepta lub wspomnianej substancji.
2) Réwnanie falowe
uy = Au+ f(t, x),

gdzie ¢ > 0 jest stala, pozostate oznaczenia jak wyzej, opisuje rozchodze-
nie sie drgan np. struny (n = 1), membrany (n = 2), lub o$rodka 3-
wymiarowego. W pierwszych dwéch przypadkach u oznacza wychylenie od
polozenia réwnowagi, w trzecim u jest gestoscia osrodka. f oznacza site



zewnetrznag — zrédlo dzwieku. Stata ¢ zalezy od wihasnosci osrodka (struny,

membrany) okazuje sie p6zniej predkoscia rozchodzenia sie zaburzenia. Wy-

prowadzenie réwnan opiera si¢ na zasadach mechaniki Newtona (por. [5,8]).
3) Réwnanie Laplace’a i Poissona

Au=0 Au = f(x).

Opisuja natezenia pola grawitacyjnego lub elektrycznego w prézni ze zrédiem
f- Sa tez réwnaniami opisujacymi stacjonarne (niezalezne od czasu) rozwiazania
poprzednich réwnan. Czesto do nich daza przy t — oo pozostale rozwiazania
rownania ciepla czy falowego.

Wymienmy jeszcze: rownanie Schrodingera — opis stanu uktadu kwanto-
wego, réwnanie ciagltosci — opisuje przemieszczanie sie¢ np. masy, réwnania
Maxwella — pole elektromagnetyczne, rownania nieliniowe takie jak Monge’a-
Ampere’a, Kortevega-deVriesa, Sine-Gordona, Burgersa, Naviera-Stokesa —
przepltyw cieczy lub gazu. Wymienimy jeszcze rownanie Blacka-Scholesa

U + %azsguss +rsus —ru =20
— shuzy do wyceny tzw. instrumentéw pochodnych w matematyce finansowej,
u jest funkcja zmiennych £ i s.

Rzad réwnania rézniczkowego = rzad najwyzszej pochodnej czastkowe;j

niewiadomej funkcji u wystepujacej w réwnaniu.

2 Roéwnanie liniowe i quasi liniowe rzedu pierw-
SZEego

Roéwnanie liniowe rzedu 1:

n

> ai(@)ug, + bx)u = f(z). (1)

=1

a;,b, f : R" D U — R — dane funkcje ciagle. Jesli prawa strone rownania
oznaczymy przez Lu, wtedy L jest odwzorowaniem liniowym przestrzeni
funkcji klasy CY(U) w przestrzent funkcji ciagtych C(U).

Réwnaniem charakterystycznym dla (1) nazywamy réwnanie rézniczkowe
ZWyczajne

v = a(x),

gdzie a : U — R" jest polem wektorowym o wspoélrzednych a;, i = 1,...,n,
a jego trajektorie nazywamy charakterystykami réwnania (1). Jesli znamy
catke pierwsza F' réwnania charakterystycznego, wowczas z definicji

n

Z a;(z)Fy,(z) = 0.

=1



Jak wiemy z wykladu z réwnan rézniczkowych zwyczajnych, istnieje (lokalnie
w otoczeniu punktu z, takiego, ze a(zg) # 0) dokladnie n — 1 niezaleznych
calek pierwszych Fi, ..., F,_1

12 [0 (2)licn-1,j<n =1 — 1.

Wyznaczaja one charakterystyki. Dowolnym rozwiazaniem rownania

n

Z a;(x)ug, =0

i=1

jest wtedy funkcja
'LL(iL') = q)(Fl(.CL'), s 7Fn_1($)),

gdzie ® jest dowolna funkcja klasy C*' n — 1 zmiennych.

PrzejdZzmy do dowolnego réwnania (1). Niech ¢ — x(t) bedzie rozwiazaniem
réwnania charakterystycznego i niech u bedzie rozwiazaniem (1). Rézniczkujac
funkcje ztozona ¢(t) := u(x(t)) dostajemy

(t) = Zux (z(t)) - 23(t) = =b(x(t))e(t) + f(x(t)).

Zatem ¢ jest rozwiazaniem réwnania zwyczajnego
Vbt = f(1),

gdzie b = boux, f = fox — jest to tez réwnanie liniowe. Znajac wartosé
rozwiazania w jednym punkcie charakterystyki u(xz(tp)) = vy mozemy uzy-
ska¢ wartosci rozwiazania réwnania (1) wzdluz calej charakterystyki.

Odpowiednikiem warunku poczatkowego dla rownania zwyczajnego jest
tu tzw. zagadnienie poczatkowe (Cauchy’ego) polegajace na poszukiwaniu
rozwiazania réwnania (1) t.z

ull' = 4,
gdzie T' jest hiperpowierzchnia klasy C' n — l-wymiarowa zawarta w U, a
¥ : I' — R jest zadana funkcja ciagta. Powyzsze rozumowanie pokazuje,
ze charakterystyki rownania nie moga by¢ styczne w zadnym punkcie do
hiperpowierzchni I'.

Twierdzenie. Jezeli funkcja a : U — R” jest lipschitzowsko ciagla,
a hiperpowierzchnia I' przecina dowolna charakterystyke w co najwyzej jed-
nym punkcie i a(z) ¢ T,I" (T,I" — przestrzen styczna do I' w punkcie z), to
zagadnienie poczatkowe

n

> ai@)us, +b(@)u= fx),  ull =1

i=1

posiada dokladnie jedno rozwiazanie okreslone w pewnym otoczeniu I'.
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Jesli sparametryzujemy lokalnie I' przy pomocy funkcji
RSV s \s) €T,

it x(t,s) jest rozwiazaniem réwnania charakterystycznego z warunkiem
poczatkowym x(0, s) = A(s), to funkcja ztozona ®(t, s) = u(x(t, s)) spetniajaca

réwnanie v' + b(t)v = f(t) wzgledem t gwarantuje ®(0,s) = u(A(s)) =
¥(A(s)). Wystarczy wiec rozwiazaé réwnanie

®, + B(t,s)® = f(t,s)
z warunkiem poczatkowym ®(0, s) = ¥ (A(s)).

Oméwimy teraz znacznie ogdlniejsza klase rownan tzw. rownania quasi-
liniowe. Ogolna teoria réwnan nieliniowych - p. Evans.
Réwnaniem quasiliniowym rzedu I nazywamy réwnanie

Z a; (z,u) uy, = b(z,u). (2)

Jest ono nieliniowe, o ile b lub a; zaleza od u , ale traktujac lewa strone jako
funkcje v’ = [uy,],., widzimy, ze jest ona liniowa.

Niech u : U — R bedzie pewnym rozwiazaniem. Wéwezas wektorem
prostopadlym do wykresu funkcji u, czyli n-wymiarowej hiperpowierzchni

Graph () = {(v,u (1)) : v € R"} CR" x R = R"*!

w punkcie z jest
[ty () ooy, (), —1].

Réwnanie (2) oznacza wiec, ze ten wektor jest prostopadly do wektora

lay (z,u(z)), ..., ay (z,u(z)),b(x,u(x))]. (3)

Ale stad wektor (3) jest styczny do wykresu funkcji u. Taka sytuacje napo-

tkaliSmy juz wczes$niej dla réwnan liniowych. Mozemy wiec wnioskowaé, ze

wykres rozwiazania sklada sie z trajektorii rownania rézniczkowego zwyczaj-
nego:

, .
xh = a; (z,u), 1=1,..,n,
4
{u’:b(x,u). (4)

w przestrzeni (n + 1)-wymiarowej. Réwnanie to pemi analogiczna role,
jak rownanie charakterystyczne dla réwnan liniowych z tym, ze dowolna
calka pierwsza F' réwnania (4) daje posta¢ uwiklana funkeji u spelhiajacej
réwnanie quasiliniowe (2): F'(xz,u) = 0. Znajac n calek pierwszych Fi, ...,
F, spehiajacych warunek niezaleznosci

Iz [Fjﬂﬁi (SU, u) ) iju (SC, u)]

i<nj<n =
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mozemy podaé posta¢ dowolnej calki pierwszej
O (F (z,u), ..., [, (x,u) =0, (5)

gdzie @ jest dowolna funkcja klasy Ct. Wzér (5) opisuje wiec rodzine wszyst-
kich rozwiazan réwnania quasiliniowego (2).

3 Klasyfikacja ré6wnan liniowych rzedu dru-
giego

Niech 2 C R" bedzie zbiorem otwartym. Rozwazmy réwnanie

Lu:= Y a;; (2) g, + Z by (2) g, + ¢ (2)u= f(z), (6)

ij=1

gdzie a;;,b;, ¢, f : @ — R sa danymi funkcjami ciagglymi. Réwnanie to nazy-
wamy liniowym, poniewaz dla dowolnych funkcji klasy C? — uj,us i o, 3 € R
mamy

L (ovuy + Pug) = aLuy + BLus.

Przez rozwiazanie réwnania (6) rozumiemy funkcje klasy C? spehiajaca
réwnanie dla wszystkich x z dziedziny u.! Zbiér rozwiazan réwnania jed-
norodnego Lu = 0 tworzy z oczywistych powodéw przestrzen liniowa. Majac
wszystkie rozwigzania réwnania jednorodnego i jedno rozwiazanie uq speliajace
Lug () = f () mozemy znalez¢ wszystkie rozwiazania réwnania (6). Sa one
postaci u + uog, gdzie Lu () = 0. Mozemy zakladaé, ze a;; () = aj; (x).

Sklasyfikujemy réwnania liniowe rzedu drugiego. Klasyfikacja zalezy od
wyboru punktu x € i jedynie od czesci zawierajacej pochodne rzedu dru-
giego. Utwérzmy forme kwadratowa w R™.

A(J?) A= iai]‘ (IL’) >\i)\j7 A= (Al,...,)\n) ERn. (7)

ij=1

Forma ta jest wyznaczona przez zadanie macierzy wspoélczynnikow A =
aijli j<n, ktéra jest macierza symetryczna AT = A. Odpowiada ona wyborowi
bazy standardowej w R"™. Przypomnijmy z algebry:

dla dowolnej formy kwadratowej istnieje taka baza w R", ze macierza
tej formy w nowej bazie jest diagonalna tzn. jedynie na gléwnej przekatnej
znajduja sie wyrazy rézne od 0. W jezyku macierzy oznacza to, ze istnieje
nieosobliwa macierz S (opisujaca przejscie od bazy standardowej do nowej)
taka, ze R

STeAeS=A

INie jest to jedyna mozliwosé. We wspélezesnych podrecznikach rozwaza sie czedciej
rozwiazania silne (spelniajace réwnanie prawie wszedzie) i rozwiazania stabe (dystrybu-
cyjne).




jest macierza diagonalna. Odpowiednio wybieraja dlugosci wektoréw bazo-
wych mozemy doprowadzi¢ do tego, ze na gléwnej przekatnej pozostana jedy-
nie +1, —11 0. Posta¢ formy kwadratowej przy takiej macierzy wspétczynnikow
jest nazywana postacia kanoniczna;:

d d+u
A A) =) A= DA
=1 i=d+1

Sygnatura formy kwadratowej nazywamy trdjke liczb naturalnych (d, u,n —
d — u). Pierwsza wspélrzedna sygnatury jest wiec liczba +1 w postaci kano-
nicznej, druga liczba —1, a trzecia liczba 0.

Méwimy, ze réwnanie (6) jest eliptyczne w punkcie z € ), jesli sygna-
tura formy (7) jest (n,0,0) lub (0,n,0), ze jest hiperboliczne w punkcie z,
jesli sygnatura ta jest (n — 1,1,0) lub (1,n — 1,0), wreszcie, Ze jest para-
boliczne w punkcie x, jesli sygnatura wynosi (n — 1,0,1) lub (0,7 — 1,1).
Oczywiscie ta klasyfikacja nie wyczerpuje wszystkich mozliwych sygnatur,
ale pozostate przypadki sa gorzej zbadane, a ich znaczenie fizyczne jest pra-
wie zadne. Polaczenie réwnan z sygnaturami (n,0,0) i (0,7,0) w jedna klase
(i tak samo dla innych par) wynika z prostej obserwacji, ze réwnania Lu = f
i —Lu = — f sa takie same, a odpowiadajace im sygnatury tworza dana pare.

Zobaczmy, co stanie sie z naszym réwnaniem, gdy zastosujemy zamiane
zmiennych, a wiec dyfeomorfizm ¢ = £ (x). Bedziemy przy tym zajmowaé
sie jedynie czescia zawierajaca najwyzsze (rzedu 2) pochodne funkcji u .
Polézmy u=vo¢, a;; (£ (x)) = a;j (r). Mamy

Uy, = Zvék ' fk,:pm
k
Ugiz; = Z (Z Vere, * Sl * oy T U§k£k7$i$j> :

k l

Drugi skiadnik zawiera tylko pochodne rzedu I nowej niewiadomej funkcji
v = v (§). Dla réwnania przeksztalconego forma (7) przyjmuje postaé

A(g)- A= Z (Z aij (§) fk,xigl,xj> Ak,
k=1 \ij=1

wyrazenie w nawiasie jest wspotczynnikiem przy ve . W notacji macierzo-
wej A (z) = [ai; ()], A(§) = [Z a; (§) ﬁk,xi&,a:j], S = [&a,]
Z7J

i mamy 21(5 (z)) = ST - A(z) - S. Jedli S jest macierza ortogonalna, to
ST = S71 i po zmianie zmiennych macierz wspdlczynnikéw formy kwa-
dratowej (7) zamienia sie na macierz podobna. Przy takim przeksztalceniu
wartosci wlasne macierzy A nie ulegna zmianie. W szczegdlnosci mozna tak
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wybra¢ macierz S, by macierz A byla diagonalna, a na jej gléwnej przekatne;j
wystepowaly wartosci wlasne A.

Rownanie Laplace’a jest oczywiscie eliptyczne w kazdym punkcie — postaé
formy kwadratowej jest kanoniczna w bazie standardowej. Réwnanie falowe
nalezy ropatrywa¢ w R™"!. Dodatkowa n + 1-sza wspélrzedna jest czas t.
Zatem postacia formy kwadratowej w kazdym punkcie jest

n
2 2

§ :)\z - )\n—i—l

=1

co oznacza, ze jest to rownanie hiperboliczne w dowolnym punkcie.
Wreszcie réwnanie przewodnictwa cieplnego (takze w R™™!) prowadzi do
formy

Z /\12 +0- )‘721+1a
i=1
wiec jest paraboliczne.

Roéwnania moga mieé¢ rézny typ w roznych punktach. Dla przyktadu
rownanie Tricomiego
YUz + Uyy = 0

w R? jest eliptyczne w péiplaszczyznie y > 0, hiperboliczne w péiplaszczyZnie
y < 0 1 paraboliczne w punktach prostej y = 0. Réwnania o zmieniajacym
si¢ typie sa mniej zbadane.

Jesli wiemy, ze w danym punkcie rownanie jest danego typu eliptycznego
lub hiperbolicznego, to w otoczeniu tego punktu pozostaje tego samego typu.
Powstaje pytanie, czy mozna dobraé¢ dyfeomorfizm & = £ (x) sprowadzajacy
to rownanie w otoczeniu tego punktu do postaci kanonicznej, tzn. takiej, w
ktorej czesé zawierajaca pochodne rzedu drugiego ma posta¢ Au w przypadku
eliptycznym i uy — Au w przypadku hiperbolicznym. Odpowiedz dla n > 2
jest negatywna, a dla n = 2 — pozytywna.

4 Charakterystyki

Niech hiperpowierzchnia I' — (n—1)-wymiarowa klasy C' w Q — bedzie zadana
w postaci

[={zeQ:F(x)=0},
gdzie F': Q — R jest klasy C' i rz[F' (z)] = 1 dla z € T. Méwimy, ze I’ ma

orientacje charakterystyczna w punkcie zo dla réwnania (6), jesli

Z aij (zo) Fr, (z0) Fy; (20) = 0. (8)



Moéwimy, ze I’ jest charakterystyka réwnania (6), jesli w kazdym punkcie
x € I' ma orientacje charakterystyczna.

Zobaczymy dwukrotnie, jaka role pelnia charakterystyki w teorii réwnan
liniowych rzedu II.

Przypu$émy, ze dana jest hiperpowierzchnia I' = {z : F'(x) = 0} majaca
w punkcie x( orientacje charakterystyczna. Woéwczas cho¢ jedna z pochod-
nych czastkowych F,, (zo) # 0. Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze F,., (zo) #
0. Wowczas odwzorowanie: & = z; dlai = 1,...,n — 1, &, = F(xy,...,2,)
ma w punkcie zy wlasnosé¢ det &' (z9) = Fy, (xo) # 0. Na mocy twierdzenia
o lokalnej odwracalnosci ¢ jest dyfeomorfizmem otoczenia punktu zy na oto-
czenie punktu & = £ (o). Zobaczmy jak zmieni sie cze$é gléwna réwnania
Lu = f (z), czyli skladniki zawierajace pochodne rzedu drugiego niewiadome;j
funkcji, przy tej zmianie zmiennych. Mamy

Z <Z aij (5) gk,xigl,a:]-) Vepg; -

ki=1 \ ij

Dla k <n —1, &4, = 0 (symbol Kroneckera réwny 1 dla k =4 i réwny 0
dla k # i), natomiast dla k = n, &, ., = F,,. W rezultacie cze$¢ gtéwna po
przeksztatceniu ma postac

n—1 n—1 n
Z [y (f) Vg e + 2 (Z @y (5) F, (93)) Veng

k=1 =1 \i=1

+ (Z a;j (§) Fr, () (@) Vet
ij=1
Ten ostatni skladnik znika na mocy definicji charakterystyki. Znajomosé

j<n

kilku charakterystyk o wlasnosci rz [F;,, (zo)] = r w punktach zy €

i=1,...,r

T, gdzie I'; = {z : F; () = 0}, pozwala wyeliminowa¢ (lokalnie) sktadniki
i=1

zawierajace vge,, ¢ = 1,...,7. W sytuacji ekstremalnej, gdy znamy n ta-
kich charakterystyk, ze det [ch7 (xo)]ij “n # 0, mozna po podstawieniu
& = Fi(x), i = 1,...,n, calkowicie Wyeiir_ninowaé wyrazy zawierajace vgeg,,
1 =1,...,n, i pozostana tylko pochodne mieszane. W szczegdlnosci rownanie

Zaz’j (g) Veig; = 0

i#]

mozna w sposob jawny rozwiazaé; rozwiazaniami sa wszystkie funkcje postaci
n
v (&) = Zgi (&)
i=1

gdzie g; jest funkcja zmiennej rzeczywistej klasy C*.
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Wréémy teraz do zamiany zmiennych w réwnaniu Lu = f (x), ktérego
jedna charakterystyke znamy. Funkcja G (§) = &, ma wlasnosé

D @ (§) G, (§) Ge () +2) (Zaﬂ (&) Fr, (5)) Ge,Gg =0,
k=1 =1 \i=1

bowiem G¢, = 0 dla | < n — 1. Zatem hiperplaszczyzna (n — 1)-wymiarowa
{€ : &, = 0} jest charakterystyka przeksztalconego réwnania. Zamiana zmien-
nych zgodnie z funkcja opisujaca charakterystyke , prostuje” te charaktery-
styke.

Rownanie 8 nazywa sie rownaniem charakterystyk réwnania liniowego
rzedu drugiego — jego rozwiazania opisuja charakterystyki réwnania. Dokladniej,
charakterystyki sa poziomicami wspomnianych rozwiazan.

Zauwazmy, ze na wektorze prostopadlym do charakterystyki w danym
punkcie znika forma A (zy):

A (o) - (Fi, (w0) = > aij (t0) F, (0) Fa, (x0) = 0.

,J

Stad otrzymujemy natychmiast, ze

— réwnanie eliptyczne nie posiada charakterystyk;

— dla réwnania parabolicznego w danym punkcie kierunek prostopadly do

charakterystyki jest jednoznacznie okreslony;

— dla réwnania hiperbolicznego w danym punkcie kierunki prostopadte do

charakterystyki tworza hiperpowierzchnie (n — 1)-wymiarowsa (stozek).

Aby uzasadni¢ dwa ostatnie zdania, sprowadzamy forme A (x) do postaci

n—1

kanonicznej. Warunek A= A2 =0 oznacza, ze \; = 0dlai =1,....n—1,
i=1

n—1

a A, jest dowolne, natomiast z warunku A - A = 3 A2 — A2 = 0 dostajemy
i=1

n—1 1/2
Ap = & (Z /\22) . Powstaje hipoteza, ze dla rownania parabolicznego w
1

danym obszarze przez kazdy punkt tego obszaru przechodzi dokladnie jedna
charakterystyka. Nie dysponujemy $rodkami (w tym skrypcie) do weryfikacji
tej hipotezy.

Latwo znajdujemy charakterystyki réwnania przewodnictwa cieplnego:
u; = o’ Au. Réwnaniem charakterystyk jest

zn: F} (z,t) =0,
=1

skad F,, =0dla7 =1,...,n, i w rezultacie I nie zalezy od zmiennych prze-
strzennych z. Charakterystykami sa hiperpowierzchnie I', = {(z,t) € R"* : F (t) = C}



czyli t = const. Znalezienie charakterystyk n-wymiarowego réwnania falo-
wego uy = c2Au wymagaloby rozwiazania réwnania rézniczkowego czastkowego
rzedu pierwszego:

F}=c) F.. (9)
=1

Potrafimy to zrobi¢ jedynie dla n = 1: F}, = +cF,.

Rozwiazaniami sa funkcje F' (z,t) = ® (z + ct) lub ® (z — ct).

Stad charakterystykami sa proste x + ¢t = a, x — ¢t = a, gdzie a € R.
Przez kazdy punkt plaszczyzny (z,t) przechodza wiec dokladnie dwie cha-
rakterystyki.

Zajmiemy sie teraz réwnaniami liniowymi rzedu 2 na plaszczyznie:
@ (2,Y) Upy + 26 (2, Y) sy + ¢ (2,Y) uyy + R (z,y,u,u') =0, (10)

gdzie, a,b,c : Q — R sa klasy C!, Q C R?. Interesuje nas tylko czesé
gtéwna (wyrazy zawierajace pochodne rzedu 2), stad skrétowe oznaczenie R
na pozostale wyrazy. Wiadomo, ze w ustalonym punkcie (zg,yo) réwnanie
to jest jednego z trzech typéw: hiperboliczne, paraboliczne lub eliptyczne w
zaleznosci od tego, czy wyrdznik

A (z0,90) = b’ (20, %0) — a (0, Y0) ¢ (o, Yo) (11)

jest dodatni, zerowy lub ujemny.
Jezeli A (zg,yp) > 0, woéwczas w pewnym otoczeniu tego punktu nadal
A > 0, czyli rownanie pozostaje hiperboliczne. W tym otoczeniu réwnanie
charakterystyk
aF? + 2bF, F, + cF, =0 (12)

mozna zapisa¢ w postaci (rozkltad na iloczyn)

a (Fx + %@) (Fx + M@) = 0.

a
Mamy wiec alternatywe réwnan liniowych rzedu 1

aF, + (b+VA)F, =0,
aF, + (b—VA)F, =0.

Pozostaje wiec znalez¢ po jednej calce pierwszej dla réwnan rézniczkowych
zwyczajnych:

{x’:a(m,y) {x’:a(aj,y)
Yy =b(x,y) +VAz,y) ’ Y =0b(v,y) — VA(z,9)
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Zauwazmy, ze te calki pierwsze — odpowiednio oznaczone ®* i ®~ — sa
rozwiazaniami rownania charakterystyk. Na podstawie wczesniejszego ro-
zumowania stwierdzamy, ze podstawienie

{§=<I>+(x,y),
n=2o" (z,y),

v(€,n) =uo (O, &) (€,n) tam, gdzie odwzorowanie (®,d~) " istnieje,
redukuje wspélezynniki przy vge i vy, do zera. Odwzorowanie (®F, &) prze-
ksztalca dyfeomorficznie pewne otoczenie dowolnego punktu (z1,y;) na oto-
czenie punktu (P (z1,41), P (x1,y1)), bo gdyby jakobian tego odwzoro-
wania byl réwny 0, czyli wektory [®F, ®Ty| i [, P y] w pewnym punkcie
bylyby rownolegle, to wektory do nich prostopadie [a, b+ \/Z] i [a, b— \/Z]

takze bylyby réwnolegte, co oznaczatloby
b+ VA =b— VA,

czyli A = 0 wbrew zalozeniu. W rezultacie lokalnie mozna sprowadzic¢
réwnanie hiperboliczne do postaci

Ve + R (E,m,v,v¢,v,) = 0.
Teraz wystarczy podstawienie

§ = 5 + 7, = f -1,
by otrzymaé posta¢ kanoniczna

Wes — Wy + R (s,t,w,ws,wy) = 0.

Przypuéémy teraz, ze réwnosé A = 0 zachodzi w pewnym zbiorze otwar-
tym (teraz z parabolicznosci réwnania w punkcie (g, yo) nie mozemy wnosi¢
o0 jego parabolicznosci w otoczeniu tego punktu). Réwnanie charakterystyk
ma prosta postac

al, +0F, =0.

Calka pierwsza ® uktadu

/

lL':CL(l',y), y/:b<l’,y)

pozwala teraz zastosowaé zamiane zmiennych

=0 (z,y), n=V(z,9),

gdzie ¥ jest jakakolwiek funkcja klasy C? na wspomnianym zbiorze otwartym

o wlasnosdci
o, 9,
det [ v, v, ] #0.
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Po zamianie zmiennych v (€,1) = wo (®, )" (€,1) dostajemy réwnanie,
w ktorym znika wspotezynnik przy vee. Wspdtezynnikiem przy vg, jest nato-
miast
2(a®,V, +0(0,V, +®,V,) + cP,V,)
= 2P, + c?,)V, =0

na mocy réwnosci a®, + b®, = 0 oraz 0 = b (a®, + bP,) = bad, + acd, =
a (b®, + c¢®,). Zatem po zamianie zmiennych otrzymujemy réwnanie w po-
staci kanonicznej

Uy + R (&, 1,0, 0¢,v,) = 0.

Pozostal nam przypadek eliptyczny. Jezeli A (xq,yo) < 0, to takze w pew-
nym otoczeniu tego punktu A < 0iréwnanie pozostaje eliptyczne. Réwnanie
charakterystyk nie posiada rozwiazan, co uniemozliwia nam proste znalezie-
nie odpowiedniej zamiany zmiennych. Zastosujemy pewien wybieg formalny.
Podobnie, jak w przypadku hiperbolicznym, roztézmy réwnanie charaktery-
styk na iloczyn, ale w dziedzinie zespolonej

b+iv—A b—iv—A
a (F ¥ “—pr) (F ¥ Z—pr) _
a a
Funkcja F' spelniajaca
aF, + (b+iV=A) F, =0

jest funkcja zespolona F' = ® + iV, gdzie & i VU sa juz rzeczywiste. Stad

{ ad, + bd, — V—AV, =0,

a¥, + b0, + V—AD, =0. (13)

Z drugiego réwnania
aF, + (b= iV=A) F, =0

otrzymaliby$my ten sam uklad z zamiana ® i W.

Zauwazmy, ze jakobian odwzorowania (®, W) jest rézny od 0 dla &, ¥
speliajacych uklad. Gdyby bylo inaczej w cho¢ jednym punkcie, to [V, ¥, | =
APy, @,] dla pewnego A € R\ {0} i po podstawieniu do ukladu :

a®, + bd, — \W/—AD, =0,
Aa®, + Ab®, + V—AD, =0,

po pomnozeniu przez —\ pierwszego rownania i dodaniu obu stronami, do-

staniemy
(A +1) V=A%, =0.

Stad ®, = 0 (w tym punkcie), a wiec i ¢, = 0, co nie jest mozliwe.
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Zastosujmy wiec zamiane zmiennych

§=0(z,y), n=V(z,9).

Mamy
Uy = Vg - Dy + vy - Uy,

Uy = Vg + Py + vy - Wy,

Upy = Uf&'q)i‘i_vgn'q)x'qjaz"i_vf'q)xm
e - P - Uy + Uy - U2+ 0, W

Ugy = Vgg Py Py +vgy- Py Wy +ve - By
Fpe - @y - Wy vy - Vo - Wy + v, - Wy,

2
Uyy = U&&'q)y‘l'vén'q)y'\py“'vﬁ'q)yy
+Uﬁ§'®y’\yy+vnn"1’§+vn'@yy

Po podstawieniu do réwnania otrzymamy nastepujace wspétczynniki przy
pochodnych rzedu II:

fprzyvff
ar=a- P2 +2b- Oy By +c- O,

— przy Ugn

Wy =20 P, W, +2b(D, - U+, -V,)+2-D,-V,,

— Przy Uy
c=a-V4+20- U, -V, +c- V2

Jezeli z uktadu (13) wyliczymy

b
Vo= b, - il

i podstawimy do wspolczynnika ¢y, to otrzymamy
c = a@i + 209, P, + CCI>§ = qa;.

Wspélezynnik b, natomiast jest rowny

b = a®, ( L, - <1>)
+bD, F(I) +F )
b, (— L

@, (A, + o )
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Poniewaz a; # 0 w kazdym punkcie, wiec nasze rownanie przyjmuje postac

kanoniczna:
1 ~
Veg + Uy = a_lR (57 n,v, Uﬁ”ﬁ) :

Sprowadzenie do postaci kanonicznej nie tylko upraszcza réwnanie; cza-
sami pozwala tez znalezé jego wszystkie rozwiazania. Jest tak dla czesci
rownan hiperbolicznych i parabolicznych.

5 Zagadnienia brzegowe

Dane réwnanie rozniczkowe czastkowe posiada wiele rozwiazan; aby wybraé
jedno z nich, nalezy natozy¢ dodatkowe warunki (réwnania). Dla réwnan
rozniczkowych zwyczajnych sa to zwykle warunki poczatkowe. Ich odpowied-
nik dla réwnan czastkowych rzedu 2 wyglada nastepujaco. Ustalmy réwnanie
liniowe rzedu drugiego Lu = f, hiperpowierzchnie (n — 1)-wymiarowa klasy
C! —T' c Qi dwie funkcje ciagle ¢,¢) : I' — R. Szukamy rozwiazania u
réwnania Lu = f(x) okreslonego w otoczeniu I' spehiajacego na I' dwa
warunki

ou
uw|I'=¢, — |I'=1,
T=06, S| =y
gdzie % oznacza pochodna w kierunku wektora normalnego v do hiperpo-

wierzchni I'.

Nalezy zdecydowaé sie na wybédr jednego z dwéch mozliwych (o ile T' jest
spdjna) pdl wektoréw normalnych I' 5 = +— v (x) na I'. Takie pole w ogdle
istnieje tylko wtedy, gdy I' jest hiperpowierzchnia orientowalna.

Z przyczyn fizycznych wazne sa takze inne warunki dodatkowe. Sa to
warunki Dirichleta:

ul| o0 =¢
lub Neumanna:

ou
o =1v.

O ile rozwiazania zagadnienia poczatkowego poszukujemy jednak tylko w
pewnym otoczeniu I' o tyle rozwiazania zagadnien Dirichleta i Neumanna
musza by¢ z natury globalne — okre$lone w catym zbiorze €.

Jesli € jest zbiorem nieograniczonym, wéwczas zwykle zadamy jeszcze
odpowiedniego zachowania rozwiazania v w nieskonczonosci; zwykle

lim u(x) = 0.

T— 00

Warunki brzegowe (poczatkowe, mieszane) sa tak dobrane, by gwaran-
towaé istnienie dokladnie jednego rozwiazania przy dowolnych danych z pew-
nej naturalnej przestrzeni. Na uklad — réwnanie czastkowe + dodatkowe

14



warunki — mozna spojrze¢ jak na jedno rownanie
F(u) =y,

gdzie F : X D U — Y jest odwzorowaniem okreslonym na pewnym podzbio-
rze U pewnej przestrzeni funkcyjnej X o wartosciach w innej przestrzeni Y,
ay € Y. Na przyktad dla zagadnienia Dirichleta

Au= f(z) z€Q, u| Q= g,

naturalny jest wybér X = C(Q) — przestrzen funkcji ciagtych, U = C?(2) N
C(@Q), Y = C(Q) x C(09), Flu) = (Au,u | 9Q), y = (f,0).

Mowimy, ze zagadnienie brzegowe jest dobrze postawione, gdy wybralismy
przestrzenie X, Y z odpowiednimi strukturami topologicznymi w ten sposob,
ze dla kazdego y € Y istnieje rozwiazanie u € U C X, jest ono tylko jedno
oraz odwzorowanie F~!:Y — X jest ciagle.

Proste przyklady pokazuja, ze dla rownan eliptycznych nie nalezy sta-
wia¢ zagadnien poczatkowych, ale zagadnienia Dirichleta lub Neumanna, dla
rownan hiperbolicznych odwrotnie — stawiamy zagadnienie poczatkowe lub

brzegowo-poczatkowe zwykle
u(z,0) = ¢(x), w(z,0)=v(z), z€QCR"
lub
u(z,0) = ¢(x), w(z,0)=v¢(x), z€QCR", wulx,t)=0, xe€d

Latwo tez sprawdzi¢, ze zagadnien poczatkowych nie nalezy stawia¢ na cha-
rakterystyce. Rownanie rézniczkowe wymusza wtedy pewna zaleznos$¢ miedzy
danymi poczatkowymi ¢ i . Dlatego tez dla réwnania przewodnictwa ciepl-
nego, ktoérego charakterystyka jest hiperpowierzchnia ¢ = 0 zagadnienie
poczatkowe ma posta¢ nieco zmieniona tak, by bylo dobrze postawione przy
odpowiednim wyborze prestrzeni u(x,0) = ¢(x).

6 Przypomnienie o szeregach Fouriera

Sa to szeregi postaci
oo
> andn,
n=0

gdzie {¢, : n € N} jest ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta H,
tzn. (Gn, dm) = 0 dla n # m i (én, dn) = ||onl”> = 1, a {an : n € N} jest
ciagiem liczbowym (rzeczywistym, gdy H jest rzeczywista przestrzenia Hil-

berta) sumowalnym z kwadratem 3 |a,|> < co. Szereg taki jest zbiezny w
n

. . 1/2 . . .
H, przy czym norma jego sumy wynosi (Y. ]an]2) 4 (szereg niekoniecznie
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jest bezwzglednie zbiezny, np.: dla a, = % nie jest, a mimo to zawsze jest

absolutnie zbiezny w tym sensie, ze po dowolnej permutacji jego wyrazoéw
dostajemy szereg zbiezny do tej samej granicy).
Dla dowolnego elementu z € H majac uktad ortonormalny {¢,} mozna

utworzy¢ szereg Fouriera
o0

> (@, 6n) b

Warunek ,, fourierowskosci” szeregu wynika z nieréwnosci Bessela
2 2
Y @ b < )l
n
Szczegolna role pelnia tzw. uklady ortonormalne zupeine, dla ktérych zacho-

dzi réwnosé
r=>Y (2,6n) bn (14)
przy kazdym x € H.
W naszych rozwazaniach zwykle H jest przestrzenia funkcji catkowalnych
z kwadratem na pewnym odcinku. Jezeli H = L* (—m, ) (lub L?(0,27)),

to standardowym ukladem ortonormalnym zupelmym jest rodzina funkcji

t — \/gsinnt, t — \/gcosnt, n=12,..,1t+ \/%7 (nie przejmujmy sie

kolejnoscia; jak zauwazyliSmy wezesniej, nie ma ona znaczenia).
Nietrudno zauwazyé, ze dla funkcji nieparzystej x : [—7, 7] — R znikaja
iloczyny skalarne

T s

x(t) - L cosnt dt, z(t) - Ldt,
[ Fremmin [20)

—T —T

wiec szereg Fouriera takiej funkcji ma postaé

(o]
E cp, sinnt.
n=1

Podobnie postacia szeregu Fouriera funkcji parzystej (dla trygonometrycz-
nego uktadu ortonormalnego) jest

o0
g C,, cos nt.
n=0

Poniewaz kazda funkcje = : (0,7] — R calkowalna z kwadratem mozna
przedtuzy¢ na [—7, 7] jako funkcje parzysta (i podobnie — nieparzysta), ozna-
2

cza to, ze ciag t — 4/=sinnt, n = 1,2,..., stanowi uklad ortonormalny

zupely w L? (0, 7). Taki jest tez uktad funkcji ¢ — \/gcos nt,n=12, ..,
t— \/;
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Przy przejsciu do przedziatu (0,1) zamiast (0, 7) nalezy dokonaé przeska-
lowania. Ortonormalne sa uktady:

tr—>\/>sm— n=1,2,..,
t— \/;cos"l—”t, n=12 .., t— \/;

Poza tymi ukladami pojawiaja sie tez inne: uklady ortonormalne zupelne
funkcji wlasnych zagadnieni Sturma-Liouville’a (por. wyklad z réwnan rézniczkowych
zwyczajnych).

Rownosé (14) oznacza zbieznosé szeregu Fouriera w przestrzeni Hilberta
do elementu x. W naszym przypadku jest to zbieznos¢ w sensie normy
L?. Chociaz wszystkie wyrazy szeregdéw sa klasy C™ (przy wymienionych
przyktadach uktadéw ortonormalnych zupehych), to nie mozemy mieé¢ pewnosci,
czy suma takiego szeregu jest nawet funkcja ciagla. Aby tak bylo, nie wy-
starcza zbieznoéé¢ w sensie L?; potrzebna jest zbieznoéé¢ jednostajna.

Dla przykiadu szereg

= 1
Z— sin (4n + 1)t

n=0

3

jest szeregiem Fouriera, ktéry dla ¢t = 7 nie jest nawet punktowo zbiezny.
Podstawowym kryterium zbieznosci jednostajnej jest kryterium Weier-
strassa:
Jezeli dla dowolnego n € N sup, |z, (t)] = M, i szereg liczbowy ZM

jest zbiezny, to szereg > x, (t) jest jednostajnie zbiezny.

n
Dla szeregdéw trygonometrycznych oznacza to bezwzgledna zbieznosé szeregu
wspotczynnikow Z ¢y — oszacowanie [c,| < 2t nje wystarcza; ale juz

len| < “O\r}sf tak. Zbleznosc jednostajna gwarantuje tu ciaglo$¢ sumy szeregu.

Jezeli x,, sa rézniczkowalne, to szereg pochodnych > 2! (t) nie musi by¢
jednostajnie zbiezny nawet, gdy > x,, () jest. Jednak jesli dodatkowo szereg
pochodnych jest taki, to funkcja

= an (t)

jest rozniczkowalna i
=> @, (0)

(por. wyktady z analizy matematycznej). Szeregi trygonometryczne sa wiec
const

zbiezne do funkcji klasy C', jesli |¢, | < <52, ¢ > 0. Ogdlniej:

Twierdzenie. Jezeli funkcje ¢, sa jednej z postaci sinn7t, cosn’t, oraz
cp| < <8t dla kazdego n, gdzie ¢ > 0, a p = 2,3,..., to suma szeregu
S” cady (t) jest funkcja klasy CP~1.
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Twierdzenie . Jezeli funkcja x jest 2m-okresowa i klasy C?, to wspdlczynniki
szeregu Fouriera wzgledem uktadu trygonometrycznego sinnt, cosnt, 1, spelniaja

const

eal < 22

gdzie ¢, jest wspotczynnikiem przy cosnt lub sinnt lub 1.

Dowdd. Catkujac p-krotnie przez czesci dostajemy

1 K
len| = —/x(t)cosntdt

T
11 1 1 [,

= 2= innr — —a (—7) sin (—nw) — — t) sin ntdt
- nx(ﬂ)smmr nx( ) sin (—nm) n/a: (t)sinn
1 , i 1 )

= — || 2 (t)sinntdt| =...= — | [ 2P (t) cosntdt
™ P

(ewentualnie w ostatniej calce wystapi sinnt, gdy p jest liczba nieparzysta),
gdzie wykorzystalismy réwnosci z (7) = z (=), 2’ (7) = 2/ (—=7), ..., 277V (1) =
P~V (—m). W rezultacie

1
len| < e 27 - sup ‘x(p) (t)| .

Poréwnajmy réznice w oszacowaniach w obu twierdzeniach. Wynika ona
z faktu, ze w obu przypadkach twierdzenia odwrotne nie sa prawdziwe —
nasze warunki nie sa zbyt subtelne (idealnych zreszta nie ma). Ta niedo-
godnosé jest jednym z licznych powodow, dla ktérych wprowadza sie pojecie
rozwiazania uogélnionego réwnania rézniczkowego czastkowego, czy pochod-
nej uogdlnionej. Te pojecia idealnie ,,pasuja” do zbieznosci w sensie normy
L2

7 Roéwnanie przewodnictwa cieplnego

Roéwnanie przewodnictwa cieplnego

uy = a*Au (15)

n
gdzie Au = Y uy,.,. Mozemy zakladaé, ze a = 1, bo przez zamiane zmien-
i=1
nych 7 = a~?t nasze réwnanie przechodzi w identyczne z a = 1. Warunek
poczatkowy

u(z,0) =¢(x), (16)
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gdzie ¢ : R"— R jest funkcja ciagla i ograniczona. Przez rozwiazanie tego za-
gadnienia poczatkowego bedziemy rozumie¢ funkcje ciagta u : R" x[0,7) — R
klasy C? (R"x (0,7')) speliajaca réwnanie (15) w zbiorze R"x (0,T) i wa-
runek (16). Liczba T' > 0 jest tu dowolna. Pokazemy, ze rozwiazanie zawsze
istnieje i to dla T = oo. Zdefiniujmy funkcje F : R" x R x R™ x R\
{(z,t,z,t) : x € R",t € R} — R wzorem

P S lz—yl)?
F(z,ty,s) T p( 4(t_5)>- (17)

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja F (-, -, y, s) jest rozwiazaniem réwnania (15)
dlax #£yit+#s.

Przypomnijmy z analizy wzor

+o0 9
/ e 7 do = /7.

Stad przez zastosowanie tw. Fubiniego
/ e P dg = ()72,

Twierdzenie. Rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego, gdzie ¢ jest
ciagla i ograniczona na R", jest

1
u(mf):W/m,t,y,omw)dzj.

R

Dowdéd. Funkcje podcatkowa i jej pochodne wzgledem x i ¢ > 0 mozna
oszacowalé przez funkcje postaci Py (y) exp (— ||z — ylI” /4t), gdzie P, jest
wielomianem wzgledem y. Poniewaz taka funkcja jest catkowalna na R"™, wiec
dla t > 0 i dowolnego x mozemy wejs¢ z pochodnymi pod znak caltki. Zatem

1
“ = Wﬂgft<x,t,y,o>¢<y>dy

1
= W/Atf(x,t,y,O)qﬁ(y)dy:Au

R

dla x € R™, t > 0. Jedynym problemem jest mozliwo$¢ przejscia granicznego
lim;_o+u (z,t) = ¢ (2).

Do calki zastosujmy zamiane zmiennych o = (y — x) /2v/t. Stad y = 2v/to +
z, a wiec jakobianem dyfeomorfizmu jest 2"t"/2. Zatem

u(x,t) = #HJ o (x + 2\/%0) el go.
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Ustalmy z € R™ i wezmy € > 0. Z ciaglosci ¢ w punkcie z wynika, ze istnieje
6 > 0 o whasnodci ||2" — z|| <0 = |¢(2') — ¢ (z)] < 5. Wybierzmy najpierw
M > 0 tak duze, by

e ol g0 < en? /4sup ||,

R”\[—M,M]"

a nastepnie
52
S -

(2y/ndD)*

Wéwezas dla o € [—M, M]" mamy |o|| < /nM, a wiec H2\/¥0H < 0.
Mozemy teraz oszacowaé dla takich ¢:

u(z,t) — 6 ()] = W%/qﬁ(x—l—%/l_fa) el 4o

_ %/e—nanyg

R?’L
< 2SU]@;|¢| / ool g
T2
R\ [~ M, M]"
+— / ‘qﬁ (a: + 2\/%0) —¢ (x)‘ el go
[—M,M]"

(VAN

| o
)

)

i
)
=

IS

q

Il

™

Z dowodu wynika, ze zbieznosé lim, g+u (z,t) = ¢ (z) niekoniecznie jest
jednostajna. Jest jednak taka, gdy ¢ jest jednostajnie ciagta.

Latwo udowodni¢, ze funkcja

1 t
u () = W//f(x,t,y,T)f(y,T)dydT

0 Rn»

jest rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego
u— Au= f(z,t), wu(z,0)=0,

gdzie f : R™ x [0,00) — R jest funkcja ciagla i ograniczona. Mozna stad
wywnioskowaé¢ posta¢ rozwiazania zagadnienia

ut_Au:f(xat)a u(x,O):¢
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Dla zagadnien brzegowo-poczatkowych udowodnimy jednoznacznosé

Twierdzenie. Jezeli () jest zbiorem otwartym i ograniczonym w R",
ktérego brzeg 0 jest (n — 1)-wymiarowa hiperpowierzchnia klasy C*, to dla
dowolnych funkcji ciaglych b : Qx[0,T] = R, ¢: Q — Ri f: 00x[0,T] — R
zagadnienie brzegowo-poczatkowe

u— Au=h(z,t), (z,t)€Qx(0,T),
(@0 =),  zeq
u(z,t) = f(z,t), x € 08, tel0,7],

posiada co najwyzej jedno rozwiazanie.
Dowdd. Gdyby byly dwa takie rozwiazania uy, us, to funkcja u = uy — us
spelniataby
u—Au=0, u(-,0)=0, u(09Q,-)=0.

Stad postugujac sie wzorem na catkowanie przez czesci otrzymamy

%%/u(x,t)zdx — /u(w,t)ut(x,t)dm

Q

QO
= /u(x,t) Au (x,t)dx

_ _/Zux (x,t)Qda:Jr/u(a:,t)%(x,t)dsx.
s

o0

Drugi sktadnik znika na mocy warunku brzegowego u (052, -) = 0, a pierwszy
jest funkcja < 0 dla kazdego t. W rezultacie funkcja

t}—>/u(x,t)2d9:
Q

jest nierosnaca. Poniewaz dla ¢ = 0 mamy z warunku poczatkowego
/u(x,O)2 dx =0,
Q

wiec funkcja ta jest < 0 dla kazdego ¢t > 0. Ale z samej definicji funkcja
przyjmuje wartosci > 0. Zatem dla kazdego t > 0 mamy

/u(as,t)2 dxr =0,
0

czyli u (z,t) = 0.

Na przyktadzie zagadnienia brzegowo-poczatkowego dla 1-wymiarowego
rownania przewodnictwa cieplnego wprowadzimy teraz metode rozdzielania
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zmiennych Fouriera. Jest to chyba najczesciej stosowana metoda oblicze-
niowa do zagadnien brzegowych dla réwnan rézniczkowych liniowych rzedu
2 i wyzszych. Dostarcza ona rozwiazania w postaci sumy szeregu funk-
cyjnego, co umozliwia ewentualne badania jakosciowe. Jest to wielka za-
leta w poréwnaniu z metodami przyblizonymi dajacymi wartosci liczbowe
rozwiazania w punktach siatki pokrywajacej zbior €2, chotby nawet siatka
ta byla bardzo gesta. Niestety, zbiér 2 musi by¢ szczegdlnej postaci ilo-
czynu kartezjanskiego, co mocno ogranicza stosowalnos¢ metody Fouriera.
W niektorych przypadkach zamieniamy wtedy zmienne tak, aby sprowadzi¢
zbiér ) do tej postaci.

Rozwiazemy jednorodne réwnanie przewodnictwa cieplnego dla wymiaru
1 z zerowymi warunkami Dirichleta na brzegu odcinka [0, 7] i z warunkiem
poczatkowym:

U — Uy, = 0,

u(0,t) =wu(mt) =0, (18)

u(z,0)=¢(z).
O funkcji ¢ : [0,7] — R zakladamy, ze jest ciagta. Jesli od rozwiazania
bedziemy wymagaé, by bylo funkcja ciagla na [0, 7] x [0, 00|, to niezbedny
jest warunek zgodnosci ¢ (0) = ¢ (7)) = 0.

Zagadnienie brzegowe, ktére napisaliémy, ma sens fizyczny: u jest tem-
peratura w precie o dlugosci 7 i zaniedbywalnie matym przekroju, z mierzy
odlegtos¢ od jednego z koncoéw preta, a t oznacza czas. Pret jest izolowany
termicznie na powierzchni bocznej, ale jego konice maja ustalona temperature
srodowiska = 0. W chwili poczatkowej temperatura w punktach preta dana
jest przez funkcje ¢.

Rozumowanie, ktére przeprowadzimy, jest charakterystyczne dla metody
Fouriera — jest heurystyczne. Przypusémy, ze rozwiazanie u : [0, 7] x [0, 00) —
R istnieje i ma postac

w(et) =5 fu (@) ga (1)

Jesli kazdy skladnik tej sumy spelnia réwnanie rézniczkowe, to

In (37) g;z (t) = a2f7/1/ (:U> Gn (t) )

czyli

fale) 1 g, ()

fa(z) a® ga(t) 7"
jest stala. Jedli zazadamy, by kazdy skladnik sumy speinial warunki Diri-
chleta, to f,, (0) g, (t) = fu (1) gn (t) = 0, czyli funkcja f,, musi by¢ rozwiazaniem
zagadnienia Sturma-Liouville’a

Oczywiscie takie rozwiazanie istnieje dla dowolnej statej A, : f, (z) = 0.
Interesuja nas wartosci \,, dla ktorych mamy rozwiazanie nietrywialne.
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Jezeli A\, > 0, woéwczas rozwiazaniem réwnania rozniczkowego zwyczaj-
nego sa funkcje f, (z) = CreVA»® + Che V@, 7 warunku f, (0) = 0 dosta-
niemy C1+Cy = 0, wiec Cy = —C', az warunku f, (7) = 0, C} (e AnT _ o )‘”“) =
0, wiec C; = 01 stad f, () = 0. Podobnie dla A\, = 0.

Jezeli A, < 0, to f,(z) = Cycosv/—A\,z + Cysiny/—\,x. Z warunku
fn(0) = 0 mamy C; = 0, a z warunku f, (7) = 0, Cysiny/—\, 7 = 0.
Wystarczy wiec wzia¢ /=X, =n €N, czyli \,, = —n?, n=1,2, ..., by funk-
cje fn(x) = sinnz byly nietrywialnymi rozwiazaniami zagadnienia Sturma-
Liouville’a. Wiadomo, ze uktad funkcji f,, n € N, jest ortogonalny i zupeiny
w przestrzeni Hilberta L? (0, ).

Znajdziemy funkcje g, speliajace réwnosé

/ 2
I = A" Gn.
Jest to znowu réwnanie rézniczkowe liniowe o stalych wspétezynnikach, wiec
—n2a?t
dn (t) = Cpt )

gdzie ¢,, € R jest dowolna stala. Funkcja u spelia wtedy réwnanie rézniczkowe
i warunki Dirichleta z (18). Dobierzemy stale ¢, tak, by spelniony byl waru-
nek poczatkowy

o(x) = Zgn (0)sinx = Z Cp sinne.
n=1 n=1

Wystarczy wiec rozwina¢ znana funkcje ¢ w szereg Fouriera wzgledem uktadu
funkcji f,,. Stad otrzymujemy posta¢ funkcji — kandydata na rozwiazanie:

u(z,t) = Z e sinna,
gdzie
2 :
Cn = —/gb(x) sin nz dz.
7r
0

Pozostaje pytanie, czy jest to rzeczywiscie rozwiazanie. Aby tak bylo, funk-
cja u musi by¢ ciagla na zbiorze [0,7] x [0,00), a takze szereg wystepujacy
w (16.7) musi dopuszczaé¢ dwukrotne rézniczkowanie wyraz po wyrazie z za-
chowaniem niemal jednostajnej zbieznosci na zbiorze [0, 7| x [0, 00).

Od razu widac, ze konieczna jest szybka zbieznos¢ ciagu ¢, do 0. Wpraw-
dzie dla t > ¢ > 0 juz ograniczono$¢ ciagu: |c,| < M dla n € N, wystarcza
na mocy kryterium Weierstrassa:

2,2 . 2,2
che ”“Slnnx‘ < Me a0
) . _ 2,2
%cne ”“tsmnx’ < Ma*n?e™ ™9,
5] —n2a2t 2425

3 —Nn
F-Cn€ sin m:‘ < Mne ,

2 ;2,2 . 2,2
%cne na tsmnx) < Mn?e w0
X
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przy czym szeregi liczbowe po prawych stronach nieréwnosci sa zbiezne. Jed-
nak w otoczeniu t = 0 czynnik zostaje zastapiony przez 1 i o zbieznosci
szeregow liczbowych nie moze by¢ mowy.
Jezeli zalozymy, ze nieparzyste i 2m-okresowe przedtuzenie funkcji na
prosta jest klasy C?, to
M
len| < ot e N,
i dla wszystkich ¢ > 0 mamy
e sinz| < —-
n
W rezultacie szereg jest jednostajnie zbiezny dla t > 0 i funkcja u jest
ciagla na tym zbiorze. Szereg ten po zrdézniczkowaniu wyraz po wyrazie
raz wzgledem t lub dwa razy wzgledem z jest niemal jednostajnie zbiezny
na t > 0, bowiem dowolny zbiér zwarty K zawarty w tym zbiorze lezy w
zbiorze t > § dla pewnego 0 > 0 i obowiazuja poprzednie oszacowania. Przy
opisanej powyzej regularnosci funkcji ¢ wzér na u jako sume szeregu okresla
rozwigzanie zagadnienia (18).

Metoda Fouriera mozna tez rozwiazywac¢ réwnania niejednorodne:
2
U = a Uz + f(2,1),

mozna odcinek [0, 7] zastapi¢ jakims$ innym, mozna jednorodny warunek Di-
richleta na koncach odcinka zastapi¢ innym np.

uz(0,) =0 = u(l,t),

mozna tez jednorodne warunki brzegowe zastapi¢ niejednorodnymi.

8 Roéwnanie falowe
Rozwazmy 1-wymiarowe rownanie falowe
Uty — CQsz = O> (19>

gdzie c jest stala dodatnia. ZnalezliSmy charakterystyki tego rownania: pro-
ste x4ct = const. Stosujac podstawienie: £ = x+ct, n = x —ct sprowadzamy
to rownanie do postaci

Ven = 0,

ktorego rozwiazaniami sa funkcje

v(&n) =& +g9Mm),
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gdzie f i g sa dowolnymi funkcjami rézniczkowalnymi jednej zmiennej. Wra-
cajac do funkcji u (z,t) = v (z + ct, z — ct) mamy postaé¢ dowolnego rozwiazania
réwnania (19):

u(z,t)=f(r+ct)+g(x—ct).

Aby u € C?, musi by¢ f,g € C%. 7Z latwodcia mozna teraz otrzymac:
Wzér d’Alemberta. Jedynym rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego:

utt_CQsz:()? 'LL(lL',O) :(b(l'), Ut (QJ,O) :1/1(95)7
gdzie ¢, : R — R, ¢ € C?, ¢ € C jest funkcja

x+ct

u(m,t):¢<x_0t)+¢(x+d>—l—2ic/w(g)df.

2

Dowéd. Dostajemy
fl@)+g@)=¢@@), cf(x)—cg (x)=v(z).

7, drugiego z réwnan po scatkowaniu mamy

f) = g(@) = n (),

gdzie 0 (x) = ¢ (x). Stad i z pierwszego z réwnari otrzymamy

1 1 1 1
f@) = 50@) +5n(@), 9()=56() — o0 ().
W rezultacie rozwiazaniem jest funkcja
u(x,t) = blatct) —¢lz—ch) —|—i(n($+ct) —n(z —ct))

2 2c
rowna potrzebnej funkcji wobec Podstawowego Twierdzenia Rachunku Catkowego.

Rozwiazanie zagadnienia poczatkowego istnieje i to dokladnie jedno dla
kazdej pary (¢,1) € C? x C'', naturalne jest wiec pytanie o dobre postawienie
tego zagadnienia.

Twierdzenie. Ustalmy 7" > 0. Dla dowolnego € > 0 istnieje 6 > 0 taka,
ze dla par (¢1,11), (¢a,1) € C* x C o whasnosci

sup 61 (2) — ¢ (x)] <0, sup |91 () — 92 ()] < 0
rozwiazania u;, ¢ = 1,2, zagadnien poczatkowych
Uy — gy =0, u(x,0) = ¢; (x), u(x,0) =1 ()
spelniaja nierownosé

sup sup |ug (x,t) —ug (x,t)] < e.
z 0<t<T
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Dowdéd. Bierzemy 6 =¢/ (1 +T) i stosujemy wzér d’Alemberta
1 1
s (1) — 2 (2, 1)| < 5[ (2 — ct) — 6 (2 — )] + 1 |61 (2 et) -

¢2 (LE + Ct)‘ +

z+ct

1 1 1
tae [ 161©) — wa @)l de < 35+ 30+

1 € €
L5 0 < T—
T

|
Y

Twierdzenie to oznacza, ze wybierajac (w oznaczeniach paragrafu o za-
gadnieniach brzegowych) jako przestrzeni Y zbiér C?x C? z topologia zbieznogci
jednostajnej, a jako przestrzen X zbiér C* (Rx (0,7)) N C (Rx (0,T)) z ta
sama topologia, otrzymamy dobrze postawione zagadnienie. Pewien dyso-
nans stanowi fakt, ze przestrzenie C? i C'! z topologia zbieznosci jednostajnej
nie sa zupelne. Mozemy go usunaé rozszerzajac pojecie rozwiazania.

Funkcje u dana wzorem d’Alemberta nazywamy rozwiazaniem uogélnionym
zagadnienia poczatkowego przy dowolnych funkcjach ¢ € C' (R), ¢ € C (R).
Przestrzen C (R) z topologia zbieznosci jednostajnej jest juz zupea.

Zauwazmy, ze rozwiazanic u = f + g, gdzie f = o+ 0 , g = 36 — 30,
jest suma rozwiazan, z ktérych pierwsze (x,t) — f (z + ct) opisuje ,fale
poruszajaca sie do tytu” z predkoscia c. To fizyczne okreslenie wynika stad,
ze wartosé tego rozwiazania w punkcie xg w chwili t = 0 wynosi f (zg) , a w
chwili t = 1 wynosi f (2o + ¢), to znaczy jest taka, jak wartos¢ rozwiazania
w punkcie zo + ¢ w chwili £ = 0. ,,Fala” przesuneta si¢ wiec przez jednostke
czasu z punktu zp + ¢ do zg. Analogicznie rozwiazanie (z,t) — g (x — ct)
opisuje ,,fale biegnaca do przodu”. Cale rozwiazanie u jest, jak méwia fizycy,
superpozycja obu tych fal.

PrzejdZzmy teraz do zagadnienia brzegowo-poczatkowego:

w(r,0) = 6 (z),
wp (,0) = 1 (z), (20)
u(0,t) =0=u(l,t)

Przez jego rozwiazanie rozumiemy funkcje u € C* ((0,1) x (0,7))NC} ([0,7] N [0,T))N
C ([0,7) N [0,T]) spemiajaca réwnanie falowe w prostokacie (0,1) x (0,7"), wa-
runki poczatkowe dla = € [0,] i brzegowe dla = 0, x = it € [0,7T].
Funkcje ¢, : [0,1] — R sa co najmniej ciagle i spelniaja warunki zgodnosci
6(0) =6 (1) = (0) = (1) = 0.

Aby moc zastosowaé wzér d’Alemberta, przedtuzamy ¢ i ) na cala prosta.
Jest jasne, ze dowolne przedtuzenie nie zagwarantuje warunku brzegowego,

26



bowiem

wo. = 2EDEND L L [ G g

gdzie (E i QZ sa przedhuzeniami. Efekt znikania tej liczby osiagniemy, gdy
wezmiemy przedhuzenia nieparzyste: ¢ () = ¢ (x) dla z € [0,1] , ¢ (I + x) =
—¢(l—z)dlaxz € (0,1, ¢ (—z) = —¢ (z) dla z € (0,1]. Dalsze przedtuzenie
jest 2l-okresowe: ¢ (z+2nl) = ¢(z), = € [0,2]), n € Z. Analogiczne
przedtuzenie stosujemy do funkcji 1. o

Zauwazmy, ze dzieki warunkom zgodnosci funkcje ¢ i 1 sa ciagle na R.
Niestety, nawet dla ¢, ¢ klasy C* na [0, [] przedtuzenia ¢ i ¢ nie musza by¢
klasy odpowiednio~C’2 i ' na R. Jesli sa, wéwezas rozwiazanie dane wzorem
d’Alemberta dla ¢ i ¢ jest zwyklym rozwiazaniem; jesli nie sa, wowczas
jest to rozwiazanie uogélnione. Spemienie warunkow brzegowych wynika z
nieparzystosci ¢ i ¥ (przez nieparzysto$é¢ wzgledem [ rozumiemy whasnosé
d(l— &) =—¢(l+¢)). Przedstawiona tu metoda nosi nazwe metody odbic.

Metode Fouriera rozdzielania zmiennych mozna stosowac rowniez do rownania
falowego. Pokazemy to na przykladzie réwnania niejednorodnego z niejedno-
rodnymi warunkami brzegowymi. Nalezypodkresli¢, ze w przypadku takiej
podwdjnej niejednorodnosci zawsze musimy skorzystaé z tego, co fizycy na-
zywaja zasada superpozycji i poszukiwaé¢ rozwiazania w postaci sumy — oba
sktadniki speliaja zagadnienie ,,w potowie niejednorodne”.

5 : 2w
Ut = C Ugy + 8In 2t - Sin — 2,

l

u(0,t) = A, u(l,t) = B,
u(z,0) = ¢($), ut (2,0) = 0.
Warunki zgodnosci: ¢ (0) = A, ¢(I) = B. Nalezy szukaé¢ rozwiazania w

postaci sumy
u(z,t) =v(z,t)+w(zx).

Jesli w(0) = Aiw(l) = B, to warunki brzegowe na funkcje v sa juz jed-
norodne. Jesli dodatkowo w” () = 0, to v spelia réwnanie falowe. Zatem
nalezy wziaé¢

B-A
w(x)=A+ %
i wtedy funkcja v musi speliac
Uy = gy + sin 2t - sin 2x,

l

0 (0,¢ ) =0= (L)
0(2.0) = 6(2)—wle). v (e,0)=0

Stosujemy teraz metode Fouriera otrzymujac

2
== (Y @ =sn e, a1,
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Poszukujemy wiec rozwiazania w postaci

Z gn (t) sin —:1:

Po wstawieniu do réwnania rézniczkowego dostaniemy

2.2

- 2
Z g, (t)sin —m =—c Z nlj gn (1) sin nl—ﬁx + sin 2¢ - sin Tﬂx

n=1
Rozwijamy takze wzgledem ukladu f,, funkcje ¢ — w; wspdtczynnikiem przy
fn jest

nm

cnzj/(qb(x)—w( ))smT:L’dx

Szczesliwie niejednorodno$é w réwnaniu rézniczkowym i v, (x,0) nie wyma-
gaja juz rozwijania. Poréwnujac wspétezynniki przy f,, dostajemy

n’r?c?
G (W)= === 9 (1), 9 (0)=cn, ¢, (0)=0
dla n # 2 oraz
42 c? )
g5 () = T %2 (t) +sin2t,  g2(0) =ca,  g5(0) =0.
W pierwszym przypadku
nmwc
gn (t) = ¢y cos Tt,
a w drugim po uzmiennieniu statych
2mc 2mc

g2 (t) = a () sin Tt + (G (t) cos Tt.

Z ukiadu 5 9
a (t)sm%ct—kﬁ (t )cos%ct:(),

2me 2mce

2
- ( (t) cos Tt — 3 (t) sin %ct) = sin 2t

wyznaczamy o i (3

o (t) = 55 sin2t - cos

B (t) = —3L sin2¢ - sin 27“3t

2ﬂct
Stad

l
g2 (t) = 2—/ sin 2s - sm—(t—s)d
0

2mc 2mce
“+asin Tt + 3 cos Tt
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Z warunkéw poczatkowych go (0) = o, g5 (0) = 0 wynika, ze 8 = ¢z, a = 0,
czyli ostatecznie

n
u(z,t) = A+ :B—l—chcos—tsm—Wa:

l

t

l 2 2
+2—m/sin2351n%c(t—s) ds - sin Tﬂx
0

W sytuacji ogélnej, gdy A i B sa funkcjami zmiennej ¢, nalezy poszukiwaé
rozwigzan w postaci

u(x,t) =v(z,t)+ro(x)A(t)+r (z) B(t).

Jesli chcemy, by warunki brzegowe na v byly jednorodne, musimy mie¢
79 (0) =1, 1, (0) = 0 oraz 1o (I) = 0, 1, (I) = 1. To podstawienie jest mozliwe
dla A i B klasy C?, ale wybér rq i r; jest juz prosty:

ro(z)=1-— %, -2

Dla ogélniejszych warunkéw brzegowych

ug (0,8) +ru (0,t) = A(t),
ug (,t) +su(l,t) = B(t),

nalezy uzy¢ innych funkeji liniowych zmiennej x w miejsce rq i 1.

9 Zastosowanie metody Fouriera do innych
rownan

Metode rozdzielania zmiennych mozna stosowaé takze do innych rownan. Je-
dynym ograniczeniem jest ich liniowos¢ i liniowos¢ warunkéw dodatkowych.
Pokazemy teraz, jak stosuje si¢ ona do najprostszych réwnan eliptycznych ta-
kich jak réwnanie Laplace’a. W przypadku dwuwymiarowym zbiér €2 moze
by¢ prostokatem albo dawac¢ sie sprowadzi¢ do prostokata. Niech wiec 2
bedzie kolem o srodku w poczatku uktadu i promieniu R. Przechodzac do
wspotrzednych biegunowych x = rcos ¢, y = rsin ¢ musimy wyrazi¢ lapla-
sjan w nowych wspolrzednych. Zamiast réwnania

Ugg + Uyy = 0

dostaniemy

e L, =0
Upr + — 0y Vg = 0.
r P2 %?
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Jesli interesuje nas réwnanie Laplace’a z warunkiem Dirichleta
ul| 0Q =h, h:0Q — R,
to odpowiedni warunek na v ma postac

v(R,¢) = h(9).

Musimy jednak pamietac, ze zamiana zmiennych jest prawomocna dla r > 0,
czyli (z,y) # (0,0). Od rozwiazania v mozna wiec zadac, by istniala granica
lim, _g+v (7, ¢). Drugim warunkiem zgodnosci jest 2m-okresowosé funkeji h.
Przy zalozeniu ciaglosci (a nawet catkowalnosci) funkcji A mozemy znalezé
jej szereg trygonometryczny. Przy zalozeniu, ze h jest ciagla i przedzialami
monotoniczna, zachodzi réwnosé

o0

h(¢p) = % + Z (@ cosng + b, sinng) ,
n=1

gdzie
ap = %/h(w) cosny dy, b, = %/h(d}) sin di.

Jesli rozwiazanie ma postac v (r, ¢) = f(r) g (¢), to

2 rf (1) g (6)
GG

a wiec obie funkcje wchodzace w sktad tej sumy musza by¢ stale i

P g'(9)
G 96)°

Poniewaz g powinna by¢ funkcja 2m-okresowa, a rownanie

9" (@) +Ag(¢) =0

=0,

ma rozwiazania 2m-okresowe tylko dla A\, = n?, n = 0,1,2, ..., wiec tylko
takie stale sa dopuszczalne. Dla nich

gn (¢) = ¢, cosng + d, sinng,

gdzie ¢, i d,, sa dowolnymi staltymi. Odpowiadajace n? réwnanie na funkcje
fn ma postac

rfy (r) +rf () = n?fu (r) = 0.

Jest to réwnanie Eulera, ktorego ukladem fundamentalnym rozwiazan jest
para funkcji r — ", r — 7" a w wyjatkowym przypadku n = 0 para
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funkcji » — 1, r — Inr. Mozna wiec zapisa¢ nieznane rozwiazanie v jako
sume szeregu

v(r¢) = Z fa (1) 9
= ¢+ c?o Inr + Z (Enr" + c/i\nr_”) (cncosng + d, sinng) .
n=1

Kazdy skladnik tej sumy spetnia rownanie rozniczkowe bez wzgledu na wyboér
statych. Jesliby wiec mozna bylo wejé¢ pod znak sumy szeregu z pochodnymi
az do rzedu 2 wlacznie z zachowaniem jednostajnej zbieznosci, to funkcja
v speliataby réwnanie rézniczkowe. Zaobserwowane przez nas wczesnie]
zadanie, by istniala granica lim, .g+v (1, ¢), oznacza, ze d,, = 0 dla n > 0.
Pozostaje wykorzysta¢ warunek brzegowy

h(¢p) =v (R, ) —co—l—ch (¢ cosng + d,, sinng) .

n=1

Poréwnujac wspolczynniki z szeregu Fouriera funkcji h

~ aO -~ n -~ n
Co = 37 CnR Cp = Qp, CnR dn = bna

1 w rezultacie

v ( 250—1-?:( ) (an cosng + b, sinng) .

n=1

Zbieznoéé jednostajna tego szeregu w kazdym kole domknietym B (0, R;)
C B(0,R) wraz z pochodnymi jest gwarantowana na podstawie kryterium
Weierstrassa i prostego faktu:

jesli 0 < g < 1, ciag (a,) jest ograniczony i p € N, to szereg

o0

Z an,n?q"

n=1

jest bezwzglednie zbiezny.

Zatem otrzymana funkcja v spehia réwnanie rézniczkowe w kole B(0, R).
Przy funkcji h prawie dowolnej bedacej jedynie suma zbieznego punktowo
szeregu Fouriera, nie jest wcale oczywiste, ze

lim v (r,¢) = h(9).

r—R~

Jest to konsekwencja tw. Abela (por. wyklady z analizy lub np. [Fichten-
cholz], t. 2, s. 344). W rezultacie znaleziona funkcja v jest rozwiazaniem
zagadnienia Dirichleta dla kota.
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Jesli wstawimy wzory na a, i b, 1 wykorzystamy znany wzor trygonome-
tryczny
cos n cos ng + sinny sinng = cosn (¢ — ),

to dostaniemy

™

viné) = [ b [ §j()mm¢ w]w.

—T
Mozemy zsumowaé szereg w nawiasie kwadratowym. Wystarczy oznaczy¢

ro .
— i)
z Re

Wtedy

[e.e]
gz":

n=1

HME%

( ) (cosn (¢ — ) +isinn (¢ — 1)),

a wiec nasz szereg to czesé rzeczywista

ReZz”:Rel - ,

n=1

a wyrazenie w nawiasie kwadratowym to

(o) - s e
11— 1 - (3)°
B 2’1—2”2_2|1—;(COS(¢—w)+iSIH( —¢))’2
B 1 RZ—TZ
2R (1= feos(o—w)" + (5)"sin? (6 —v)]
1 RQ—T’Q

2 R2 — 2Rrcos (¢ — ) + 12

Ostatecznie otrzymujemy wzér (zwany wzorem Poissona):

L[ (@ -h)
v(r¢) = %/R2—2RTCOS(¢—@D)+T2 ap.

Ogdlniej, dla zagadnienia Dirichleta w kuli B(0, R) C R"
Au=0 w B(0,R), u|0B(0,R) =h

rozwiazaniem jest

1 R* —||z||?
we) = [ A=) as,

B(0,R) ||z —yl|
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gdzie calkowanie odbywa sie wzgledem miary indukowanej na sferze, a o,
oznacza miare indukowana sfery o promieniu 1 w R".

Rozpatrzmy ruch membrany kolowej, ktérej brzeg 0B (0,1) jest zamo-
cowany w polozeniu réwnowagi na state. Oznacza to, ze mamy rownanie
falowe

Uy = & (Ugy + Uyy), (2,9,t) € B(0,1) x (0, 00)

z warunkiem brzegowym
u|0B (0,1) x [0,00) = 0.

Zalézmy, ze znamy polozenie punktow membrany w chwili poczatkowej t = 0

i zalezy ono jedynie od odleglosci punktu od $rodka membrany. We wspotrzednych
biegunowych jest to funkcja A (r) zalezna tylko od r = /22 + y2. Zalézmy
tez, ze w tej chwili predkos¢ wszystkich punktéw membrany wynosi 0. Po
przejsciu do wspotrzednych biegunowych na plaszczyznie x, y mamy wiec za-
gadnienie brzegowo-poczatkowe:

v = & (U + 300 + 5 09)
v <1’ ¢7 t) = 07
v(r,¢,0)=A(r),

vy (r,9,0) =0,

gdzie A : [0, R] — R jest co najmniej ciagta. Uwzgledniajac niezaleznosé wa-
runkéw brzegowo-poczatkowych od ¢ mozemy przyjac, ze rozwiazanie takze
nie zalezy od tej zmiennej i ostatecznie

vy = (v + 20,)
v(l,t) =0, wo(r,0)=A(r), v(r,0)=0.

Warunek zgodnosci jest tylko jeden
A(1) =0.

Jesli zadamy, by v = f (r) h (), to po wstawieniu do réwnania rézniczkowego
i podzieleniu przez f - h otrzymamy

W) IO+
h(t) f(r)
Stad state powinny by¢ funkcje

£ 1)+ 17 )
7o)

:A7




Zatem f spehia |
1)+ 1 (1) = A (1) =0,

Z warunku brzegowego wynika f (1) = 0 i poszukujemy takich statych A, dla
ktorych réwnanie to posiada nietrywialne rozwiazanie skoniczone w r = 0
i znikajace w r = 1. Osobliwo$¢ dla r = 0 jednego ze wspdlczynnikow
powoduje, ze jedno z dwoch liniowo niezaleznych rozwiazan ma biegun dla
r = 0, wiec jest nieograniczone. Drugie z nich poszukamy w postaci szeregu

potegowego
f(r)= Z cnt™.
n=0

Wstawiajac do réwnania

Fir)=> " (n+egt”,
f'(r)= Z(n +2)(n + 1)cpiot”

i porownujac wspotczynniki przy tych samych potegach ¢ dostajemy
)\’I’L
Con+1 :O, Cop — WOQ, n:O,l,....

Pierwszy wspétczynnik mozemy wybraé¢ dowolnie — ktadziemy ¢y = 1. Nie-
trudno zauwazy¢, ze dla A > 0 rozwiazania sa stale dodatnie, wiec A < 0.
Niech A = —p? i podstawmy do réwnania na f : p := pr. Dostaniemy
nastepujace réwnanie na g(p) := f(p/p) :

§'(p) + %g%p) (o) = 0.

Funkcje, ktéra spehia ro réwnanie i warunki: g(0) = 1, ¢/(0) = 0, a wiec

G —1 i 2k
g(p) =>_ 2<k<k!))2p

k=0

nazywamy funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu 0 i oznaczamy Jy. Oto
wykres tej funkcji
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Jak wida¢ ma ona liczne miejsca zerowe. W podrecznikach z funkcji
specjalnych dowodzi sie, ze w istocie Jy ma ciag miejsc zerowych p,, — 00.
Jesli rozwiazanie f ma speiaé¢ f(1) = 0, to f(r) = CJo(unr), gdzie C jest
dowolna stata. Wtedy rozwiazanie wyjsciowego problemu ma postaé

v(r,t) = Z Jo(ptn) (@y, cOS piyct + by, sin pyct) (21)
n=1

gdzie a,, b, sa stale. Stale te wyznaczymy teraz z warunkéw poczatkowych.
Udowodnimy najpierw warunek ortogonalnosci:

1
/ xJo(pnx)Jo(pme) de =0, dla n #m.
0

Funkcja = +— Jo(px) spelia réwnanie
" 1 ! 2
w4+ —u 4 pu = 0.
T
Réwnanie to z p = p, mnozymy przez xJo(pmz), réwnanie z p = iy,
mnozymy przez xJo(p,z), i oba odejmujemy stronami:
2 d2

@JO(me) - JO(Mmf)@JO(Mnl”)) +

o (o)

- (00) - ) ~ ) o)) +
(g, — 1) Jo(pm) Jo(pn) = 0
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lub zauwazajac, ze pierwsze dwa skladniki sa pochodna iloczynu:

d

d d
<, <J0(Mn$)@z]0(/~tm$) - Jomm:c)%Jo(unx)) s

(i — b)) Jo (i) Jo (i) = 0.
Catkujac te réwnosé od 0 do 1 dostajemy teze.
Z warunku poczatkowego v;(r,0) = 0 podstawiajac do (21) mamy b, =0
dla kazdego n, a z warunku v(r,0) = A(r) dostajemy

A(r) = Z ap Jo(pinT).

Mnozymy te réwnosé przez rJo(pumr) i catkujemy od 0 do 1. Po wykorzystaniu
pokazanej ortogonalnosci tylko jeden sktadnik po prawej stronie nie znika.
Stad
fol rJo(pmr)A(r) dr

fol rJ2(pmr) dr
Wejscie z catka pod znak sumy szeregu wykonane po drodze zachodzi przy

pewnych zalozeniach o regularnosci funkcji A. Tym problemem zajmowaé sie
nie bedziemy.

Ay, =

10 Funkcje harmoniczne

Niech €2 bedzie podzbiorem otwartym R"™. Funkcje u : Q — R nazywamy
harmoniczna w €, jedli jest klasy C? i spelnia réwnanie Laplace’a w Q :
Au = > Uy,e, = 0. Zbiér funkeji harmonicznych w Q oznaczamy Har (Q).
i=1

Zbiér ten z naturalnymi dzialaniami stanowi przestrzen liniowa.

Przyklady: (i) Funkcjonaly afiniczne, czyli funkcje postaci u(z) =
(a,x) + b, gdzie a € R", b € R naleza do Har (R").

(ii) Jesli @ Cc Qiwue Har (2), tou € Har () (w zasadzie powinnismy
pisa¢ u | Q' € Har (£)).

(iii) Wielomiany u; (x,y) = 2% —y?, us (z,y) = 25 — 1521y + 1522y* — 48
sa funkcjami harmonicznymi w R2.

(iv) Zdefiniujmy funkcje € : R” x R™\ {(z,z) : x € R"} — R wzorem

1 dla n > 2,

£ (z,y) = { (=2) o=yl

22
—In|lz—y| dla n=2. (22)

Przy ustalonym y € R" funkcja € (+,y) € Har (R™ \ {y}). SprawdZzmy to dla
n>2:

. P (—n+2)/2
o (0,y) = ——55- <Z (z; — yj)2>

J
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—n/2
= —Z:E%Q($z—yz)<2(%_yj)2> ’

J

1
8331'331‘ (iL‘,y) = —W
,%71
n
= Gimw) (-5) 26— w): (Z (5 — yj)2> ,
J
Ag(l’wzzg"(%y):_L—kn M:
’ i o |z —yl" 7 |z — y”"Jr2

Funkcje £ nazywamy rozwiazaniem fundamentalnym réwnania Laplace’a.
Pozwala ona generowac liczne przyktady funkcji harmonicznych. Przyktadowo,
jedli T jest (n — 1)-wymiarowa hiperpowierzchnia klasy C' w R”; a funkcja
¢ : T'— R jest catkowalna (wzgledem miary indukowanej na I'), to funkcja

u@) = [@y)ot)ds,
r

jest harmoniczna w R™ \ I Problem okreslania tej funkcji dla = € T,
jej ciaglosci i rézniczkowalnosci na I' bedzie pojawial sie w dalszej czesci
wyktadu.

Niech Q bedzie zbiorem otwartym i ograniczonym w R™ o brzegu 0f)
bedacym hiperpowierzchnia n — 1-wymiarowa klasy C*'. To zalozenie bedzie
przyjmowane milczaco do konca tego wyktadu.

Twierdzenie 1. Jezeli u € Har () NC* () iv e C* (Q), to

o =1 a0

Dowéd. Na podstawie wzoru na calkowanie przez czesci mamy

0 = /AU'U:;/<UQH>M'U

Q
— Z —/uwivxi —i—/vuxi cos (v, x;) dS
¢ Q G)
0
= — 2. Vg, —dS
/Zu Uz, T+ /Uay
Q oQ

Wzér (23) nosi nazwe pierwszego wzoru Greena dla operatora Laplace’a
A. Otrzymujemy z niego natychmiast drugi wzér Greena dla u,v € Har (2)N
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0N onN

Twierdzenie 2. Jezeli u € Har (Q)NC* () i u[0Q2 =0, tou=0w Q.
Dowéd. Wystarczy do (23) wstawié v = u, aby otrzymaé

/Zu - u—dS—O

o

wiec dla kazdego i € {1,...,n}, u,, = 0, w , a stad u = const. Stala ta moze
by¢ wylacznie 0 wobec znikania v na brzegu (2.

Twierdzenie 3. Jesli u € Har (Q)NC" (Q) i 34190 = 0, to u jest stata
w Q.

Dowdd jest analogiczny. Wstawiajac do drugiego wzoru Greena (24) v =
1 dostajemy:

Twierdzenie 4. Jezeli u € Har () N C* (), to

/—dS_O

Twierdzenie 2 pozwala uzyska¢ pewnego rodzaju jednoznaczno$¢ rozwiazania
zagadnienia Dirichleta. Jezeli uy, us sa dwiema funkcjami takimi, ze Au; =
f(z) wQoraz u; |09 = ¢, przy czym uy, usy sa klasy C* (ﬁ) tou =u;—ug €
Har (Q)NC' (Q) iu|0Q = 0. Z tw. 2 wynika wiec, ze u; = up. Niestety, oka-
zuje sie, ze gdyby od rozwiazania zagadnien Dirichleta zadaé, by byto klasy
Ct (ﬁ), to wiekszos¢ z nich nie miataby rozwiazania. Potrzebujemy wiec tw.
2 w wersji wzmocnionej: u € Har () N C (), u[0Q = 0= u=0. Otrzy-
mamy taka wersje, ale przy uzyciu subtelniejszych srodkéw. Analogiczne
rozumowanie dotyczy tw. 3 i jednoznacznosci (z dokladnoscia do stalej)
rozwiazania zagadnienia Neumanna. Warunek brzegowy Neumanna jest na
og6t spelniony w stabym sensie; g—:j |02 = ¢ oznacza istnienie granicy dla
x € 0N

) ou (s

Nastepne twierdzenie petni kluczowa role w teorii funkcji harmonicznych.
Jego dowod wymaga zastosowania twierdzenia zwanego przez Anglosaséw
tw. o dywergencji, a przez Rosjan tw. Greena-Gaussa-Ostrogradskiego.

Twierdzenie 5 (o wartoscl sredniej dla funkeji harmonicznych). Jezeli
u € Har (B (z,R))NC* (B (z,R)), to

@)= [ w@aS = [ e 9

OB(x,R) B(z,R)
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Poniewaz %anR" jest miara kuli B(z,R), a o,R"! miara sfery
0B (z, R), po ktérych catkujemy, drugi i trzeci czton réwnosci (25) mozemy
uwazaé za wartos¢ srednia funkcji v odpowiednio na sferze i na kuli. Site
tw. 5 widzimy dopiero, gdy uzmyslowimy sobie, ze réwnos$¢ (25) zachodzi
dla kazdej kuli zawartej w obszarze harmonicznosci funkcji u.

Zasada maksimum. Niech €) bedzie zbiorem otwartym i spéjnym w
R", a u bedzie funkcja harmoniczna w 2. Wowczas jesli dla pewnego xg € (2
mamy

sup [u ()] = u (zo)|,
e

to u jest funkcja stala.

Dowdd. Przeprowadzimy go dla przypadku u (xg) > 0 zostawiajac przy-
padek u (x¢) < 0 jako ¢wiczenie.

Wybierzmy kule B (g, R) C Q. Z zalozenia u(x) < wu(z) dla x €
B (x¢, R), a wiec z twierdzenia o wartosci $redniej

() = ——1 / (@) ds = — / u (o) da.

fin (B (20,7))
B(zo,R) B(zo,R)

Zatem
/ (u(zo) —u(z))de =0
B(zo,R)
i wobec nieujemnosci funkcji podcatkowej (i jej ciaglosci) u (z) = u (xo) dla
x € B(xg, R).

Oznaczmy przez D = {z € Q :u(x) = u(xy)}. PokazaliSmy, ze D jest
otwarty w ). Jego domknietoé$¢ w Q wynika z ciagtosci funkcji w: D =
u™! ({u(xg)}). Spéjnosé Q oznacza teraz, ze albo D = ) albo D = Q. Ale
r9g € D, wiec D = ().

Latwo stad wynika, ze jesli €2 jest otwarty i ograniczony w R™ i u €
Har (Q)NC (), to

— inf — inf
ilelgU(x) sup u(z), infu(e)= infu(z),

i dalej
Tw. o jednoznaczno$ci dla zagadnienia Dirichleta. Jezeli u;, i = 1,2, sa
rozwiazaniami zagadnienia Dirichleta: Au = f (z), u | 02 = ¢, to u; = us.

11 Rozwiazanie zagadnien brzegowych Diri-
chleta i Neumanna

Niech €2 bedzie otwartym i ograniczonym podzbiorem R" o brzegu 02 bedacym
(n — 1)-wymiarowa hiperpowierzchnia klasy C'. Potencjatem objetogciowym
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o gestosdci p1 : Q — R nazywamy funkcje V : R® — R dana wzorem

V(2) = / £ (2,y) 1 (y) dy (26)

Q

przy zalozeniu, ze funkcja u jest ciagla na Q. Calka istnieje przy dowol-
nym z € R" a ponadto V jest funkcja ciagla na R™. Ustalmy n > 2.
Poniewaz &, (z,y) = —i5im, & (2,y)] < W wiec funkcja V' jest
rozniczkowalna wzgledem z; oraz

Vi, (z) = /5361- (x,y)pu(y) dy, i=1,..,n,
Q

iznowu V € C' (R"). Jednakze rézniczkowanie dwukrotne pod znakiem catki
wzgledem z; nie jest juz dozwolone, bowiem najlepszym oszacowaniem na
|Exz; (,y)] jest const/ ||z — y||”, a wykladnik ten — n — jest zbyt duzy (€4,
nie jest funkcja lokalnie calkowalna). Jednakze w punktach x ¢ Q mozemy
rozniczkowaé dowolna ilo$é razy funkcje V', poniewaz funkcja podcatkowa po
zrézniczkowaniu jest ograniczona, a miara zbioru €2 jest skoniczona. Zatem
dostajemy

Vi, (1) = / Eu () 1 (4) dy

Q
dla x € R*\ Qi stad

AV (z) = / ALE (2.y) () dy = 0.

Q

W rezultacie V € Har (R” \ﬁ) Jezeli wzmocnimy lekko zatozenie o funkcji
u, to funkcja V bedzie takze klasy C? (€2), ale nie bedzie mozliwe wejscie z
pochodnymi pod znak calki a jedynie

Twierdzenie 1. Jezeli p € C* (Q), to

AV () = —oupu (), z €

Znowu kluczowa role w dowodzie odgrywa tw. o dywergencji.
Jednym z rozwiazan réwnania Poissona Au = f () w Q jest wiec funkcja

wo (@) = —— / € (2.y) f (y) dy.

Na brzegu 9€2 ma ona ustalone wartosci ¢y € C (0R2) (przypomnijmy ciagtosé
potencjatu objetosciowego na R™). Aby wiec rozwiazaé problem brzegowy
Dirichleta

Au= f(x), u|lo2=0,
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wystarczy znalezé rozwiazanie problemu
Av =0, ul0Q = —a¢y,

i wzia¢ u = ug+wv. Analogiczna uwaga dotyczy problemu Neumanna, bowiem
up € C! (R™). Wszystkie zagadnienia brzegowe dla réwnania Poissona spro-
wadzaja sie w ten sposéb do probleméw brzegowych dla réwnania Laplace’a.

Do rozwiazania tych ostatnich wykorzystamy potencjaly warstwy poje-
dyncej i podwéjnej. Potencjalem warstwy pojedynczej o gestosci pu € C (92)
nazywamy funkcje

S (x) = / € (x.y) u (4) dS,. (27)

a warstwy podwdjnej funkcje

D= [ wu (4)ds, (28)
o0

Dla x € R™ \ 99 istnienie obu calek jest oczywiste. Oczywiste jest tez, ze
S, D e C®(R™\ 09) i z pochodnymi mozna wchodzi¢ pod znak calki. Stad
dla z € R™\ 09

AS(z) = | A& (z,y) ply) dSy = [ 0dS =0,
/ /

o0

0
= [ G- A @ pnt) ds, =0
onN

czyli S, D € Har (R™\ 022). Pewnym klopotem jest zachowanie sie obu funk-
cji na 0. Funkcja S jest ciagla takze w punktach x € 9€). Istnienie calki
(28) dla x € 092 wymaga jednak subtelnych rozwazan, bowiem przy n > 2

o€ (z, Uy, T —
(z,y) _ ZHx—yH )i:( y)

o, fo— ol
05 (v, — )
n—1 °
|z =yl

Jesli wiec oszacujemy |cos (v, z —y)| < 1, to funkcja podcatkowa ma oso-
bliwos$¢ stopnia krytycznego dla y = x.

Zalozmy odtad, ze brzeg 0f) jest hiperpowierzchnia n — 1-wymiarowa
klasy C? (do tej pory wystarczylo klasy C'). Wtedy subtelne oszacowanie
(lemat 2 str. 40 [8]) daje nam istnienie calki D(x) takze dla z € 9.

Jednak nie mozemy twierdzi¢, ze funkcja D jest ciagla na R™ — sa jedynie
ciagle trzy osobne galezie: na €2, na 9 i na R™\ Q. Mimo to istnieja skonczone
granice limos;—zgeo0D (), limgn gsy 0 D (7) -
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Twierdzenie 2. Niech zy € 0. Woéwcezas dla potencjatu warstwy
podwdjnej o gestosci u € C (952) zachodzi

limosg—ae D (2) = =300 (x0) + D (0)
g\ sy D (1) = +50041 (w0) + D (o) -

Analogicznie dla potencjalu warstwy pojedynczej ma miejsce skok ich
pochodnych normalnych przy przejsciu przez 0.

Twierdzenie 3. Niech zy € 0f). Dla potencjatu warstwy pojedynczej o
gestosci u € C' (092) zachodza wzory

: oS (x) 1 S (xo)
an:xil%gluzoﬂxo aljxo = +§Un/1' (l'()) + ayxo )
. 0S8 () 1 0S (zo)
1 = ——0, ;
R"\ﬁax:gf—l&— — 3%0 20 M (xo) + 8%0

gdzie

a5 (l’()) _ _/COS (mexo - y>M(y) dSy

O, lzo — y["™"
Bedziemy rozwazaé cztery zagadnienia brzegowe: wewnetrzne Dirichleta
(Dy) Au(z) =0, x€Q uloQ =,

wewnetrzne Neumanna,
ou
(Ny) Au(z)=0, z€Q 5\89 =1,

zewnetrzne Dirichleta

(D.) Au(z)=0, € R"\Q uldQ=¢, lim u(z)=0,

||| —o0

1 zewnetrzne Neumanna

(N.) Au(z)=0, z€R"\Q %WQ = 1), H 1|i|m u(z) = 0.
Rozwiazan obu zagadnien Dirichleta poszukujemy w postaci potencjalu war-
stwy podwdjnej o nieznanej gestosci p, a rozwiazan obu zagadnien Neumanna
poszukujemy w postaci potencjalu warstwy pojedynczej o nieznanej gestosci
1. Mamy wtedy gwarancje, ze funkcje te beda spelnia¢ réwnanie Laplace’a i
ew. warunki graniczne w nieskonczonosci. Warunki na brzegu zbioru €2 pro-
wadza wtedy do nastepujacych réwnan catkowych na gestosci 1 na podstawie
tw. 21 3:

[ ) d, - gownte) = o). (D)
Uy 2
o0
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/Mu (y) dS, + %Jn,u (@) =¢(x), (D)

v,
o0
/ PL) ) dS, + Soun () =), (ND)
o0 !
/ %Zy)m) 4, — s (0) =¥ (). (D)
oN

Do tych réwnan catkowych stosuje sie teoria Fredholma - p. dowolny
podrecznik analizy funkcjonalnej np. W. Kolodziej Wybrane rozdzialy ana-
lizy matematycznej. Pozwala to stwierdzi¢ istnienie dokladnie jednego rozwiazania
dla (D) przy dowolnej ciaglej funkcji ¢, dokladnie jednego rozwiazania dla
(N,) przy dowolnej ciaglej funkcji ¢. Dla (N,,) rozwiazanie istnieje tylko dla
1 speliajacych warunek

YdS =0
o0
por. tw. 4 z poprzedniego rozdzialu. Pozostale rozwiazania (INV,,) réznia
sie od tego, ktore jest potencjalem warstwy pojedynczej o stale. Wreszcie
zagadnienie (D,) zawsze ma dokladnie jedno rozwiazanie, ale niekoniecznie
jest ono potencjalem warstwy podwdéjnej a jedynie suma takiego potencjatu
i cE(xg,-), gdzie xy € Q jest odpowiednio wybranym punktem, a ¢ € R
odpowiednio dobrana stala. Wiecej na ten temat w [8].
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