Projekty koncowe

Projekt 1. Uklad Chua opisujacy drgania nieliniowe w obwodzie elek-
trycznym:

v’ = aly — ¢(x))
y=r—-y+=
7 = —bz,

gdzie ¢(x) = 23 /16 —1/6, a i b sa dodatnimi parametrami. Poszuka¢ symetrii
w ukladzie. Ustalamy b = 14. Zobaczy¢, jak uktad zalezy od parametru
a € [6,14]. Przy a = 10.91865... i b = 14 uktad posiada pare symetrycznych
trajektorii homoklinicznych. Zbada¢ bifurkacje dla a = 6.58, = 7.3, = 8.78,
= 10.77. Co z atraktorem globalnym?

Projekt 2. Zbada¢ rownanie Duffinga z wymuszeniem:
2" + (6 — 2%)2’ + 2® — x = Bsinvt,

gdzie 6 > 0, f € Riv > 0. Najpierw § = 0 : uklad jest autonomiczny 2-
wymiarowy i jego portret fazowy mozna znalezé. Co bedzie gdy 3 jest male?
Przeprowadzi¢ symulacje numeryczne dla réznych .

Projekt 3. Wahadlo z wymuszeniem:
2’ + b’ +sinx = F,

gdzie b jest parametrem rzeczywistym, F' ustalona funkcja zmiennej t. (b >
0 -wspdlezynnik tarcia, F' - sila zewnetrzna). Najpierw F = const = k.
Poszuka¢ podzialu ptaszczyzny b, k na obszary z ustalong liczba punktéw
statych. Opisa¢ ruch wahadta w kazdym z przypadkéw. Niech k£ > 1. Pokazaé
istnienie jedynej trajektorii okresowej. Co bedzie dla F' okresowych?

Projekt 4. Zbada¢ uklad SIR opisujacy rozwéj epidemii:

S'=—pSI+ uR
I'=BSI— vl
R =vl — uR,
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gdzie S (ang. susceptible) oznacza liczbe osobnikéw podatnych na chorobe,
I (ang. ill) liczbe chorych, a R (ang. retired) liczbe juz uodpornionych po
przebyciu infekeji. Dodatnie parametry 3, u, i v sa tu stale. Przeanalizowaé
przypadek, gdy drugie réwnanie zastapimy rownaniem z opéznieniem 7 > 0 :

I'(ty=pS{t—7)I(t—71)—vI(t).

Projekt 5. Zbada¢ uklad Rosslera:

¥ =—y—z
y =x+ay
2 =b+ z(x — ),

gdzie a = 1/4, b = 1, a ¢ zmienia sie w przedziale [0, 7]. Poszukaé punktéw
staltych i zbada¢ ich charakter, Zbada¢ numerycznie bifurkacje przy zmie-
niajacym sie¢ parametrze c.

Projekt 6. Zbadaé¢ oddzialywanie populacji dwoch drapieznikéw z jedna
populacja ofiar:
z(a; — asx — azy — as2)
y(—bl —+ ngL’ — bgz)
z(—c1 + o — ¢32),
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gdzie wszystkie parametry sa stalymi dodatnimi.

Projekt 7. Zbada¢ ukiad

rz(l — ax — agy — asz)
roy(1 — b1 — byy — bsz)
r3z(1 — 1z — oy — c32),
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gdzie r;, a;,b;,c; 1 = 1,2, 3, sa dodatnimi parametrami. Uktad opisuje rozwdj
populacji trzech konkurujacych gatunkow. Zbadac¢ mozliwe zachowania uktadu
w zbiorze x > 0,y > 0, z > 0.

Projekt 8. Zalézmy, ze punkt materialny o masie M; powoduje ruch
punktu materialnego o znacznie mniejszej masie M, po orbicie kotowej o



promieniu R. W polu grawitacyjnym wytworzonym przez te ciala porusza
sie trzeci punkt o masie m tak malej, ze mozemy zaniedba¢ ruch M;, pod
jego wplywem. Zbada¢ mozliwe ruchy trzeciego punktu.

Projekt 9. Zbada¢ ruch dwéch sprzezonych wahadel. Najpierw wypro-
wadzi¢ z réwnania Newtona rownanie rozniczkowe zwyczajne opisujace ten
ruch. Do wahadta o dtugosci [; i masie m; doczepione jest drugie wahadto o
dlugosci [y i masie my. Jesli przez x oznaczymy odchylenie katowe od pionu
pierwszego z wahadel, a przez y odchylenie drugiego, to réwnanie to bedzie
ukladem réwnan rzedu drugiego z niewiadomymi x i y.

Sity Fy i F} to sily grawitacji F' = mg, sity F5 i F3, to sily naprezen nici
— znosza one skladowe sity grawitacji prostopadle do nici. Naprezenie Fj
ma te sama dlugo$é¢ dla obu punktéw materialnych (zasada akcji i reakeji).
Nastepnie zbadaé¢ punkty state uktadu, trajektorie okresowe oraz naszkicowaé
portret fazowy (jego rzuty na podprzestrzenie 2-wymiarowe).



Projekt 10. Model Fitzhugh-Nagumo:

, J—

:c’:y—l—x—x—;—irl
Yy =-z—-by+a,

gdzie 0 < 3/2(1 —a) < b < 1, a [ jest parametrem. Model ten opisuje
dzialanie neuronu (choé¢ jest uproszczony w stosunku do b. skomplikowa-
nego modelu Hodgkina-Huxleya). Zbadaé punkty state w zaleznosci od I.
Poszuka¢ stabilnej trajektorii okresowej.

Niech a = I = 0. Poszuka¢ bifurkacji ze wzgledu na b > 0.

Projekt 11. Jaki bylby Wszechswiat, gdyby sita grawitacji spemiata
Mm

ra’

F=G

gdzie a # 27 Tutaj M i m sa masami przyciagajacych sie cial, G jest stala,
a r oznacza odleglo$¢ miedzy cialami. Jak w teorii Newtona zaktadamy, ze
ciala sa punktowe.

Projekt 12. Model Goodwina rozwoju gospodarczego sprowadza sie do
réwnania z opoznionym argumentem

() + ax(t) = b+ (2 (t — 1)),
gdzie a b i r sa stalymi dodatnimi, a funkcja ¢ ma postaé

-1 dla r < —c,
plr)=4q % dla x € (—c,c)

1 dla T >c,

gdzie ¢ > (. Zbudowa¢ rozwiazanie tego réwnania z warunkiem poczatkowym

X ‘[—r,O] = ¢

dla ustalonej funkcji klasy C' : 4 : [—r, 0] — R. Zrealizowa¢ to numerycznie
i narysowa¢ wykres rozwiazania. Zmienia¢ wartosci parametrow i funkcje 1,
a nastepnie zmodyfikowa¢ samo réwnanie zastepujac stala b przez funkcje
okresowa zmiennej t. Poréwnaé¢ wykresy z otrzymanymi dla statej wartosci b
(najlepiej wziaé tu srednia z funkcji b).



