Twierdzenie o bifurkacji Hopfa. Niech
= f(x,p), zeRF  peR,

gdzie f jest klasy C* i f(0, ) = 0. Oznaczmy przez A, macierz operatora
linjowego D, f(0, it). Jezeli widmo A, zawiera jednokrotne wartosci wlasne
+iwp 1 nie zawiera ich catkowitych wielokrotnosci oraz istnieja funkcje rze-
czywiste klasy C! «, 8 zmiennej p okredlone w otoczeniu puq takie, ze

a(p) £iB(pn) € Sp A,

i a(1p) # 0, to istnieje otoczenie 0 € R i trzy funkcje ciagle okreslone na
tym otoczeniu

s — w(s) € R, s — u(s) € R, s — s € C*(R,RF)

. . . 2 . . , . o .
takie, ze p; jest m—okresowym rozwiazaniem réwnania z p = p(s) i

limw(s) = wy, lim p4(s) = po, lir% s =0.
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o =pr+y—ayt, Y =—x+py—y’
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skad dostajemy wartosci wlasne — pierwiastki wielomianu charakterystycz-
nego A — (u — AN)?+ 1, czyli M) = p % i. Mozemy wiec wzia¢ py = 0,
wp = 1. Poniewaz a(u) = p, wiec o/(0) = 1 i na podstawie tw. o bifurkacji
Hopfa uklad ma nietrywialne rozwiazania okresowe dla dostatecznie malych:
> 0 lub p < 0. Z drugiej strony obliczajac dywergencje prawej strony
ukltadu div f = 2u — 4y? otrzymujemy, ze dla p < 0 jest ona stalego znaku i
na mocy kryterium Bendixsona trajektorii okresowych by¢ nie moze. Zatem
wystepuja one dla g > 0. Dla takich p punkt staly jest ogniskiem niestabil-
nym. Mozemy jeszcze oceni¢ przyblizona warto$é¢ okresu takich rozwiazan —
27 (przyblizenie tym lepsze, im mniejsza warto$¢ ).



