
Twierdzenie o bifurkacji Hopfa. Niech

x′ = f(x, µ), x ∈ Rk, µ ∈ R,

gdzie f jest klasy C2 i f(0, µ) = 0. Oznaczmy przez Aµ macierz operatora
liniowego Dxf(0, µ). Jeżeli widmo Aµ0 zawiera jednokrotne wartości w lasne
±iω0 i nie zawiera ich ca lkowitych wielokrotności oraz istniej ↪a funkcje rze-
czywiste klasy C1 α, β zmiennej µ określone w otoczeniu µ0 takie, że

α(µ)± iβ(µ) ∈ Sp Aµ

i α′(µ0) 6= 0, to istnieje otoczenie 0 ∈ R i trzy funkcje ci ↪ag le określone na
tym otoczeniu

s 7→ ω(s) ∈ R, s 7→ µ(s) ∈ R, s 7→ ϕs ∈ C1(R,Rk)

takie, że ϕs jest 2π
ω(s) -okresowym rozwi ↪azaniem równania z µ = µ(s) i

lim
s→0

ω(s) = ω0, lim
s→0

µ(s) = µ0, lim
s→0

ϕs = 0.

Przyk lad.

x′ = µx+ y − xy2, y′ = −x+ µy − y3.

Aµ =
[

µ 1
−1 µ

]
,

sk ↪ad dostajemy wartości w lasne – pierwiastki wielomianu charakterystycz-
nego λ 7→ (µ − λ)2 + 1, czyli λ(µ) = µ ± i. Możemy wi ↪ec wzi ↪ać µ0 = 0,
ω0 = 1. Ponieważ α(µ) = µ, wi ↪ec α′(0) = 1 i na podstawie tw. o bifurkacji
Hopfa uk lad ma nietrywialne rozwi ↪azania okresowe dla dostatecznie ma lych:
µ > 0 lub µ < 0. Z drugiej strony obliczaj ↪ac dywergencj ↪e prawej strony
uk ladu div f = 2µ− 4y2 otrzymujemy, że dla µ < 0 jest ona sta lego znaku i
na mocy kryterium Bendixsona trajektorii okresowych być nie może. Zatem
wyst ↪epuj ↪a one dla µ > 0. Dla takich µ punkt sta ly jest ogniskiem niestabil-
nym. Możemy jeszcze ocenić przybliżon ↪a wartość okresu takich rozwi ↪azań –
2π (przybliżenie tym lepsze, im mniejsza wartość µ).
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