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Ponizej przedstawiam zadania stanowiqce integralng czes¢ wyktadu ,, Wybrane
zagadnienia z teorii rownan rozniczkowych zwyczagnych”. Ich rozungzanie, a przy-
najmniej tego proby, w istotny sposob rozszerza wiadomosci stuchaczy w kierunkach
nie objetych tresciq gtownego nurtu wyktadu.

1 Funkcje Carathéodory’ego

Przedyskutowaé¢ problem, przy jakich zatozeniach o funkcji f : (a,b) x R¥ — RF
odwzorowanie 1" dane wzorem

To(t) = 0 + / F(s,0(s)) ds

przeksztalca przestrzen C([a, b], R¥) w siebie. Kiedy jest ono ciagle? A petociagle?
Chodzi oczywiscie o zalozenia stabsze niz ciaglo$¢ funkeji f. Na koniec prosze poréwnaé
wnioski z podrecznikiem Coddingtona, Levinsona (rozdziat o funkcjach Carathéodory’ego).
Na jakie trudnosci natrafiamy zastepujac R¥ dowolna przestrzenia Banacha.

2 Globalne rozwiazanie
Niech f : [a,b] x X — X spelia warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmiennej:
[|f(t,x1) — f(t,z2)|| < Lz — 22|, 1,29 € X, t€[a,b],
gdzie L jest pewna stala. W przestrzeni C([a, b], X)) wprowadzamy norme
[[elloo = sup e Mlp(t)]]-

Pokaza¢, ze operator T' z zadania 1 jest zwezajacy, a wiec posiada dokladnie jeden
punkt staly. Jakie sa tego konsekwencje dla zagadnienia poczatkowego?



3 Nierozwiazalne zagadnienie poczatkowe

Niech 1) : R — R bedzie dane wzorami: t(z) = 2 dla z > 4, ¢(x) = /z dla
z €[0,4), ¥(x) = 0dla z < 0. Zdefiniujmy f : co — ¢y wzorem f((z,)n) = (¥(2n))n
ia € cg wzorem a = (%)n Przez cy oznaczamy przestrzen Banacha ciagdéw liczbowych
zbieznych do 0 z norma

[|(@n)nl| = sup |2

Pokaza¢, ze zagadnienie poczatkowe

nie posiada rozwiazania. Inny przyktad znajdziemy w monografii J. Dieudonné
,,FJoundations of modern analysis”. Godunow pokazat , ze w kazdej nieskonczenie
wymiarowej przestrzeni Banacha istnieja zagadnienia poczatkowe nie posiadajace
rozwiazania.

4 Aproksymacja Tonelliego

Dla ciaglej funkcji f : [to,to + 0] x R¥ — R* podzielmy przedzial [t,to + 0] na
m réwnych czesci punktami ¢,,; = to + jo/m, j = 0,1,2,... ,m. OkreSlmy ¢,, :
[to, to + 6] — RF wzorami ¢, (ty) = o,

Om(t) = Pm(tms) + (t = tmi) f(tmg, Pm(tmy)) dla t € (tmy, tm ],

a nastepnie ¥, : [to, to + d] — R¥ wzorami

VY (t) = f(tm,ja Spm(tm,j» dla t € [tmm tm,j-&-l)‘
Pokazacé, ze

©m(t) = o —i—/ Um(s) ds,

funkcje {p,, : m € N} sa jednakowo ciagle i wspélnie ograniczone. Jakie réwnanie
spekia granica jednostajnie zbieznego podciagu istniejacego na mocy tw. Ascoliego-
Arzeld ?

Jest to alternatywny dowdd tw. Peano o istnieniu rozwiazania zagadnienia
poczatkowego bez uzycia tw. Schaudera o punkcie stalym. Por. podrecznik Picci-
nini, Stampacchia, Vidossich.

5 Przypadek nieskonczenie wymiarowy

Jesli w poprzednim zadniu zastapimy R* przez dowolna przestrzen Banacha X,
wtedy mozna wykorzysta¢ ogélne tw. Ascoliego-Arzeld (por. Analiza Maurina).
Poza ciagloscia f potrzebujemy wtedy zalozenia: f(¢,-) jest pelnociagle. Wyjasnié
szczegoly.



6 Catka Riemanna

Niech f : [a,b] — X bedzie catkowalna, gdzie X jest przestrzenia Banacha. Udo-
wodni¢, ze

ﬁ/a f(t) dt € conv f([a, b]).

Symbolem convA oznaczamy najmniejszy domkniety i wypukty nadzbiér zbioru A.
Mamy tu na uwadze catke Riemanna (por. podrecznik analizy L. Schwartza), chociaz
twierdzenie zachodzi takze dla calki Bochnera.

Niech T € L(Y, X) (X,Y sa przestrzeniami Banacha, a L(Y, X) oznacza prze-
strzen operatoréow liniowych i ograniczonych Y — X). Pokazaé, ze jesli funkcja
f :la,b] =Y jest calkowalna, to funkcja T'f : [a,b] — X tez jest calkowalna i

/abe(t)dt:T (/jf(t)dt) .

Niech A : [a,b] — L(X,Y") bedzie catkowalna i z € X. Zastosowaé powyzszy rezultat
do funkgji t — A(t)z.
7 Wilasnos$¢ punktu stalego

Moéwimy, ze przestrzen topologiczna X ma wlasnosé punktu statego, gdy kazde ciagle
odwzorowanie f : X — X posiada punkt staly. Wykazaé, ze kazda przestrzen
homeomorficzna z przestrzenia majaca wlasno$¢ punktu stalego ma te wlasnosc.

8 Globalne istnienie
Niech f :[0,00) x X — X bedzie ciagla i

£t 20) = (G o)|] < h(O)[zr = 2ol t€[0,00), 21,75 € X,

gdzie h : [0,00) — R, jest calkowalna na (0, c0). Udowodnié, ze jesli t — f(¢,0) jest
catkowalna, to zagadnienie poczatkowe

= f(t,x), z(0) = xo

posiada dokladnie jedno rozwiazanie okreslone na [0,00). W tym celu w przestrzeni
funkeji ciagltych i ograniczonych BC([0, 00), X) zdefiniowaé norme

il = sup e Dp(t)],

gdzie || oznacza norme w X, A(t) = 2 f(f h(s) ds. Zastosowaé tw. Banacha o punkcie
statym.



9 Metoda kolejnych przyblizen

Niech f:[0,0] x U — X iw : [0,b] x [0,00) — [0,00) beda ciagle (U — podzbiér
otwarty przestrzeni Banacha X). Zaktadamy, ze w(t,-) jest rosnaca dla kazdego t,
jedynym rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego

u = w(t,u), u(0) =0
jest funkcja zerowa i
||f(t,$1)—f(t,l’2)|| SW(t7||IL‘1—ZL’2||), te [Ovla T, Ty € X.

Wykazaé, ze ciag kolejnych przyblizen:

t
zo(t) = xo, Tni1(t) = xo —i—/o f(s,x,(5)) ds
jest jednostajnie zbiezny do rozwiazania zagadnienia
¥ = f(t,z), 2(0) = w,
wykorzystujac nieréwnosé

sup [[z,(t) = zm(t)]] < ur(t),

nm>k
gdzie ug(t) = Mt,
t
Un+1(t) = / w(s,un(s))ds.
0

10 Pod- 1 nadrozwiazania

Niech f:[0,b] xR — R, a, 3 : [0,b] — R beda ciagle i «, § rézniczkowalne wewnatrz
przedziatlu. Zaktadamy, ze

o () < fta(t), B8 2 (£ 6(),alt) < B(),

dla kazdego t. Wybierzmy z, € («(0),3(0)). Korzystajac z tw. o oszacowaniu a
priori pokazaé, ze rozwiazania zagadnienia poczatkowego

¥ = f(t, ), z(0) = o,

sa przedtuzalne na caly przedziat [0, b] i speliaja tam nieréwnosé z(t) € (a(t), B(t)).
Wskazéwka. Zdefiniowac

pt) — aft) - 2(z — a(t))

n

Wtedy o/(t) < f(t,a(t)), 5'(t) > f(t, 5(t)). Wykorzystaé ciag z,, n € N, rozwiazain
zagadnien poczatkowych dla f, zamiast f, okreslonych na [0, b].

fn(t7m> - f(t,l‘) +

4



11 Rezolwenta ré6wnania liniowego

Sprawdzié, ze okreslenie operatora rezolwenty U : (a, b)x (a,b) — L(X) dla réwnania
liniowego =’ = A(t)z jest poprawne przy zalozeniu lokalnej catkowalnosci (tzn.
calkowalnosci na podzbiorach zwartych) funkeji ¢ — A(t) € L(X). Co rozumiemy
przez rozwiazanie réwnania ¥’ = A(t)r w tej sytuacji? Przedyskutowaé teorie
réwnan liniowych o' = A(t)x+r(t) z funkcjar : (a,b) — X takze lokalnie catkowalna.
12 Trajektorie okresowe
Pokazaé, ze trajektoria okresowa uktadu dynamicznego jest homeomorficzna z okregiem,
a w przypadku gltadkiego uktadu dynamicznego jest nawet dyfeomorficzna z okregiem.
13 Wahadlo fizyczne i matematyczne
Zmalez¢ okres drgan wahadta fizycznego

2" +sinz =0

wykorzystujac funkcje eliptyczne. Poréwnaé go z okresem drgan wahadla matema-
tycznego (oscylatora harmonicznego)

2 +rx=0

stosujac rozwiniecie w szereg potegowy.



