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Przedstawimy tutaj dwa nurty badan zwiazanych z teoria réwnan réznicz-
kowych. Ich wybdér wynika wylacznie z zainteresowan naukowych autora
niniejszego opracowania, cho¢ nalezy zaznaczy¢, ze sa to nurty niezwykle
szybko rozwijajace sie w ostatnich latach.

1 Uklady dynamiczne

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe dla réwnania rézniczkowego zwyczaj-
nego:

= f(x), x(0)=mx,

gdzie f : R¥ D U — RF jest funkcja lipschitzowsko ciagla w otwartym zbiorze
U, xg € U, a2’ oznacza rézniczkowanie wzgledem zmiennej niezaleznej t € R.
Zagadnienie to posiada jedyne rozwiazanie ¢,, okreslone w pewnym otocze-
niu 0 € R na mocy podstawowego twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci.
Przypusémy, ze rozwiazanie to przediuza sie na cala prosta R dla dowolnego
xo € U. Wtedy funkcja U okreslona wzorem

m(tx) = @ (1)



jest ciagta i ma dwie wlasnosci

7(0,z) =2 dla xe€U,
m(t,m(s,z))=n(t+s,z) dla t,seR, xzel.

Jedli U zastapimy przez dowolna przestrzen metryczng X im: R x X — X
ma powyzsze wlasnosci, to méwimy, ze w przestrzeni X okreslony jest uktad
dynamiczny.

Na uktad dynamiczny 7 : R x X — X mozemy spojrze¢ inaczej. Od-
wzorowania 7t : X — X, nt (x) = w (t,z) sa ciagle, 7° = id, i (') =
7!, wiec mamy ciagly homomorfizm grupy (R, +) w grupe homeomorfizmdéw
przestrzeni X (Homeo (X),0) —t — "

Przez trajektorie punktu z w ukiadzie dynamicznym 7 rozumiemy zbior
O(z) = {rm(t,x):t € R}. Nietrudno zauwazy¢, ze przestrzein X rozpada
sie na rodzine parami roztacznych trajektorii — jesli y € O (x), to O(y) =
O(x). Sa trzy rodzaje trajektorii: punkty stale — O(x) = {z}, trajektorie
okresowe, gdy 7(7,x) = x dla pewnego T' > 0 — jesli T" jest minimalna liczba
o tej wlasnosci, to 7(+, ) jest homeomorfizmem odcinka [0, 7] ze sklejonymi
konicami (czyli okregu w sensie topologicznym) na trajektorie O(x). Trzeci
rodzaj trajektorii, to obrazy homeomorficzne proste;j.

Jezeli rozwiazania réwnania @’ = f(x) nie sa przedituzalne na cala prosta,
to réwnanie to mozemy zastapi¢ przez réwnanie postaci ' = a(z) f(x), gdzie
a: U — (0,00), ktérego rozwiazania sa juz przedluzalne, a trajektorie sa
identyczne, jak dla wyjsciowego réwnania. Fizycznie mozemy to zinterpre-
towa¢ w ten sposob, ze pierwsze roéwnanie opisuje ruch punktéw, ktore w
skonczonym czasie moga ,uciec” do brzegu zbioru U lub do co, a po prze-
skalowaniu ruch odbywa sie po tych samych torach, ale ze zmodyfikowana w
ten sposdb predkoscia, ze ucieczka jest niemozliwa.

Abstrakcyjna teoria uktadéw dynamicznych stosuje sie takze do réwnan
rozniczkowych czastkowych parabolicznych i hiperbolicznych. Przykiadowo
rownanie reakcji-dyfuzji:

Uy = AU+f(I’,U),
z warunkiem brzegowym u |09 = 0 i poczatkowym
u(z,0) = ¢ (x)

prowadzi do uktadu dynamicznego w przestrzeni Sobolewa HZ () : 7 (¢, ) (z) =
u(z,t). Jest to juz uklad dynamiczny w przestrzeni nieskoniczenie wymia-
rowej. Do nieskonczenie wymiarowych uktadéw dynamicznych prowadza tez



rownania z opéznionym argumentem:
ZL'/ = f (xt) y X |[7T‘,O} =pcE C ([_Ta O} aRk) )

gdzie z; (s) =z (t +s). Tutaj 7: R x C ([-r,0],R*) — C ([-r,0],R¥).

W ukladach dynamicznych szczegdlna role odgrywaja zbiory niezmienni-
cze czyli takie zbiory domkniete A C X, ze 7(t, A) C A dla kazdego t € R.
Zbiory takie wraz z kazdym punktem x zawieraja cala trajektorie O(x),
mozna wiec zamiast catego uktadu 7 rozpatrywaé jego redukcje do podzbioru
A - 7|rxa : R X A — A. Zbiér niezmienniczy A moze by¢ przyciagajacy
tzn. posiada¢ pewne otoczenie U takie, ze odleglosé¢ d(n(t,x), A) dazy do 0
przy t — +o0 i x € U, moze by¢ tez odpychajacy tzn. ta sama wlasnosé¢ za-
chodzi dla t — —oo. Zbidér niezmienniczy przyciagajacy (odp. odpychajacy)
nie zawierajacy podzbioréw wiasciwych o tej samej wlasnosci nazywany jest
atraktorem (odp. repellerem).

Szczegdlnym przykiladem atraktora jest przyciagajacy punkt staly zq :
limy oo d (7 (t,2),29) = 0 dla x dostatecznie bliskich zo lub przyciagajaca
trajektoria okresowa. Dla réwnan rézniczkowych 2’ = f(x) taka wlasnos$é
punktu zo (tu f(zg) = 0) przy f € C* latwo sprawdzi¢; wystarczy znalezé
wartosci wlasne macierzy f’(zg) — jesli ich czesci rzeczywiste sa ujemne, to
punkt zg jest przyciagajacy. Dla rozwiazania okresowego réwnania '’ = f(x)
sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana, ale rowniez zbadana do konca.
Od dawna jednak wiadomo (juz Henri Poincaré, twérca jakosciowej teo-
rii rownan rézniczkowych o tym pisal w 1989 r.), ze pewne uklady dyna-
miczne dane przez réwnania rozniczkowe moga posiada¢ atraktory inne niz
przyciagajace punkty stale i trajektorie okresowe. Atraktor taki od razu
musi mie¢ skomplikowana strukture topologiczna dlatego czesto nazywany
jest dziwnym.

W czasach Poincaré i pozniej znalezienie dziwnego atraktora bylo niemo-
zliwe, bo Srodki teoretyczne zawodzity: czesto mozna byto wykazaé istnienie
przyciagajacego zbioru niezmienniczego A, ale udowodnienie, ze nie jest on
trajektoria okresowa o, by¢ moze bardzo duzym okresie, wykraczalo poza
mozliwosci teorii topologicznej i analitycznej. Gdy pojawily sie komputery,
mozliwe stalo sie rysowanie przyblizonych trajektorii réwnan rézniczkowych
ale nadal btad przyblizenia, zawsze obecny, pozostawial mozliwos¢, ze tra-
jektorie te zblizaja sie do pewnej trajektorii okresowej o okresie wiekszym
niz zakres obliczen. Eksperymenty numeryczne wskazaly jednak uktady, w
ktorych takie atraktory sie pojawiaja.



Pierwszy byl atraktor w uktadzie Lorenza (1963) [11]

¥ =0(y—ux) , 0=10
y =re—y—xz , r>24,74
Y= —Prtay |, f=1

(przyblizony opis réwnan czastkowych modelujacych konwekcje w atmosfe-
rze). Pézniej uklady o podobnym zachowaniu w eksperymentach numerycz-
nych zaobserwowano wielokrotnie (Rossler, Chua, nieautonomiczne réwnanie
Duffinga itp., a takze w uktadach nieskonczenie wymiarowych). Wszystkie te
uklady wykazywaly wspolne cechy: byty nieliniowe, conajmniej 3-wymiarowe,
a atraktor, ktérego istnienie mozna bylo wykaza¢ mial miare Lebesque’a
(us dla uktadéw 3-wymiarowych) réwna 0. Badano wymiar tego atraktora:
Hausdorffa, fraktalny, pojemnosciowy i inne, i za kazdym razem byl on mniej-
szy od wymiaru otaczajacej przestrzeni. Te wlasnosci maja jednak réowniez
trajektorie okresowe, nie mozna byto wiec wykluczy¢, ze atraktor A jest taka
trajektoria.

Aby zaatakowac problem dziwnosci atraktora teoretycznie dokonano pew-
nych uproszczen. Po pierwsze zamiast czasu ciaglego ¢ € R ograniczono sie
do czasu dyskretnego t € Z. Uklad dyskretny 7 : Z x X — X byt zadany
przez podanie jednego homeomorfizmu f = x(1,:). Wtedy f* = 7 (n,-)
- n-krotne zlozenie f z samym soba, f~! = 7 (—1,-) - odwzorowanie od-
wrotne. Mozemy ewentualnie p6j$¢ dalej i opusci¢ zatozenie, ze f: X — X
jest homeomorfizmem, pozostawiajac jedynie jego ciaglosé. W takim przy-
padku mozna nadal méwié¢ o trajektoriach O(x) = {f™ (x) : n € N}, punk-
tach statych f (zg) = zo, trajektoriach okresowych f™ (z) = x dla pewnego
ng > 1, o przyciaganiu, atraktorach itd. Zachowania podobne do uktadow
ciagtych typu Lorenza mozna zaobserwowac juz dla f, : R — R danego wzo-
rem f,(x) = px(l — x) gdzie p > 4. Uklad taki posiada repeller A C [0, 1],
ktory jest zbiorem homeomoficznym ze zbiorem Cantora.

Opis trajektorii lezacych w zbiorze A (sa to jedyne trajektorie ograniczo-
ne) jest zreszta zadziwiajacy. Po pierwsze f |4 : A — A jest topologicznie
tranzytywne tzn. z dowolnie matego otoczenia jednego punktu z mozna dojsé
dowolnie blisko drugiego punktu y i to dla kazdych dwéch punktéw z,y € A.
Po drugie f |4 jest wraZliwe na warunki poczatkowe tzn. trajektorie dwéch do-
wolnie bliskich punktéw z,y € A po pewnym czasie oddalaja sie na odleglos¢
wicksza od pewnej liczby dodatniej d (f" (z), f™ (y)) > €9 > 0. Po trzecie
wreszcie w zbiorze A trajektorie okresowe tworza zbior gesty. Wystepowanie
tych trzech zjawisk w ukladzie dynamicznym uznano za definicyjna wlasnosé
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ukladow chaotycznych. Wspdlczesnie przyjmowana definicja uktadéw cha-
otycznych jest nieco bardziej restrykcyjna, ale tez jest prostsza do weryfika-
cji (uktad chaotyczny to uktad semisprzezony z przesunieciem Bernoulliego -
wyjasnienie tych poje¢ wykraczaloby poza ramy tego opracowania). Takze
uktad dyskretny f, : [0,1] — [0,1] dla g = 4 jest chaotyczny (Misiurewicz
[13]).

Uktad dynamiczny z czasem ciaglym mozemy zdyskretyzowaé przyjmujac
f=m(r,-), gdzie 7 > 0 jest ustalone. Uklad z czasem ciaglym uwazamy za
chaotyczny, jesli dla pewnego 7 > 0 ten uklad dyskretny jest taki. W ostat-
nich latach nastapit przelom w badaniu ukladéw z czasem ciaglym: Mrozek
i Mischaikov (1996) [14] wykazali, ze uklad Lorenza posiada atraktor, po
obcieciu do ktérego otrzymujemy uklad chaotyczny. Atraktor ten jest wiec
dziwny. Metoda przez nich zastosowana znajduje teraz szerokie zastosowanie
w badaniu skomplikowanych uktadéw dynamicznych. Polega ona, najogdlniej
mowiac, na znajdowaniu pewnego niezmiennika topologicznego uktadu zwa-
nego indeksem Conleya. Znajduje sie go z pomoca komputera uwzgledniajac
btad obliczenn numerycznych — ewoluuje nie punkt startu trajektorii, a cata
kostka o srodku w tym punkcie. Dowdd Mrozka i Mischaikova jest wiec
nastepnym w serii waznych rezultatéw otrzymanych z asysta komputera.

Wprowadzenie do teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych z punktu
widzenia uktadéw dynamicznych — por. [20]; wprowadzenie do dyskretnych
ukladéw dynamicznych — [3]; bogata w zastosowania i szczegblowa analiza
ukladéw dynamicznych — [7, 18, 21]; atraktory w ukladach dynamicznych
zadanych przez réwnania czastkowe — [19].

2 Nieliniowe zagadnienia brzegowe

Jak wiadomo réwnania rézniczkowe i to zaréwno zwyczajne jak czastkowe,
maja na ogdt wiele rozwiazan, a wybor jednego z nich odbywa si¢ przez poda-
nie dodatkowych warunkéw. Jesli réwnanie modeluje jaki$ proces fizyczny,
chemiczny czy biologiczny, wowczas warunki te w naturalny sposéb pochodza
z tych realiow. Dla przykladu opisujac ugiecie belki o dlugosci [ zamocowa-
nej w dwoch koncach pod dzialaniem pewnej sity f, mamy do czynienia z
rownaniem rézniczkowym postaci

(1) u’ (z) + au (z) = f (z)



z warunkami
(2) u(0) =0 = u(l).

Liczba u(x) opisuje odchylenie punktu = od polozenia réwnowagi. Rozwiazaniem
jest tu funkcja klasy C?(0,1), ciagta na [0,]. Zauwazmy, ze charakter uktadu
obu réwnan jest inny niz zagadnienia poczatkowego, w ktérym do réwnania
(1) dodajemy warunek poczatkowy

(3) u(0) = ug, u'(0) = uy,

w tym sensie, ze rozwiazanie uktadu (1), (2) jest zadane na z géry okreslonym
przedziale [0, ], podczas gdy rozwiazanie uktadu (1), (3) jest zdefiniowane w
pewnym, by¢ moze bardzo malym, otoczeniu x = 0. Uktady takie, jak (1),
(2) nosza nazwe zagadnien brzegowych i spotykane sa jeszcze czesciej dla
rownan rézniczkowych czastkowych np. zagadnienie Dirichleta:

Au=f(x) w QCR",
u |0 =

opisujace np. potencjal pola elektrycznego generowanego w zbiorze §2 przez
tadunek o gestosci f, gdy na brzegu tego obszaru potencjat ten jest z gory
zadany - ze wzgledow fizycznych n = 3. Przedstawione rownania rézniczkowe
sa liniowe, ale nieco bardziej realistyczne modele prowadza do réwnan nieli-
niowych, dla ktorych przypadek czastkowy jest nieporéwnanie bardziej skom-
plikowany od zwyczajnego. Dlatego w tym opracowaniu ograniczymy si¢ do
przypadku zagadnien brzegowych dla rownan rézniczkowych zwyczajnych.
Zacznijmy od réwnania nieliniowego rzedu pierwszego w R¥:

(4) ¥+ Az = f(t)
z warunkiem brzegowym
(5) Byx (a) + Box (b) = ¢,

gdzie x € R*, t € [a,b], f : [a,b] x R¥ — RF jest funkcja ciagta, A : [a,b] —
L (Rk) - zbiér operatoréw liniowych R* — R*, By, By € L (Rk), c € R
Jesli przez U : [a,b]2 — L (Rk) oznaczymy rezolwente rownania liniowego
'+ A(t) x =0 tzn. funkcje o wlasnosciach

0
5 U(ts) + ADU(t5) =0, t.s € a0



U(t,t) =idgr, tE€ [a,b],
to ze wzoru na uzmiennienie statych rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego
P+ AW x=r{), x(a)=wx,

jest funkcja

t

go(t):U(t,a)x0+/U(t,s)r(3)ds.

a

Aby znalez¢ rozwiazanie zagadnienia brzegowego
(6) ¥+ A#)z=r(t), Biz(a)+ Byx(b)=c,
musimy wybra¢ taki punkt startu xg, aby Byzg + Bay (b) = ¢. Prowadzi to
do réwnania
b

By + ByU (b,a)| xg = ¢ — By / U (b,s)r(s)ds.
Jest to algebraiczne réwnanie liniowe w R¥, ktére posiada rozwigzanie przy
kazdym wyborze ¢ i r wtedy i tylko wtedy, gdy By + B2U (b, a) jest izomor-

fizmem przestrzeni R*. W tym przypadku zagadnienie brzegowe (6) posiada
dokladnie jedno rozwiazanie dane wzorem (wystarczy obliczy¢ z)

¢ (t) =U (t,a) [By + BU (b,a)] ' | ¢ — Bg/U(b, s)r(s)ds

a
t

—l—/U(t,s)r(s)ds.

a

Nieliniowe zagadnienie brzegowe (4), (5) mozemy rozwiazywaé¢ w oparciu
0 powyzsze rozwazanie. Mianowicie najpierw rozwiazujemy zagadnienie li-
niowe

¥+ A({t)xr =0, Biz(a)+ Bx(b)=c
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- rozwiazaniem jest funkcja
@o (t) = U (t,a) [By + BoU (b,a)] ',
a nastepnie szukamy rozwiazania ¢; zagadnienia
(7) ¥+ A{t)x=f(t,z), Bix(a)+ Byx(b)=0

Funkcja ¢o + ¢1 jest wtedy rozwiazaniem (4), (5).
Poprzednie obliczenia pokazuja, ze funkcja ¢, bedaca rozwiazaniem za-
gadnienia (7) musi speliaé¢ réwnanie catkowe

o (t) = ~U (t,a) [By + BoU (b,a)] " B / U (b,s) f (5, (s)) ds

a
t

+ / U(t,s) f (5,0 (s)) ds:

a

wystarczy wziaé r(t) = f(t,¢ (t)). W odrdznieniu od przypadku liniowego
tutaj niewiadoma ¢ wystepuje takze po prawej stronie pod calka i istnienie
funkcji ¢ € C ([a, b] ,Rk) speliajacej to réwnanie nie jest wcale zagwaran-
towane. Jesli wprowadzimy oznaczenie

G S)_{ —U (t,a) [By + BoU (b,a)] " BoU (b,s) + U (t,s), s<t
T =U (ta) [By 4 BoU (b,a)] ™ BuU (b, s) s>t

to rownanie catkowe przyjmie postac
b
0 o= [ G191 (o (9)ds

Funkcje G : |[a, b]2 — L (Rk) nazywamy funkcja Greena zagadnienia (4),
(5) 1 jej znajdowanie wymaga jedynie znajomosci ukltadu fundamentalnego
rozwiazan réwnania liniowego 2’ + A (t) z = 0.

Prawa strone réwnania (8) mozemy uwazaé za definicje pewnego opera-
tora nieliniowego S dzialajacego w przestrzeni funkcji ciagtych C' ([a, b] ,R¥),
ktora jest przestrzenia Banacha z norma

¢l = sup |o(t)]
tela,b]
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(]| oznacza tu norme euklidesowa w R¥). Poszukujemy wiec punktéw statych
operatora S. Do tego celu mozemy stosowa¢ metode kolejnych przyblizen,
gdy S spelnia warunek Lipschitza ze stala < 1, ale udaje sie to rzadko, bo wy-
maga zalozenia, by funkcja f spehliala ten warunek wzgledem x z dostatecz-
nie malg stala. Z drugiej strony operator S jest petnociagly tzn. przeksztatca
zbiory ograniczone na zbiory wzglednie zwarte, wiec mozna stosowaé twier-
dzenie Schaudera o punkcie stalym, o ile uda sie znalezé kule, ktéra operator
S przeksztalca w siebie. Tak bedzie np. gdy f jest globalnie ograniczona,
bowiem wtedy S przeksztalca cala przestrzen C ([a, b] ,R"“) w pewna kule.
W pozostatych przypadkach mozna stosowadé teorie stopnia topologicznego
Leray’a-Schaudera. Najczesdciej sprowadza sie to do uzycia nastepujacego

Twierdzenie kontynuacyjne. Jezeli na brzegu pewnego zbioru otwar-
tego i ograniczonego ) C C ( a, 0] ,Rk) zagadnienia brzegowe

9) ¥+ A)r=ANf(t,x), Biz(a)+ Bax(b) =0

dla A € [0,1] nie posiadaja rozwiazania, to zagadnienie (4), (5) posiada
rozwiazanie ¢ € €.

Zagadnienie (9) jest bowiem réwnowazne réwnaniu (I —AS)¢ = 0, z
zalozenia homotopia H (A,-) = I — AS nie znika na brzegu €2, wiec sto-
piefi Leray’a-Schaudera wszystkich odwzorowan H (), -) jest taki sam. W
szczegblnosci deg (I — S,2) = deg (H (0,-),Q) = deg (I,2) =1, a wiec S ma
punkt staly w 2. Wszystko sprowadza sie wiec do poszukiwania zalozen na
funkcje f, przy ktorych warunki tego twierdzenia sa spelione. Przyktadowo,
jesli A jest dodatnio okreslona i (f (¢,z),x) > 0 dla |z| = M, t € [a,b] dla
pewnego dostatecznie duzego M > 0, to zagadnienie brzegowe

¥ — Az = f(t,x), Biz(a)+ Bz (b) =0

posiada rozwiazanie ¢ takie, ze |¢ (t)| < M dla t € [a, b].
Powyzsze rozwazania mozna stosowaé¢ do wielu zagadnien brzegowych.
Dla przyktadu do zagadnienia Dirichleta:

= f(t,x,2), x(a)=0=2z(D)),
do zagadnienia okresowego
¥+ At)r=f(tx), z(0)==z(T)

gdzie A : R —L (Rk) jest T' - okresowa, f : R x R¥ — R* jest T - okre-
sowa wzgledem ¢ pod warunkiem, ze ' + A () x = 0 nie ma nietrywialnych
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rozwiazan T - okresowych. Dla wszystkich tych zagadnien jednorodne za-
gadnienie liniowe nie posiada niezerowych rozwiazan; w rozwazanym zagad-
nieniu oznaczalo to izomorficzno$é operatora By + ByU (b,a). Zagadnienie
nieliniowe, dla ktorych czesé liniowa ma te wlasno$é¢ nazywamy nierezonan-
sowymi. Ale juz na przyklad zagadnienie okresowe

x/:f(t’x)v JZ(O):JZ(T),

jest rezonansowe, bowiem funkcje state sa nietrywialnymi rozwiazaniami

Podobna uwaga dotyczy zagadnienia Neumanna
" = f(t,z,2"), 2 (a)=0=2"(b).

Zagadnien rezonansowych nie mozna zamieni¢ na pytanie o punkt staly pew-
nego operatora.

Aby udowodnié¢ istnienie rozwiazania zagadnienia rezonansowego stosuje
sie stopien koincydencji wprowadzony 30 lat temu przez J. Mawhina [12]. W
ujeciu abstrakcyjnym pozwala on bada¢ réwnanie

Lz = N(x)

w przestrzeniach Banacha, gdzie N jest ciaglym operatorem nieliniowym, a
L fredholmowskim operatorem liniowym indeksu 0 tzn.

dimker L = codim imlL < oo.

Taka sytuacja ma miejsce dla wszystkich rezonansowych zagadnien dla rownan
rozniczkowych zwyczajnych i dla wiekszosci zagadnien dla rownan czastkowych.
Zachodzi mianowicie

Twierdzenie kontynuacyjne Mawhina. Jezeli na brzegu zbioru otwar-
tego 1 ograniczonego 2 C X (p. Banacha) réwnania

Lz = AN (z)
nie maja rozwiazan przy A € [0,1) i

deg (N |ker L ,Q2 Nker L) # 0,
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to réwnanie Lz = N(z) posiada rozwiazanie x € Q.

Do zagadnien rezonansowych prosciej jednak zastosowaé metode pertur-
bacyjna. Wybierajac ciag A\, — 0 w ten sposob, by L — A\, I byt operatorem
odwracalnym, otrzymujemy ciag réwnan Lz — \,x = N (z) lub réwnowaznie
= (L—M\JI)""N(x). Istnienie punktu stalego z, dla n € N dostajemy
metodami wspomnianymi poprzednio dla zagadnien nierezonansowych. Na
ogoét ciag (x,) moze by¢ nieograniczony. Jednak spelienie pewnego prostego
warunku zwanego warunkiem Landesmana-Lazera gwarantuje ograniczonosé
tego ciagu. Z ciagu (z,) mozna wtedy wybraé¢ podciag zbiezny do rozwiazania
réwnania Lz = N(x).

Rozpatrzmy te metode na przykiadzie zagadnienia okresowego

o = f(t,z), x(0)==xz(T).
Zalézmy, ze istnieja jednostajne granice

i f (1, 0d) = g (1,d)
dla t € [0,T] i |d| = 1. Wprowadzmy ,,usredniona” funkcje gy dla d € RF,
jd =1

%@:/ﬁm@w

Wtedy zachodzi

Twierdzenie [17]. Jezeli (d, go(d)) < 0 dla wszystkich |d| = 1, to zagad-
nienie okresowe posiada rozwiazanie.

Dla dowodu wystarczy rozwazy¢ ciag zagadnien

Y r = f(tx), w(0)=a(T)

ktoére sa nierezonansowe, wiec z ograniczonosci funkcji f i twierdzenia Schau-
dera posiadaja rozwiazania ¢,. Ciag (p,) nie moze byé¢ nieograniczony,
bowiem w przeciwnym razie pewien jego podciag po unormowaniu ‘ﬁ;ffﬁ
zbiegatby do wektora statego o normie 1. Oznaczajac go przez d mielibysmy

f(t@n (1) — g (t,d) istad

pn(t)  90(d)
lonll g0 (d)]
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co przeczy zalozeniu (d, go (d)) < 0. To ono nazywamy w tym wypadku
warunkiem Landesmana-Lazera.
Poza naszymi dotychczasowymi rozwazaniami pozostaly zagadnienia brze-
gowe na zbiorach nieograniczonych takie, jak:

¥ = f(t,z), z(0)=a, tlimx(t) =0,
' = f(t,z), x ograniczona na R,

i analogiczne zagadnienia dla réwnania rzedu drugiego. Drugie z nich jest
rezonansowe, a pierwsze nie, ale nie to stanowi zasadnicza trudnos¢ w obu
przypadkach. Problemem jest niezwarto$é¢ operatora S w przestrzeni funkcji
ciagtych i ograniczonych na [0, c0), w pierwszym przypadku i niefredholmow-
skos¢ operatora Lz = x' w drugim - (im L jest niedomknieta podprzestrzenia
przy kazdym sensownym wyborze przestrzeni Banacha. Nie mozemy wiec
stosowac stopnia Leray’a-Schaudera w pierwszym przypadku i stopnia koin-
cydencji w drugim.

W pierwszym przypadku stosuje sie zwykle metode polegajaca na badaniu
ciagu zagadnien

= f(t,x,), x,(0)=a, =z,(n)=0,

ktore sa nierezonansowymi zagadnieniami brzegowymi na zbiorze ograniczo-
nym [0,n]. Ich rozwiazania ¢, dostajemy przy uzyciu wczesniej opisanych
metod, funkcje ¢, przedtuzamy na [0,00), kladac ¢, (t) = 0 dlat > n
i jedynym problemem jest udowodnienie wzglednej zwartosci ciagu (¢,) w
przestrzeni funkcji Cy ([O, 00) ,]Rk) ciagtych i znikajacych w nieskoriczonosci.

W przypadku zagadnienia rezonansowego mozemy zastosowaé wczesniej
opisana metode perturbacyjna. Jedyne trudnosci, jakie napotykamy sa na-
tury technicznej i zostaly pokonane w serii prac W. Karpinskiej uwienczonych
rozprawa doktorska. Ta metoda zostala tez z powodzeniem zastosowana do
zewnetrznego zagadnienia brzegowego Dirichleta dla réwnania czastkowego

Au = f(z,u) dla r € RM\Q,
u |02 =0,
u ograniczona na R™\(, Q2 - kula o $rodku 0 w R",

przez R. Stanczego. Operatory catkowe, ktére sie pojawiaja dla réwnan
rozniczkowych czastkowych, w naturalny sposéb dzialaja jednak w przestrze-
niach Sobolewa dla naszych celéw niewygodnych (wygodna jest przestrzen
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funkeji ciaglych i ograniczonych BC (R™\2), bo przynaleznos¢ do niej gwa-
rantuje spelienie ostatniego warunku brzegowego). Nawet pobiezny opis
pokonania tego problemu wykracza poza ramy tego opracowania.
Inny przyktad omawianej metody mozna znalez¢ w niedawno przygoto-
wanej pracy K. Szymanskiej dotyczacej zagadnien:
2" = f(t,x,2’), x(0)=0, lima'(t)=0,

t—00
" = f(t,x,2'), 2'(0)=0, Jim Z'(t) = 0.

Drugie z nich jest rezonansowe ale zaburzenie dokonane w samym réwnaniu
rozniczkowym nic nie daje,a nalezy go dokona¢ w warunku brzegowym

Z'(0) = Az(0).

Metody topologiczne i inne w rozwiazywaniu réwnan nieliniowych — [2];
teoria stopnia topologicznego odwzorowan — [10]; bardziej zaawansowane me-
tody rozwiazywania zagadnien brzegowych — [1, 5, 6, 15]; wprowadzenie opi-
sanych metod perturbacyjnych — [16].
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