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Przedstawimy tutaj dwa nurty badań zwi ↪azanych z teori ↪a równań różnicz-
kowych. Ich wybór wynika wy l ↪acznie z zainteresowań naukowych autora
niniejszego opracowania, choć należy zaznaczyć, że s ↪a to nurty niezwykle
szybko rozwijaj ↪ace si ↪e w ostatnich latach.

1 Uk lady dynamiczne

Rozważmy zagadnienie pocz ↪atkowe dla równania różniczkowego zwyczaj-
nego:

x′ = f (x) , x (0) = x0,

gdzie f : Rk ⊃ U → Rk jest funkcj ↪a lipschitzowsko ci ↪ag l ↪a w otwartym zbiorze
U , x0 ∈ U , a x′ oznacza różniczkowanie wzgl ↪edem zmiennej niezależnej t ∈ R.
Zagadnienie to posiada jedyne rozwi ↪azanie ϕx0 określone w pewnym otocze-
niu 0 ∈ R na mocy podstawowego twierdzenia o istnieniu i jednoznaczności.
Przypuśćmy, że rozwi ↪azanie to przed luża si ↪e na ca l ↪a prost ↪a R dla dowolnego
x0 ∈ U . Wtedy funkcja U określona wzorem

π (t, x) = ϕx (t)
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jest ci ↪ag la i ma dwie w lasności

π (0, x) = x dla x ∈ U,
π (t, π (s, x)) = π (t+ s, x) dla t, s ∈ R, x ∈ U.

Jeśli U zast ↪apimy przez dowoln ↪a przestrzeń metryczn ↪a X i π : R×X → X
ma powyższe w lasności, to mówimy, że w przestrzeni X określony jest uk lad
dynamiczny.

Na uk lad dynamiczny π : R × X → X możemy spojrzeć inaczej. Od-
wzorowania πt : X → X, πt (x) = π (t, x) s ↪a ci ↪ag le, π0 = idx i (πt)−1 =
π−t, wi ↪ec mamy ci ↪ag ly homomorfizm grupy (R,+) w grup ↪e homeomorfizmów
przestrzeni X (Homeo (X), ◦) – t→ πt.

Przez trajektori ↪e punktu x w uk ladzie dynamicznym π rozumiemy zbiór
O(x) = {π (t, x) : t ∈ R}. Nietrudno zauważyć, że przestrzeń X rozpada
si ↪e na rodzin ↪e parami roz l ↪acznych trajektorii – jeśli y ∈ O (x), to O(y) =
O(x). S ↪a trzy rodzaje trajektorii: punkty sta le – O(x) = {x}, trajektorie
okresowe, gdy π(T, x) = x dla pewnego T > 0 – jeśli T jest minimaln ↪a liczb ↪a
o tej w lasności, to π(·, x) jest homeomorfizmem odcinka [0, T ] ze sklejonymi
końcami (czyli okr ↪egu w sensie topologicznym) na trajektori ↪e O(x). Trzeci
rodzaj trajektorii, to obrazy homeomorficzne prostej.

Jeżeli rozwi ↪azania równania x′ = f(x) nie s ↪a przed lużalne na ca l ↪a prost ↪a,
to równanie to możemy zast ↪apić przez równanie postaci x′ = α(x)f(x), gdzie
α : U → (0,∞), którego rozwi ↪azania s ↪a już przed lużalne, a trajektorie s ↪a
identyczne, jak dla wyj́sciowego równania. Fizycznie możemy to zinterpre-
tować w ten sposób, że pierwsze równanie opisuje ruch punktów, które w
skończonym czasie mog ↪a ”uciec” do brzegu zbioru U lub do ∞, a po prze-
skalowaniu ruch odbywa si ↪e po tych samych torach, ale ze zmodyfikowan ↪a w
ten sposób pr ↪edkości ↪a, że ucieczka jest niemożliwa.

Abstrakcyjna teoria uk ladów dynamicznych stosuje si ↪e także do równań
różniczkowych cz ↪astkowych parabolicznych i hiperbolicznych. Przyk ladowo
równanie reakcji-dyfuzji:

ut = ∆u+ f (x, u) ,

z warunkiem brzegowym u |∂Ω = 0 i pocz ↪atkowym

u (x, 0) = ϕ (x)

prowadzi do uk ladu dynamicznego w przestrzeni SobolewaH2
0 (Ω) : π (t, ϕ) (x) =

u (x, t). Jest to już uk lad dynamiczny w przestrzeni nieskończenie wymia-
rowej. Do nieskończenie wymiarowych uk ladów dynamicznych prowadz ↪a też
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równania z opóźnionym argumentem:

x′ = f (xt) , x
∣∣[−r,0] = ϕ ∈ C

(
[−r, 0] ,Rk) ,

gdzie xt (s) = x (t+ s). Tutaj π : R× C ([−r, 0] ,Rk)→ C
(
[−r, 0] ,Rk).

W uk ladach dynamicznych szczególn ↪a rol ↪e odgrywaj ↪a zbiory niezmienni-
cze czyli takie zbiory domkni ↪ete A ⊂ X, że π(t, A) ⊂ A dla każdego t ∈ R.
Zbiory takie wraz z każdym punktem x zawieraj ↪a ca l ↪a trajektori ↪e O(x),
można wi ↪ec zamiast ca lego uk ladu π rozpatrywać jego redukcj ↪e do podzbioru
A – π |R×A : R × A → A. Zbiór niezmienniczy A może być przyci ↪agaj ↪acy
tzn. posiadać pewne otoczenie U takie, że odleg lość d(π(t, x), A) d ↪aży do 0
przy t→ +∞ i x ∈ U , może być też odpychaj ↪acy tzn. ta sama w lasność za-
chodzi dla t→ −∞. Zbiór niezmienniczy przyci ↪agaj ↪acy (odp. odpychaj ↪acy)
nie zawieraj ↪acy podzbiorów w laściwych o tej samej w lasności nazywany jest
atraktorem (odp. repellerem).

Szczególnym przyk ladem atraktora jest przyci ↪agaj ↪acy punkt sta ly x0 :
limt→∞ d (π (t, x) , x0) = 0 dla x dostatecznie bliskich x0 lub przyci ↪agaj ↪aca
trajektoria okresowa. Dla równań różniczkowych x′ = f(x) tak ↪a w lasność
punktu x0 (tu f(x0) = 0) przy f ∈ C1  latwo sprawdzić; wystarczy znaleźć
wartości w lasne macierzy f ′(x0) – jeśli ich cz ↪eści rzeczywiste s ↪a ujemne, to
punkt x0 jest przyci ↪agaj ↪acy. Dla rozwi ↪azania okresowego równania x′ = f(x)
sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana, ale również zbadana do końca.
Od dawna jednak wiadomo (już Henri Poincaré, twórca jakościowej teo-
rii równań różniczkowych o tym pisa l w 1989 r.), że pewne uk lady dyna-
miczne dane przez równania różniczkowe mog ↪a posiadać atraktory inne niż
przyci ↪agaj ↪ace punkty sta le i trajektorie okresowe. Atraktor taki od razu
musi mieć skomplikowan ↪a struktur ↪e topologiczn ↪a dlatego cz ↪esto nazywany
jest dziwnym.

W czasach Poincaré i poźniej znalezienie dziwnego atraktora by lo niemo-
żliwe, bo środki teoretyczne zawodzi ly: cz ↪esto można by lo wykazać istnienie
przyci ↪agaj ↪acego zbioru niezmienniczego A, ale udowodnienie, że nie jest on
trajektori ↪a okresow ↪a o, być może bardzo dużym okresie, wykracza lo poza
możliwości teorii topologicznej i analitycznej. Gdy pojawi ly si ↪e komputery,
możliwe sta lo si ↪e rysowanie przybliżonych trajektorii równań różniczkowych
ale nadal b l ↪ad przybliżenia, zawsze obecny, pozostawia l możliwość, że tra-
jektorie te zbliżaj ↪a si ↪e do pewnej trajektorii okresowej o okresie wi ↪ekszym
niż zakres obliczeń. Eksperymenty numeryczne wskaza ly jednak uk lady, w
których takie atraktory si ↪e pojawiaj ↪a.
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Pierwszy by l atraktor w uk ladzie Lorenza (1963) [11]
x′ = σ (y − x) , σ = 10
y′ = rx− y − xz , r > 24, 74
z′ = −βz + xy , β = 8
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(przybliżony opis równań cz ↪astkowych modeluj ↪acych konwekcj ↪e w atmosfe-
rze). Później uk lady o podobnym zachowaniu w eksperymentach numerycz-
nych zaobserwowano wielokrotnie (Rössler, Chua, nieautonomiczne równanie
Duffinga itp., a także w uk ladach nieskończenie wymiarowych). Wszystkie te
uk lady wykazywa ly wspólne cechy: by ly nieliniowe, conajmniej 3-wymiarowe,
a atraktor, którego istnienie można by lo wykazać mia l miar ↪e Lebesque’a
(µ3 dla uk ladów 3-wymiarowych) równ ↪a 0. Badano wymiar tego atraktora:
Hausdorffa, fraktalny, pojemnościowy i inne, i za każdym razem by l on mniej-
szy od wymiaru otaczaj ↪acej przestrzeni. Te w lasności maj ↪a jednak również
trajektorie okresowe, nie można by lo wi ↪ec wykluczyć, że atraktor A jest tak ↪a
trajektori ↪a.

Aby zaatakować problem dziwności atraktora teoretycznie dokonano pew-
nych uproszczeń. Po pierwsze zamiast czasu ci ↪ag lego t ∈ R ograniczono si ↪e
do czasu dyskretnego t ∈ Z. Uk lad dyskretny π : Z × X → X by l zadany
przez podanie jednego homeomorfizmu f = π(1, ·). Wtedy fn = π (n, ·)
- n-krotne z lożenie f z samym sob ↪a, f−1 = π (−1, ·) - odwzorowanie od-
wrotne. Możemy ewentualnie pój́sć dalej i opuścić za lożenie, że f : X → X
jest homeomorfizmem, pozostawiaj ↪ac jedynie jego ci ↪ag lość. W takim przy-
padku można nadal mówić o trajektoriach O(x) = {fn (x) : n ∈ N}, punk-
tach sta lych f (x0) = x0, trajektoriach okresowych fn0 (x) = x dla pewnego
n0 > 1, o przyci ↪aganiu, atraktorach itd. Zachowania podobne do uk ladów
ci ↪ag lych typu Lorenza można zaobserwować już dla fµ : R→ R danego wzo-
rem fµ(x) = µx(1 − x) gdzie µ > 4. Uk lad taki posiada repeller A ⊂ [0, 1],
który jest zbiorem homeomoficznym ze zbiorem Cantora.

Opis trajektorii leż ↪acych w zbiorze A (s ↪a to jedyne trajektorie ograniczo-
ne) jest zreszt ↪a zadziwiaj ↪acy. Po pierwsze f |A : A → A jest topologicznie
tranzytywne tzn. z dowolnie ma lego otoczenia jednego punktu x można doj́sć
dowolnie blisko drugiego punktu y i to dla każdych dwóch punktów x, y ∈ A.
Po drugie f |A jest wrażliwe na warunki pocz ↪atkowe tzn. trajektorie dwóch do-
wolnie bliskich punktów x, y ∈ A po pewnym czasie oddalaj ↪a si ↪e na odleg lość
wi ↪eksz ↪a od pewnej liczby dodatniej d (fn (x) , fn (y)) > ε0 > 0. Po trzecie
wreszcie w zbiorze A trajektorie okresowe tworz ↪a zbiór g ↪esty. Wyst ↪epowanie
tych trzech zjawisk w uk ladzie dynamicznym uznano za definicyjn ↪a w lasność
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uk ladów chaotycznych. Wspó lcześnie przyjmowana definicja uk ladów cha-
otycznych jest nieco bardziej restrykcyjna, ale też jest prostsza do weryfika-
cji (uk lad chaotyczny to uk lad semisprz ↪eżony z przesuni ↪eciem Bernoulliego -
wyjaśnienie tych poj ↪eć wykracza loby poza ramy tego opracowania). Także
uk lad dyskretny fµ : [0, 1] → [0, 1] dla µ = 4 jest chaotyczny (Misiurewicz
[13]).

Uk lad dynamiczny z czasem ci ↪ag lym możemy zdyskretyzować przyjmuj ↪ac
f = π (τ, ·), gdzie τ > 0 jest ustalone. Uk lad z czasem ci ↪ag lym uważamy za
chaotyczny, jeśli dla pewnego τ > 0 ten uk lad dyskretny jest taki. W ostat-
nich latach nast ↪api l prze lom w badaniu uk ladów z czasem ci ↪ag lym: Mrozek
i Mischaikov (1996) [14] wykazali, że uk lad Lorenza posiada atraktor, po
obci ↪eciu do którego otrzymujemy uk lad chaotyczny. Atraktor ten jest wi ↪ec
dziwny. Metoda przez nich zastosowana znajduje teraz szerokie zastosowanie
w badaniu skomplikowanych uk ladów dynamicznych. Polega ona, najogólniej
mówi ↪ac, na znajdowaniu pewnego niezmiennika topologicznego uk ladu zwa-
nego indeksem Conleya. Znajduje si ↪e go z pomoc ↪a komputera uwzgl ↪edniaj ↪ac
b l ↪ad obliczeń numerycznych – ewoluuje nie punkt startu trajektorii, a ca la
kostka o środku w tym punkcie. Dowód Mrozka i Mischaikova jest wi ↪ec
nast ↪epnym w serii ważnych rezultatów otrzymanych z asyst ↪a komputera.

Wprowadzenie do teorii równań różniczkowych zwyczajnych z punktu
widzenia uk ladów dynamicznych – por. [20]; wprowadzenie do dyskretnych
uk ladów dynamicznych – [3]; bogata w zastosowania i szczegó lowa analiza
uk ladów dynamicznych – [7, 18, 21]; atraktory w uk ladach dynamicznych
zadanych przez równania cz ↪astkowe – [19].

2 Nieliniowe zagadnienia brzegowe

Jak wiadomo równania różniczkowe i to zarówno zwyczajne jak cz ↪astkowe,
maj ↪a na ogó l wiele rozwi ↪azań, a wybór jednego z nich odbywa si ↪e przez poda-
nie dodatkowych warunków. Jeśli równanie modeluje jakís proces fizyczny,
chemiczny czy biologiczny, wówczas warunki te w naturalny sposób pochodz ↪a
z tych realiów. Dla przyk ladu opisuj ↪ac ugi ↪ecie belki o d lugości l zamocowa-
nej w dwóch końcach pod dzia laniem pewnej si ly f , mamy do czynienia z
równaniem różniczkowym postaci

u′′ (x) + au (x) = f (x)(1)
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z warunkami

u(0) = 0 = u(l).(2)

Liczba u(x) opisuje odchylenie punktu x od po lożenia równowagi. Rozwi ↪azaniem
jest tu funkcja klasy C2(0, l), ci ↪ag la na [0, l]. Zauważmy, że charakter uk ladu
obu równań jest inny niż zagadnienia pocz ↪atkowego, w którym do równania
(1) dodajemy warunek pocz ↪atkowy

u(0) = u0, u′(0) = u1,(3)

w tym sensie, że rozwi ↪azanie uk ladu (1), (2) jest zadane na z góry określonym
przedziale [0, l], podczas gdy rozwi ↪azanie uk ladu (1), (3) jest zdefiniowane w
pewnym, być może bardzo ma lym, otoczeniu x = 0. Uk lady takie, jak (1),
(2) nosz ↪a nazw ↪e zagadnień brzegowych i spotykane s ↪a jeszcze cz ↪eściej dla
równań różniczkowych cz ↪astkowych np. zagadnienie Dirichleta:

∆u = f (x) w Ω ⊂ Rn,
u |∂Ω = ϕ

opisuj ↪ace np. potencja l pola elektrycznego generowanego w zbiorze Ω przez
 ladunek o g ↪estości f , gdy na brzegu tego obszaru potencja l ten jest z góry
zadany - ze wzgl ↪edów fizycznych n = 3. Przedstawione równania różniczkowe
s ↪a liniowe, ale nieco bardziej realistyczne modele prowadz ↪a do równań nieli-
niowych, dla których przypadek cz ↪astkowy jest nieporównanie bardziej skom-
plikowany od zwyczajnego. Dlatego w tym opracowaniu ograniczymy si ↪e do
przypadku zagadnień brzegowych dla równań różniczkowych zwyczajnych.

Zacznijmy od równania nieliniowego rz ↪edu pierwszego w Rk:
x′ + A (t)x = f (t, x)(4)

z warunkiem brzegowym

B1x (a) +B2x (b) = c,(5)

gdzie x ∈ Rk, t ∈ [a, b], f : [a, b] × Rk → Rk jest funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a, A : [a, b] →
L
(Rk) - zbiór operatorów liniowych Rk → Rk, B1, B2 ∈ L

(Rk), c ∈ Rk.
Jeśli przez U : [a, b]2 → L

(Rk) oznaczymy rezolwent ↪e równania liniowego
x′ + A (t)x = 0 tzn. funkcj ↪e o w lasnościach

∂

∂t
U(t, s) + A(t)U(t, s) = 0, t, s ∈ [a, b]
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U(t, t) = idRk , t ∈ [a, b] ,

to ze wzoru na uzmiennienie sta lych rozwi ↪azaniem zagadnienia pocz ↪atkowego

x′ + A (t)x = r (t) , x (a) = x0,

jest funkcja

ϕ (t) = U (t, a)x0 +

t∫
a

U (t, s) r (s) ds.

Aby znaleźć rozwi ↪azanie zagadnienia brzegowego

x′ + A (t)x = r (t) , B1x (a) +B2x (b) = c,(6)

musimy wybrać taki punkt startu x0, aby B1x0 + B2ϕ (b) = c. Prowadzi to
do równania

[B1 +B2U (b, a)]x0 = c−B2

b∫
a

U (b, s) r (s) ds.

Jest to algebraiczne równanie liniowe w Rk, które posiada rozwi ↪azanie przy
każdym wyborze c i r wtedy i tylko wtedy, gdy B1 + B2U (b, a) jest izomor-
fizmem przestrzeni Rk. W tym przypadku zagadnienie brzegowe (6) posiada
dok ladnie jedno rozwi ↪azanie dane wzorem (wystarczy obliczyć x0)

ϕ (t) = U (t, a) [B1 +B2U (b, a)]−1

c−B2

b∫
a

U (b, s) r (s) ds


+

t∫
a

U (t, s) r (s) ds.

Nieliniowe zagadnienie brzegowe (4), (5) możemy rozwi ↪azywać w oparciu
o powyższe rozważanie. Mianowicie najpierw rozwi ↪azujemy zagadnienie li-
niowe

x′ + A (t)x = 0, B1x (a) +B2x (b) = c
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- rozwi ↪azaniem jest funkcja

ϕ0 (t) = U (t, a) [B1 +B2U (b, a)]−1 c,

a nast ↪epnie szukamy rozwi ↪azania ϕ1 zagadnienia

x′ + A (t)x = f (t, x) , B1x (a) +B2x (b) = 0(7)

Funkcja ϕ0 + ϕ1 jest wtedy rozwi ↪azaniem (4), (5).
Poprzednie obliczenia pokazuj ↪a, że funkcja ϕ1 b ↪ed ↪aca rozwi ↪azaniem za-

gadnienia (7) musi spe lniać równanie ca lkowe

ϕ (t) = −U (t, a) [B1 +B2U (b, a)]−1B2

b∫
a

U (b, s) f (s, ϕ (s)) ds

+

t∫
a

U (t, s) f (s, ϕ (s)) ds;

wystarczy wzi ↪ać r (t) = f (t, ϕ (t)). W odróżnieniu od przypadku liniowego
tutaj niewiadoma ϕ wyst ↪epuje także po prawej stronie pod ca lk ↪a i istnienie
funkcji ϕ ∈ C

(
[a, b] ,Rk) spe lniaj ↪acej to równanie nie jest wcale zagwaran-

towane. Jeśli wprowadzimy oznaczenie

G(t, s) =
{
−U (t, a) [B1 +B2U (b, a)]−1B2U (b, s) + U (t, s) , s < t

−U (t, a) [B1 +B2U (b, a)]−1B2U (b, s) , s > t
,

to równanie ca lkowe przyjmie postać

ϕ (t) =

b∫
a

G (t, s) f (s, ϕ (s)) ds.(8)

Funkcj ↪e G : [a, b]2 → L
(Rk) nazywamy funkcj ↪a Greena zagadnienia (4),

(5) i jej znajdowanie wymaga jedynie znajomości uk ladu fundamentalnego
rozwi ↪azań równania liniowego x′ + A (t)x = 0.

Praw ↪a stron ↪e równania (8) możemy uważać za definicj ↪e pewnego opera-
tora nieliniowego S dzia laj ↪acego w przestrzeni funkcji ci ↪ag lych C

(
[a, b] ,Rk),

która jest przestrzeni ↪a Banacha z norm ↪a

‖ϕ‖ = sup
t∈[a,b]

|ϕ (t)|
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(|·| oznacza tu norm ↪e euklidesow ↪a w Rk). Poszukujemy wi ↪ec punktów sta lych
operatora S. Do tego celu możemy stosować metod ↪e kolejnych przybliżeń,
gdy S spe lnia warunek Lipschitza ze sta l ↪a < 1, ale udaje si ↪e to rzadko, bo wy-
maga za lożenia, by funkcja f spe lnia la ten warunek wzgl ↪edem x z dostatecz-
nie ma l ↪a sta l ↪a. Z drugiej strony operator S jest pe lnoci ↪ag ly tzn. przekszta lca
zbiory ograniczone na zbiory wzgl ↪ednie zwarte, wi ↪ec można stosować twier-
dzenie Schaudera o punkcie sta lym, o ile uda si ↪e znaleźć kul ↪e, któr ↪a operator
S przekszta lca w siebie. Tak b ↪edzie np. gdy f jest globalnie ograniczona,
bowiem wtedy S przekszta lca ca l ↪a przestrzeń C

(
[a, b] ,Rk) w pewn ↪a kul ↪e.

W pozosta lych przypadkach można stosować teori ↪e stopnia topologicznego
Leray’a-Schaudera. Najcz ↪eściej sprowadza si ↪e to do użycia nast ↪epuj ↪acego

Twierdzenie kontynuacyjne. Jeżeli na brzegu pewnego zbioru otwar-
tego i ograniczonego Ω ⊂ C

(
[a, b] ,Rk) zagadnienia brzegowe

x′ + A (t)x = λf (t, x) , B1x (a) +B2x (b) = 0(9)

dla λ ∈ [0, 1] nie posiadaj ↪a rozwi ↪azania, to zagadnienie (4), (5) posiada
rozwi ↪azanie ϕ ∈ Ω.

Zagadnienie (9) jest bowiem równoważne równaniu (I − λS)ϕ = 0, z
za lożenia homotopia H (λ, ·) = I − λS nie znika na brzegu Ω, wi ↪ec sto-
pień Leray’a-Schaudera wszystkich odwzorowań H (λ, ·) jest taki sam. W
szczególności deg (I − S,Ω) = deg (H (0, ·) ,Ω) = deg (I,Ω) = 1, a wi ↪ec S ma
punkt sta ly w Ω. Wszystko sprowadza si ↪e wi ↪ec do poszukiwania za lożeń na
funkcj ↪e f , przy których warunki tego twierdzenia s ↪a spe lnione. Przyk ladowo,
jeśli A jest dodatnio określona i (f (t, x) , x) ≥ 0 dla |x| = M , t ∈ [a, b] dla
pewnego dostatecznie dużego M > 0, to zagadnienie brzegowe

x′ − Ax = f (t, x) , B1x (a) +B2x (b) = 0

posiada rozwi ↪azanie ϕ takie, że |ϕ (t)| < M dla t ∈ [a, b].
Powyższe rozważania można stosować do wielu zagadnień brzegowych.

Dla przyk ladu do zagadnienia Dirichleta:

x′′ = f (t, x, x′) , x (a) = 0 = x (b) ,

do zagadnienia okresowego

x′ + A (t)x = f (t, x) , x (0) = x (T )

gdzie A : R→L (Rk) jest T - okresowa, f : R × Rk → Rk jest T - okre-
sowa wzgl ↪edem t pod warunkiem, że x′ + A (t)x = 0 nie ma nietrywialnych
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rozwi ↪azań T - okresowych. Dla wszystkich tych zagadnień jednorodne za-
gadnienie liniowe nie posiada niezerowych rozwi ↪azań; w rozważanym zagad-
nieniu oznacza lo to izomorficzność operatora B1 + B2U (b, a). Zagadnienie
nieliniowe, dla których cz ↪eść liniowa ma t ↪e w lasność nazywamy nierezonan-
sowymi. Ale już na przyk lad zagadnienie okresowe

x′ = f (t, x) , x (0) = x (T ) ,

jest rezonansowe, bowiem funkcje sta le s ↪a nietrywialnymi rozwi ↪azaniami

x′ = 0, x (0) = x (T ) .

Podobna uwaga dotyczy zagadnienia Neumanna

x′′ = f (t, x, x′) , x′ (a) = 0 = x′ (b) .

Zagadnień rezonansowych nie można zamienić na pytanie o punkt sta ly pew-
nego operatora.

Aby udowodnić istnienie rozwi ↪azania zagadnienia rezonansowego stosuje
si ↪e stopień koincydencji wprowadzony 30 lat temu przez J. Mawhina [12]. W
uj ↪eciu abstrakcyjnym pozwala on badać równanie

Lx = N(x)

w przestrzeniach Banacha, gdzie N jest ci ↪ag lym operatorem nieliniowym, a
L fredholmowskim operatorem liniowym indeksu 0 tzn.

dim kerL = codim imL <∞.

Taka sytuacja ma miejsce dla wszystkich rezonansowych zagadnień dla równań
różniczkowych zwyczajnych i dla wi ↪ekszości zagadnień dla równań cz ↪astkowych.
Zachodzi mianowicie

Twierdzenie kontynuacyjne Mawhina. Jeżeli na brzegu zbioru otwar-
tego i ograniczonego Ω ⊂ X (p. Banacha) równania

Lx = λN (x)

nie maj ↪a rozwi ↪azań przy λ ∈ [0, 1) i

deg (N |kerL ,Ω ∩ kerL) 6= 0,
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to równanie Lx = N(x) posiada rozwi ↪azanie x ∈ Ω.
Do zagadnień rezonansowych prościej jednak zastosować metod ↪e pertur-

bacyjn ↪a. Wybieraj ↪ac ci ↪ag λn → 0 w ten sposób, by L− λnI by l operatorem
odwracalnym, otrzymujemy ci ↪ag równań Lx−λnx = N (x) lub równoważnie
x = (L− λnI)−1N (x). Istnienie punktu sta lego xn dla n ∈ N dostajemy
metodami wspomnianymi poprzednio dla zagadnień nierezonansowych. Na
ogó l ci ↪ag (xn) może być nieograniczony. Jednak spe lnienie pewnego prostego
warunku zwanego warunkiem Landesmana-Lazera gwarantuje ograniczoność
tego ci ↪agu. Z ci ↪agu (xn) można wtedy wybrać podci ↪ag zbieżny do rozwi ↪azania
równania Lx = N(x).

Rozpatrzmy t ↪e metod ↪e na przyk ladzie zagadnienia okresowego

x′ = f(t, x), x(0) = x(T ).

Za lóżmy, że istniej ↪a jednostajne granice

lim
λ→+∞

f (t, λd) := g (t, d)

dla t ∈ [0, T ] i |d| = 1. Wprowadźmy ,,uśrednion ↪a” funkcj ↪e g0 dla d ∈ Rk,
|d| = 1

g0 (d) =

T∫
0

g (t, d) dt.

Wtedy zachodzi
Twierdzenie [17]. Jeżeli (d, g0(d)) ≤ 0 dla wszystkich |d| = 1, to zagad-

nienie okresowe posiada rozwi ↪azanie.
Dla dowodu wystarczy rozważyć ci ↪ag zagadnień

x′ − 1
n
x = f(t, x), x(0) = x(T ),

które s ↪a nierezonansowe, wi ↪ec z ograniczoności funkcji f i twierdzenia Schau-
dera posiadaj ↪a rozwi ↪azania ϕn. Ci ↪ag (ϕn) nie może być nieograniczony,
bowiem w przeciwnym razie pewien jego podci ↪ag po unormowaniu ϕn(t)

‖ϕn‖
zbiega lby do wektora sta lego o normie 1. Oznaczaj ↪ac go przez d mielibyśmy
f (t, ϕn (t))→ g (t, d) i st ↪ad

ϕn (t)
‖ϕn‖

→ g0 (d)
|g0 (d)|

,
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co przeczy za lożeniu (d, g0 (d)) ≤ 0. To ono nazywamy w tym wypadku
warunkiem Landesmana-Lazera.

Poza naszymi dotychczasowymi rozważaniami pozosta ly zagadnienia brze-
gowe na zbiorach nieograniczonych takie, jak:

x′ = f(t, x), x(0) = a, lim
t→∞

x(t) = 0,

x′ = f(t, x), x ograniczona na R,
i analogiczne zagadnienia dla równania rz ↪edu drugiego. Drugie z nich jest
rezonansowe, a pierwsze nie, ale nie to stanowi zasadnicz ↪a trudność w obu
przypadkach. Problemem jest niezwartość operatora S w przestrzeni funkcji
ci ↪ag lych i ograniczonych na [0,∞), w pierwszym przypadku i niefredholmow-
skość operatora Lx = x′ w drugim - (im L jest niedomkni ↪et ↪a podprzestrzeni ↪a
przy każdym sensownym wyborze przestrzeni Banacha. Nie moż ↪emy wi ↪ec
stosować stopnia Leray’a-Schaudera w pierwszym przypadku i stopnia koin-
cydencji w drugim.

W pierwszym przypadku stosuje si ↪e zwykle metod ↪e polegaj ↪ac ↪a na badaniu
ci ↪agu zagadnień

x′n = f(t, xn), xn(0) = a, xn(n) = 0,

które s ↪a nierezonansowymi zagadnieniami brzegowymi na zbiorze ograniczo-
nym [0, n]. Ich rozwi ↪azania ϕn dostajemy przy użyciu wcześniej opisanych
metod, funkcje ϕn przed lużamy na [0,∞), k lad ↪ac ϕn (t) = 0 dla t > n
i jedynym problemem jest udowodnienie wzgl ↪ednej zwartości ci ↪agu (ϕn) w
przestrzeni funkcji C0

(
[0,∞) ,Rk) ci ↪ag lych i znikaj ↪acych w nieskończoności.

W przypadku zagadnienia rezonansowego możemy zastosować wcześniej
opisan ↪a metod ↪e perturbacyjn ↪a. Jedyne trudności, jakie napotykamy s ↪a na-
tury technicznej i zosta ly pokonane w serii prac W. Karpińskiej uwieńczonych
rozpraw ↪a doktorsk ↪a. Ta metoda zosta la też z powodzeniem zastosowana do
zewn ↪etrznego zagadnienia brzegowego Dirichleta dla równania cz ↪astkowego

∆u = f(x, u) dla x ∈ Rn\Ω,
u |∂Ω = 0,
u ograniczona na Rn\Ω, Ω - kula o środku 0 w Rn,

przez R. Stańczego. Operatory ca lkowe, które si ↪e pojawiaj ↪a dla równań
różniczkowych cz ↪astkowych, w naturalny sposób dzia laj ↪a jednak w przestrze-
niach Sobolewa dla naszych celów niewygodnych (wygodna jest przestrzeń
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funkcji ci ↪ag lych i ograniczonych BC (Rn\Ω), bo przynależność do niej gwa-
rantuje spe lnienie ostatniego warunku brzegowego). Nawet pobieżny opis
pokonania tego problemu wykracza poza ramy tego opracowania.

Inny przyk lad omawianej metody można znaleźć w niedawno przygoto-
wanej pracy K. Szymańskiej dotycz ↪acej zagadnień:

x′′ = f(t, x, x′), x(0) = 0, lim
t→∞

x′(t) = 0,

x′′ = f(t, x, x′), x′(0) = 0, lim
t→∞

x′(t) = 0.

Drugie z nich jest rezonansowe ale zaburzenie dokonane w samym równaniu
różniczkowym nic nie daje,a należy go dokonać w warunku brzegowym

x′(0) = λx(0).

Metody topologiczne i inne w rozwi ↪azywaniu równań nieliniowych – [2];
teoria stopnia topologicznego odwzorowań – [10]; bardziej zaawansowane me-
tody rozwi ↪azywania zagadnień brzegowych – [1, 5, 6, 15]; wprowadzenie opi-
sanych metod perturbacyjnych – [16].
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